
Formálne jazyky a automaty (2)
Letný semester 2024/25

Algoritmus CYK
Peter Kostolányi

15. apríla 2025

Cockeov-Youngerov-Kasamiho algoritmus, známy predovšetkým ako algoritmus CYK, umožňuje
pre danú bezkontextovú gramatiku G a slovo w pomocou dynamického programovania zistiť, či
slovo w patrí do jazyka L(G). Ak považujeme veľkosť gramatiky G za konštantu, pracuje tento
algoritmus v čase O(|w|3).

Vstupom algoritmu CYK je bezkontextová gramatika v tzv. prísnom Chomského normálnom
tvare. Najprv sa preto zameriame na prevod gramatík do tohto normálneho tvaru. Až následne
opíšeme samotný algoritmus CYK.

1 Prísny Chomského normálny tvar

Prísny Chomského normálny tvar sa od „obyčajného“ Chomského normálneho tvaru líši tým, že sú
navyše zakázané pravidlá typu ξ → ε.

Definícia 1. Bezkontextová gramatika G = (N,T, P, σ) je v prísnom Chomského normálnom tvare,
ak P ⊆ N × (N2 ∪ T ).

Poznámka 1. Gramatika v prísnom Chomského normálnom tvare zjavne nemôže generovať prázdne
slovo ε. Pôjde teda o normálny tvar „až na ε“ . Niekedy sa, rovnako ako napríklad pri „bezepsilonovom“
normálnom tvare alebo Greibachovej normálnom tvare, povoľuje pravidlo σ → ε v prípade, že sa po-
čiatočný neterminál σ nevyskytuje na pravej strane žiadneho pravidla.

Veta 1. Nech G = (N,T, P, σ) je bezkontextová gramatika. Potom existuje gramatika G′ v prísnom
Chomského normálnom tvare taká, že L(G′) = L(G)− {ε}.

Vstupom nasledujúceho algoritmu je bezkontextová gramatika G = (N,T, P, σ). Výstupom je
gramatika G′ = (N ′, T, P ′, σ) v prísnom Chomského normálnom tvare taká, že L(G′) = L(G)− {ε}.

1. Pomocou štandardného algoritmu preveď gramatikuG do „bezepsilonového“ normálneho tvaru.
Nech G1 je výsledná gramatika.

2. Pomocou štandardného algoritmu zbav gramatiku G1 reťazových pravidiel. Nech G2 je výsledná
gramatika.

3. Pre každý terminál c ∈ T zaveď nový neterminál ξc a pravidlo ξc → c.

4. Vo všetkých pravidlách gramatiky G2 dĺžky aspoň dva nahraď všetky výskyty každého termi-
nálu c príslušným neterminálom ξc. Nech G3 = (N3, T, P3, σ) je výsledná gramatika.

5. Pre každé pravidlo π : α→ β1β2 . . . βk ∈ P3, kde k ∈ N− {0, 1, 2} a β1, . . . , βk ∈ N3:

5.1 Zaveď nové neterminály ψπ,1, . . . , ψπ,k−2.

5.2 Odober pravidlo α→ β1β2 . . . βk.

5.3 Pridaj pravidlá α→ β1ψπ,1, ψπ,1 → β2ψπ,2, . . . , ψπ,k−2 → βk−1βk−2.

Vráť na výstupe výslednú gramatiku G′ = (N ′, T, P ′, σ).

V kroku 1 uvedeného algoritmu sa gramatika G „odepsilonuje“ , v dôsledku čoho je na pravej
strane každého pravidla gramatiky G1 neprázdne slovo. V kroku 2 sa gramatika G1 zbaví reťazových
pravidiel, pričom nepribudnú žiadne pravidlá s ε na pravej strane. Gramatika G2 teda obsahuje
na pravej strane každého pravidla buď terminál, alebo slovo dĺžky aspoň dva. V krokoch 3 a 4 sa táto
gramatika prerobí na gramatiku G3, kde na pravej strane každého pravidla je buď terminál, alebo
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slovo dĺžky aspoň dva pozostávajúce iba z neterminálov. Obzvlášť treba upozorniť na skutočnosť,
že v kroku 4 sa na rozdiel od prevodu do „obyčajného“ Chomského normálneho tvaru nerobí nič
s pravidlami typu ξ → c. Príliš dlhé pravé strany sa nakoniec skrátia v kroku 5 rovnako ako pri prevode
do „obyčajného“ Chomského normálneho tvaru.

Príklad 1. Nech G = (N,T, P, σ) je bezkontextová gramatika, kde N = {σ, α, β}, T = {a, b} a

P = {σ → αaα | aa
α→ β | βbb
β → aσ | ab | ε}.

Preveďme gramatiku G do prísneho Chomského normálneho tvaru.
Začnime krokom 1 spočívajúcim v „odepsilonovaní“ gramatiky G – štandardná konštrukcia si tu

vyžaduje nájsť množinu E všetkých vymazávajúcich neterminálov tejto gramatiky, čo zrealizujeme
známym iteratívnym algoritmom:

E0 = {β},
E1 = {α, β},
E2 = {α, β} = E.

Následne do množiny prepisovacích pravidiel pridáme pravidlá zodpovedajúce všetkým možným vy-
pusteniam neterminálov z E na pravých stranách pôvodných pravidiel a odoberieme pravidlá s prázd-
nym slovom na pravej strane. Dostávame tak gramatiku s pravidlami

σ → αaα | aa | aα | αa | a,
α→ β | βbb | bb,
β → aσ | ab.

Z tejto gramatiky teraz v rámci kroku 2 odstránime reťazové pravidlá. Po použití štandardného
algoritmu realizujúceho túto úlohu dostávame gramatiku s prepisovacími pravidlami

σ → αaα | aa | aα | αa | a,
α→ βbb | bb | aσ | ab,
β → aσ | ab.

V krokoch 3 a 4 uvedeného algoritmu sa gramatika G2 transformuje na gramatiku s prepisovacími
pravidlami

σ → αξaα | ξaξa | ξaα | αξa | a,
α→ βξbξb | ξbξb | ξaσ | ξaξb,
β → ξaσ | ξaξb,
ξa → a,

ξb → b.

V kroku 5 sa napokon ošetria príliš dlhé pravé strany pravidiel. Zaveďme označenie pravidiel
π1 := σ → αξaα a π2 := α → βξbξb. Pre výslednú gramatiku G′ = (N ′, T, P ′, σ) potom dostávame
N ′ = {σ, α, β, ξa, ξb, ψπ1,1, ψπ2,1} a

P ′ = {σ → αψπ1,1 | ξaξa | ξaα | αξa | a
α→ βψπ2,1 | ξbξb | ξaσ | ξaξb
β → ξaσ | ξaξb
ξa → a

ξb → b

ψπ1,1 → ξaα

ψπ2,1 → ξbξb}.
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2 Algoritmus CYK

Vstupom Cockeovho-Youngerovho-Kasamiho algoritmu (alebo algoritmu CYK ) je bezkontextová gra-
matika G = (N,T, P, σ) v prísnom Chomského normálnom tvare a slovo w. Výstupom je „áno“ alebo
„nie“ podľa toho, či w ∈ L(G) alebo w 6∈ L(G).

V algoritme CYK sa postupne konštruuje množina M ⊆ N neterminálov ξ takých, že ξ ⇒∗ w.
Je zrejmé, že w ∈ L(G) práve vtedy, keď σ ∈M .

Samotná konštrukcia množiny neterminálov M je založená na nasledujúcom kľúčovom pozoro-
vaní. Nech w = a1 . . . an, kde n ∈ N \ {0} a a1, . . . , an ∈ T .1 Pre i = 1, . . . , n a j = 1, . . . , n − i + 1
označme ako Mi,j množinu neterminálov ξ takých, že ξ ⇒∗ ai . . . ai+j−1 – neterminál ξ teda dokáže
vygenerovať podslovo dĺžky j slova w začínajúce na jeho i-tej pozícii. Pre i = 1, . . . , n potom zrejme

Mi,1 = {ξ ∈ N | ξ → ai ∈ P}. (1)

Ak má totiž pre neterminál ξ existovať odvodenie ξ ⇒∗ ai, musí byť toto odvodenie vďaka prísnemu
Chomského normálnemu tvaru dĺžky jedna. Podobne pre i = 1, . . . , n a j = 2, . . . , n− i+ 1 je

Mi,j = {ξ ∈ N | ∃k ∈ [j − 1] ∃η ∈Mi,k ∃ν ∈Mi+k,j−k : ξ → ην ∈ P}. (2)

Odvodenie ξ ⇒∗ ai . . . ai+j−1 sa totiž vďaka prísnemu Chomského normálnemu tvaru musí začať
použitím nejakého pravidla ξ → ην. Ak má ale byť ξ ⇒ ην ⇒∗ ai . . . ai+j−1, musí nutne pre nejaké
k ∈ {i, . . . , j − 1} byť aj η ⇒∗ ai . . . ai+k−1 a ν ⇒∗ ai+k . . . ai+j−1.

Konštrukcia množín Mi,1 je teda triviálnou záležitosťou. Ak teraz poznáme všetky množiny Mi,j

pre j ≤ r, ľahko na základe (2) nájdeme aj množinyMi,j pre j = r+1. Rovnice (1) a (2) tak umožňujú
skonštruovať všetky množiny Mi,j pomocou dynamického programovania, postupne pre rastúce j.
Množina M je potom daná ako M =M1,n.

Príklad 2. Nech G = (N,T, P, σ) je bezkontextová gramatika v prísnom Chomského normálnom
tvare, kde N = {σ, α, β, γ}, T = {a, b, c} a

P = {σ → αα | βγ
α→ βα | γγ | a
β → σα | b
γ → βσ | c}.

Pomocou algoritmu CYK zistíme, či slovo w = bcacca patrí do jazyka L(G). Je teda n = |w| = 6.
S použitím vzťahu (1) najprv vypočítame množiny Mi,1 pre i = 1, . . . , 6:

M1,1 = {β}, M2,1 = {γ}, M3,1 = {α}, M4,1 = {γ}, M5,1 = {γ}, M6,1 = {α}.

Vypočítajme teraz množiny Mi,2 pre i = 1, . . . , 5. Napríklad M1,2 pozostáva podľa (2) z neterminá-
lov ξ takých, že existuje pravidlo ξ → ην, kde η ∈M1,1 a ν ∈M2,1. Jediným takýmto neterminálom
je neterminál σ, pre ktorý existuje pravidlo σ → βγ. Rovnakým spôsobom vypočítame aj množiny
M2,2, . . . ,M5,2:

M1,2 = {σ}, M2,2 = ∅, M3,2 = ∅, M4,2 = {α}, M5,2 = ∅.

Následne môžeme pokračovať s množinami Mi,3 pre i = 1, . . . , 4. Uvažujme množinu M1,3, ktorá
podľa (2) obsahuje neterminály ξ také, že existuje pravidlo ξ → ην, kde buď η ∈ M1,1 a ν ∈ M2,2

(ak k = 1), alebo η ∈M1,2 a ν ∈M3,1 (ak k = 2). V prvom prípade je množina M2,2 prázdna, a teda
nedostávame žiaden neterminál. V druhom prípade dostávame neterminál β, keďže preň existuje

1Prípad w = ε je triviálny, keďže gramatika v prísnom Chomského normálnom tvare nikdy nemôže vygenerovať
prázdne slovo. Pri rozšírenej definícii prísneho Chomského normálneho tvaru, umožňujúcej pravidlo σ → ε za predpo-
kladu, že sa σ nevyskytuje na pravej strane žiadneho pravidla, treba prázdne slovo riešiť osobitne (stačí sa ale „pozrieť“ ,
či gramatika obsahuje pravidlo σ → ε).
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pravidlo β → σα, kde σ ∈M1,2 a α ∈M3,1. Ako možno ľahko overiť, žiaden iný neterminál do M1,3

nepatrí. Podobne vypočítame aj množiny M2,3, . . . ,M4,3:

M1,3 = {β}, M2,3 = ∅, M3,3 = {σ}, M4,3 = {σ}.

Podobne môžeme pokračovať aj ďalej, pričom pre j = 4 dostávame

M1,4 = {σ}, M2,4 = ∅, M3,4 = {β},

pre j = 5 dostávame
M1,5 = {α}, M2,5 = ∅,

a pre j = 6 napokon dostávame
M =M1,6 = {σ, γ}.

Keďže σ ∈M , môžeme uzavrieť, že w ∈ L(G). Celý tento proces je zhrnutý v tabuľke 1.

i = 1 i = 2 i = 3 i = 4 i = 5 i = 6

j = 1 β γ α γ γ α

j = 2 σ ∅ ∅ α ∅ —
j = 3 β ∅ σ σ — —
j = 4 σ ∅ β — — —
j = 5 α ∅ — — — —
j = 6 σ, γ — — — — —

Tabuľka 1: Beh algoritmu CYK pre gramatiku G a slovo bcacca.
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