Formaélne jazyky a automaty (2)
Letny semester 2024 /25

Algoritmus CYK

Peter Kostolanyi
15. aprila 2025

Cockeov- Youngerov-Kasamiho algoritmus, znamy predovSetkym ako algoritmus C'YK, umoziuje
pre danu bezkontextovi gramatiku G a slovo w pomocou dynamického programovania zistit, ¢i
slovo w patri do jazyka L(G). Ak povazujeme velkost gramatiky G za konstantu, pracuje tento
algoritmus v ¢ase O(|wl|?).

Vstupom algoritmu CYK je bezkontextova gramatika v tzv. prisnom Chomského norméalnom
tvare. Najprv sa preto zameriame na prevod gramatik do tohto normalneho tvaru. Az nésledne
opiSeme samotny algoritmus CYK.

1 Prisny Chomského normalny tvar

Prisny Chomského normalny tvar sa od ,oby¢ajného“ Chomského normélneho tvaru 1isi tym, ze s
navySe zakazané pravidla typu £ — €.

Definicia 1. Bezkontextova gramatika G = (N, T, P, o) je v prisnom Chomského normdlnom tvare,
ak PC N x (N?2UT).

Poznamka 1. Gramatika v prisnom Chomského normélnom tvare zjavne neméze generovat prazdne
slovo €. P6jde teda o norméalny tvar ,,az na €“. Niekedy sa, rovnako ako napriklad pri , bezepsilonovom*
normalnom tvare alebo Greibachovej normalnom tvare, povoluje pravidlo o — ¢ v pripade, Ze sa po-
Ciatocny neterminal o nevyskytuje na pravej strane Ziadneho pravidla.

Veta 1. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextovd gramatika. Potom existuje gramatika G' v prisnom
Chomského normdlnom tvare takd, Ze L(G') = L(G) — {e}.

Vstupom nasledujtaceho algoritmu je bezkontextova gramatika G = (N, T, P,o). Vystupom je
gramatika G’ = (N',T, P’ o) v prisnom Chomského normalnom tvare taka, ze L(G') = L(G) — {e}.

1. Pomocou §tandardného algoritmu preved gramatiku G do ,,bezepsilonového* normélneho tvaru.
Nech G je vysledna gramatika.

2. Pomocou Standardného algoritmu zbav gramatiku G retazovych pravidiel. Nech G je vysledna
gramatika.

3. Pre kazdy terminél ¢ € T zaved novy neterminal &, a pravidlo &, — c.

4. Vo vietkych pravidlach gramatiky Go dizky aspoii dva nahrad vietky vyskyty kazdého termi-
nalu ¢ prislusnym netermindlom .. Nech Gs = (N3, T, Ps, 0) je vysledna gramatika.

5. Pre kazdé pravidlo 7: a — (182 ...0; € P3, kde k € N—{0,1,2} a f1,...,0; € Ns:

5.1 Zaved nové netermindly ¥z 1,...,%x k—2.
5.2 Odober pravidlo o — 5152 ... B.
5.3 Pridaj pravidla o — B1¢r 1, %z 1 = Bo¥r 2y s Y k—2 = Br—18k—2-

Vrat na vystupe vysledni gramatiku G = (N', T, P/, o).

V kroku 1 uvedeného algoritmu sa gramatika G ,jodepsilonuje*, v désledku ¢oho je na pravej
strane kazdého pravidla gramatiky G neprazdne slovo. V kroku 2 sa gramatika G zbavi retazovych
pravidiel, pri¢om nepribudni Ziadne pravidla s € na pravej strane. Gramatika G5 teda obsahuje
na pravej strane kazdého pravidla bud terminal, alebo slovo dizky aspoii dva. V krokoch 3 a 4 sa tato
gramatika prerobi na gramatiku G3, kde na pravej strane kazdého pravidla je bud terminél, alebo



slovo dlzky aspoi dva pozostavajtce iba z neterminalov. Obzvlast treba upozornit na skutoénost,
7e v kroku 4 sa na rozdiel od prevodu do ,,obycajného Chomského normalneho tvaru nerobi nic¢
s pravidlami typu & — c. Prili§ dlhé pravé strany sa nakoniec skratia v kroku 5 rovnako ako pri prevode
do ,,obycajného* Chomského normalneho tvaru.

Priklad 1. Nech G = (N, T, P, o) je bezkontextova gramatika, kde N = {o,a, 5}, T = {a,b} a

P={0— aaa | aa
a— B | pbb
B —ao | ab | e}.
Prevedme gramatiku G do prisneho Chomského normalneho tvaru.

Zatnime krokom 1 spocivajicim v ,odepsilonovani“ gramatiky G — Standardné konstrukcia si tu
vyzaduje najst mnozinu E vSetkych vymazavajucich neterminélov tejto gramatiky, ¢o zrealizujeme
zndmym iterativnym algoritmom:

Ey = {5}7
El = {Oé, ﬁ}a
E2 = {Oé, /8} =E.
Nésledne do mnoziny prepisovacich pravidiel priddme pravidla zodpovedajice vSetkym moZznym vy-
pusteniam neterminalov z F na pravych stranach pévodnych pravidiel a odoberieme pravidla s prazd-
nym slovom na pravej strane. Dostavame tak gramatiku s pravidlami
o — aaa | aa | aa | aa | a,
a— [ | pbb | bb,
B — ao | ab.

Z tejto gramatiky teraz v rdmci kroku 2 odstranime refazové pravidla. Po pouziti standardného

algoritmu realizujtceho tito tlohu dostavame gramatiku s prepisovacimi pravidlami
o— aaa | aa | ax | aa | a,
a — Bbb | bb | ao | ab,
B — ao | ab.

V krokoch 3 a 4 uvedeného algoritmu sa gramatika Go transformuje na gramatiku s prepisovacimi
pravidlami

0 — et | §aba | Sax | @y | @,
o = B&Eb | §b8 | a0 | Eabps
B = a0 | €abps
§a = a,
& — b
V kroku 5 sa napokon oSetria prili§ dlhé pravé strany pravidiel. Zavedme oznacenie pravidiel
=0 = aea a T = a — [§E. Pre vysledna gramatiku G’ = (N', T, P’, o) potom dostavame
N' = {o,, 8,8 & Yy 15 Ump 1 } @
P'={0 = atm 1 | &aba | Lar | @& | @
a = Bhr, 1 | &b | Sao | ado
B = &ao | Eabp

(o —a
fb —b
¢n1,1 — gaa

wﬂ'271 — gb{b}'



2  Algoritmus CYK

Vstupom Cockeovho- Youngerovho-Kasamiho algoritmu (alebo algoritmu CYK) je bezkontextova gra-
matika G = (N, T, P, o) v prisnom Chomského normalnom tvare a slovo w. Vystupom je ,ano* alebo
,hie podla toho, & w € L(G) alebo w & L(G).

V algoritme CYK sa postupne konstruuje mnozina M C N neterminélov £ takych, ze £ =* w.
Je zrejmé, ze w € L(G) prave vtedy, ked o € M.

Samotnéa konstrukcia mnoziny neterminélov M je zaloZené na nasledujicom klia¢ovom pozoro-
vani. Nech w = ay ...a,, kden € N\ {0} aay,...,a, €T Prei=1,....naj=1,....n—i+1
oznac¢me ako M; ; mnozinu neterminélov § takych, ze { = a;...a;4+j—1 — neterminal { teda dokaze
vygenerovat podslovo dlzky j slova w zaginajice na jeho i-tej pozicii. Pre i = 1,...,n potom zrejme

Mi,lz{geN\g—nzieP}. (1)

Ak mé4 totiZ pre neterminal £ existovat odvodenie £ =* a;, musi byt toto odvodenie vdaka prisnemu
Chomského norméalnemu tvaru dlzky jedna. Podobne pre i =1,...,naj=2,...,n—i+1 je

Mij={(eN|Jkec[j-1Ime M, Jve Miy,—r: {—nve P} (2)

Odvodenie £ =* a;...a;4+;j—1 sa totiz vdaka prisnemu Chomského normalnemu tvaru musi zacat
pouzitim nejakého pravidla & — nv. Ak ma ale byt { = nv =" a;...a;4j—1, musi nutne pre nejaké
kefi,....j—1}bytajn="a;...ai1k—1 a V=" Gtk ... Qirj—1.

Konstrukcia mnozin M; 1 je teda trividlnou zéleZitostou. Ak teraz pozname vSetky mnoziny M; ;
pre j < r,Tahko na zéklade (2) najdeme aj mnoziny M; ; pre j = r+1. Rovnice (1) a (2) tak umoziuja
skonstruovat vSetky mnoZiny M;; pomocou dynamického programovania, postupne pre rastiice j.
MnoZzina M je potom dana ako M = M ;.

Priklad 2. Nech G = (N, T, P,o0) je bezkontextova gramatika v prisnom Chomského normélnom
tvare, kde N = {o,a, 8,7}, T = {a,b,c} a

P={oc—aa|py
a—Balyyla
B —oalb
v = Bo | c}.

Pomocou algoritmu CYK zistime, ¢i slovo w = bcacca patri do jazyka L(G). Je teda n = |w| = 6.
S pouzitim vztahu (1) najprv vypo¢itame mnoziny M;; pre i =1,...,6:

Mg ={B8}, Ma1={v}, Msz1={a}, Mi1={v}, Ms1={v}, Me1={a}.

Vypoditajme teraz mnoziny M; o pre i = 1,...,5. Napriklad M; » pozostava podla (2) z netermina-
lov £ takych, Ze existuje pravidlo { — nv, kde n € M7 1 a v € Ma ;. Jedinym takymto neterminalom
je neterminél o, pre ktory existuje pravidlo ¢ — [7v. Rovnakym sposobom vypocitame aj mnoZziny
Mg,g, . ,M5721

Mis={c}, Mys=0, Mza=0, Mss={a}, Ms2=0.

Nésledne mozeme pokracovat s mnozinami M; 3 pre @ = 1,...,4. Uvazujme mnozinu M 3, ktord
podla (2) obsahuje neterminaly & také, Ze existuje pravidlo §& — nv, kde bud n € M1 av € Mo
(ak k =1), alebon € My av € Mz (ak k =2). V prvom pripade je mnozina Ms o prazdna, a teda
nedostdvame Zziaden neterminal. V druhom pripade dostavame neterminal 3, kedZe pren existuje

'Pripad w = ¢ je trivialny, kedZe gramatika v prisnom Chomského normélnom tvare nikdy neméze vygenerovat
prazdne slovo. Pri rozsirenej definicii prisneho Chomského normalneho tvaru, umoziujicej pravidlo o — ¢ za predpo-
kladu, Ze sa o nevyskytuje na pravej strane ziadneho pravidla, treba prazdne slovo riesit osobitne (stadi sa ale ,,pozriet®,
& gramatika obsahuje pravidlo o — ¢).



pravidlo f — oa, kde 0 € My a o € M3 1. Ako mozno lahko overit, ziaden iny neterminal do M 3
nepatri. Podobne vypocitame aj mnoziny Ma 3, ..., My3:

M3 = {8}, M3 = 0, Ms 3= {o}, Mys = {o}.

Podobne mézeme pokracovat aj dalej, pricom pre j = 4 dostavame

Myy={o}, Msy=0, Mss={p},
pre j = b dostavame
M5 ={a}, Mzs=0,

a pre j = 6 napokon dostavame
M = M= {o,7}.

Kedze 0 € M, mozeme uzavriet, ze w € L(G). Cely tento proces je zhrnuty v tabulke 1.
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j=1| B gl o gl Y o
j=2 o 0 0 a 0 —
j=3 6] 0 o o —
j=4 o 0 B —
j=5| «a 0 — —
j=61 o — —

Tabul'ka 1: Beh algoritmu CYK pre gramatiku G a slovo beacca.
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