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Uloha 1. Nech m,n € N — {0}. Najdite tesny horny odhad na pocet stavov minimdlneho deter-
ministického koneé¢ného automatu akceptujtuceho jazyk typu L,, U Ly, kde L,, je jazyk akceptovany
deterministickym koneénym automatom s m stavmi a L, je jazyk akceptovany deterministickym
koneénym automatom s n stavmi.! Svoje tvrdenie dokazte.

Riesenie. Dokéazeme, Ze pre jazyky L, L, C X* nad spolocnou abecedou X je hladané tesné horné
ohranicenie f(m,n) dané ako f(m,n) = mn.

Uvazujme najprv lubovolni dvojicu jazykov Li,, L, C ¥* takych, Ze L,, = L(A,,) a L, = L(A,)
pre nejaké deterministické koneéné automaty A,, = (K, 2, 6m, qo.m, Fin) a Ap = (Kn, 2, 0n, qon, )
splhajice |K,,| = m a |K,| = n. Deterministicky koneény automat A = (K,X,6,qo, F) taky,
ze |K| = mn a L(A) = Ly, U L, potom moze byt dany ako K = K,, x Kpn, o = [q0o,m>%0,n],
F=F, xK,UK, xF, ad(p,ql|,c) = [0m(p,c),0n(q,c)] pre vietky p € K,, ¢ € K, a c € X.
V dosledku toho je f(m,n) < mn.

Na dokaz obratenej nerovnosti uvazujme abecedu ¥ = {a, b} a jazyky

Lin ={w € X% [ #a(w) # 0 (mod m)}

L, ={w € X" | #p(w) Z 0 (mod n)}.

Tieto jazyky st evidentne rozoznavané deterministickymi koneénymi automatmi nad abecedou ¥ o m
resp. n stavoch. DokéZeme, Ze prava syntakticka ekvivalencia =(r, ur,,) iIndukovana jazykom Ly, U L,
nad abecedou ¥ je indexu mn, v désledku éoho musi mat aj minimélny automat pre jazyk L,, U L,
nad ¥ presne mn stavov. Skuto¢ne: pre Tubovolné pi,p2 € {0,...,m —1} a ri,r2 € {0,...,n — 1}
také, ze [p1,71] # [p2, r2] uvazujme slova u = a”'b™ a v = aP?b™. Vezmime z = o™ P1p" "1, Potom
#a(uz) =0 (mod m) a #,(uz) =0 (mod n), kym na druhej strane z predpokladu [p1,ri] # [p2, ro]
dostavame #,(vz) # 0 (mod m) alebo #;(vz) # 0 (mod n) — teda uz & L, U Ly, a vz € Ly, U Ly,
z ¢oho u #(r,,uL,) v- Prava syntaktickd ekvivalencia =, ur,) je teda indexu aspoin mn, pri¢om
z dokadzaného odhadu f(m,n) < mn vyplyva, Ze jej index musi byt presne mn. O

Uloha 2. Nech X, T st abecedy, L C ¥* je (rozsireny) kontextovy jazyk a 7: ©* — 21" je substittcia
taka, ze pre vietky ¢ € ¥ je 7(c) kontextovy jazyk neobsahujuci prazdne slovo e. Musi byt v takom
pripade 7(L) € Lgcs?

Riesenie. Trieda Lrcs je uzavretd na takéto substitiicie. Nech A je linedrne ohranieny automat
akceptujtici L a pre vietky ¢ € ¥ je A, linearne ohranifeny automat taky, ze L(A.) = 7(c). Linearne
ohraniceny automat B akceptujici 7(L) moze pracovat nasledovne:

1. Vstupnu pasku so slovom w € I'* upravi na dvojstopi; na jednej stope ponecha vstupné slovo w
a na druhej vstupe nedeterministicky vypiSe nejaké slovo z € ¥* také, ze |z| < |w|. Je zrejmé,
ze uvedené nerovnost musi byt splnena kedykolvek w € 7(z). Nech z = a; ...ay pre k = |z|
a nejaké ay,...,a € 2.

2. Simulaciou automatu A sa na prislusnej stope pasky presvedéi o tom, Ze x € L.

1Je teda potrebné najst funkciu f: N> — N s nasledujicimi dvoma vlastnostami:

(i) Ak A je deterministicky kone¢ny automat s m stavmi a B je deterministicky kone¢ny automat s n stavmi, ma
minimélny deterministicky koneény automat pre jazyk L(A)U L(B) vzdy nanajvgs f(m,n) stavov.

(i) Pre vsetky m,n € N—{0} existuju deterministické koneéné automaty A, B s m resp. n stavmi také, Ze minimalny
deterministicky kone¢ny automat pre jazyk L(A) U L(B) méa presne f(m,n) stavov.



3. Symboly vstupného slova w nedeterministicky oznad¢i tak, aby tymto oznafenim bola dana
faktorizécia w = w; ... wy slova w na podslova wy,...,w, € T (pre z = € je toto mozné iba
v pripade, Ze w = €; pre £ = £ a w # £ sa automat zasekne).

4. Pre j =1,..., k saautomat simulaciou automatu A,; presvedéi o tom, ze w; € 7(ay). V pripade,
7e vsetky tieto simulované automaty akceptuji, akceptuje aj automat B.

Je zrejmé, Ze automat B akceptuje slovo w € T'™* prave vtedy, ked existuje x € L také, Zze x = ay ... ag

pre nejaké k € [|w|] a a1,...,ap € X, pricom w € 7(ay)...7(ar). Kedze pre vietky ¢ € ¥ je
7(c) C T'", nastane tato situdcia prave vtedy, ked existuje x € L také, Ze w € 7(x) — &iZe prave
vtedy, ked w € 7(L). Naozaj teda L(B) = 7(L). O



