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Uloha 1. Zistite, & s nasledujice problémy rozhodnutelné:

Pre deterministicky konefny automat A rozhodnut, ¢i je jazyk L(A) bezprefixovy.
Pre linearnu gramatiku G s abecedou terminalov ¥ rozhodnut, ¢i L(G) = X*.
Pre linearnu gramatiku G rozhodntt, ¢i L(G) obsahuje aspon jeden palindrom.

Pre dvojicu bezkontextovych gramatik G, Gy rozhodnit, ¢i L(G3) obsahuje aspon jeden pa-
lindrém, ktory nie je v jazyku L(Gq).

Pre bezkontextovi gramatiku G rozhodnut, ¢i je jazyk y/L(G) bezkontextovy.
Pre zasobnikovy automat A rozhodnut, ¢i L(A) € Lyeior-

Pre deterministicky zasobnikovy automat A nad abecedou Y a homomorfizmus h: >* — I'™*
dany obrazmi pismen rozhodnut, & h(L(A)) € Lyetcr-

Pre deterministicky kone¢ny automat A a linedrne ohrani¢eny automat B rozhodnut, ¢i
L(A)/L(B) € %.
Pre linearne ohraniceny automat A a deterministicky konecny automat B rozhodnut, ¢i

L(A)/L(B) € ZLgcs-

Svoje tvrdenia dokazte.

Riesenie.

a)

Problém je rozhodnutelny. Jazyk L(A) akceptovany deterministickym koneénym automatom
A= (K,X,8,q, F) nie je bezprefixovy prave vtedy, ked existuji slova u € ¥*, v € ¥ a stavy
p,q € F také, ze (qo,uv) F% (p,v) F* (¢,¢). To zjavne nastane prave vtedy, ked existuju stavy
p,q € F splhajtce nasledujice podmienky:

(i) Stav p je dosiahnutelny — existuje teda u € ¥* také, ze (qo,u) F* (p,€).
(ii) Existuje slovo v € &1 také, ze (p,v) F* (q,¢).

Podmienka () je splnena prave vtedy, ked je neprazdny jazyk L(Ag, ) akceptovany determinis-
tickym koneénym automatom Ay , = (K, %, 6, qo, {p}); podmienka (ii) je splnené prave vtedy,
ked je pre automat A, , = (K, X, d,p, {q}) neprazdny jazyk L(Ap,) N ET. Neprazdnost tychto
jazykov mozno rozhodnut algoritmicky; na rozhodnutie bezprefixovosti jazyka L(A) tak staci
urobit pre vSetky dvojice stavov p,q € F'.

Problém je nerozhodnutelny. Pre Tubovolny pripad (A, f, g) Postovho koresponden¢éného prob-
lému a k nemu prislichajice jazyky Lx, Ly mozno evidentne algoritmicky skonstruovat line-
arnu gramatiku generujicu jazyk L% UL)C/. Univerzalnost jazyka L)C< ULic/ je pritom ekvivalentna
prazdnosti prieniku Lx N Ly, a teda aj existencii rieSenia pripadu (A, f, g).

Problém je nerozhodnutelny. Nech (A, f,g) je pripad PKP nad abecedou X takou, Ze # ¢ X.
Linearna gramatika G = ({o}, X U{#},P,0) s

P={o— f(d)og(d)® |d e Ay U{o - f(d)#g(d)" | de A}

potom evidentne generuje jazyk L(G) = {f(x)#g(x)® | x € A*T}. Tento jazyk obsahuje palin-
drom préave vtedy, ked existuje x € AT takeé, Ze f(x) = g(z) — ¢ize prave vtedy, ked existuje
rieSenie pripadu (A, f, g).



)

Problém je nerozhodnutelny. MoZno nan napriklad redukovat problém z predchédzajicej po-
dulohy: sta¢i za Go vziat linearnu gramatiku G a za G1 T'ubovolni pevne dant bezkontextov
gramatiku taka, ze L(Gy) = (.

Problém je nerozhodnutelny. Nech (A, f,g) je pripad PKP nad nejakou abecedou ¥ takou, zZe
#,a,b,c ¢ ¥; uvazujme dalej bezkontextové jazyky Ly a Ly prisluchajice k pripadu (A, f, g).
Lahko potom algoritmicky skonstruujeme bezkontextovi gramatiku G generujicu jazyk

L(G) = {ua’bidvalthc® | u e Lx; v e Ly; i,j,k € N—{0}}.

Je zrejmé, Ze
VL(G) = {wa"b"c" |w e Lx N Ly; ne N—{0}}.
V pripade, Ze neexistuje ziadne rieSenie pripadu (A, f, g), je jazyk /L(G) o€ividne prazdny,
a teda bezkontextovy. Ak naopak existuje aspoil jedno riesenie € AT tohto pripadu, jazyk
L(G) nemoze byt bezkontextovy, pretoZe jednym z jeho homomorfnych obrazov je jazyk
{a™"c™ | n € N — {0}}. Bezkontextovost jazyka \/L(G) je teda ekvivalentna neexistencii
rieSenia pripadu (A, f,g).

Problém je nerozhodnutelny. Nech (A, f,g) je pripad PKP nad abecedou ¥ takou, ze # ¢ ¥;
uvazujme jazyk Lxy prislachajuci k pripadu (4, f, g), ako aj jazyk

Lsym = {U#l’#xR#UR | u € E+; x € A+}
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Lahko algoritmicky skonstruujeme bezkontextovi gramatiku generujicu jazyk L%y U L -

sym
a tym padom aj zasobnikovy automat, ktory tento jazyk akceptuje. V pripade, Ze neexistuje
rieSenie pripadu (A, f, g), je LGy U Lg’;m = (X UAU{#})* € ZLietcr. Ak naopak riesenie pri-

C

padu (4, f,g) existuje, nutne LGy U L ¢ ZLietor, pretoze v opaénom pripade by musel

sym
byt deterministicky bezkontextovy aj jazyk (L%, U Lsoym)c = Lxy N Lgym; o tomto jazyku
je ale zname, ze v pripade existencie rieSenia pripadu (A, f, g) nie je ani len bezkontextovy.
Neexistencia rieSenia pripadu (A, f, g) je teda ekvivalentna deterministickej bezkontextovosti
jazyka L)Ccy uLS

sym*

Problém je nerozhodnutelny. V opacnom pripade by bolo moZné pre dvojicu deterministickych
zésobnikovych automatov A, Ag rozhodnat prislusnost zjednotenia L(A;) U L(Az) do Lyetor-
Ak totiz L(Ay),L(A2) C ¥* a a ¢ X, mozeme skonstruovat deterministicky zasobnikovy au-
tomat A akceptujici oznacené zjednotenie aL(A;) U L(Asg). Potom L(A;) U L(A2) = h(L(A))
pre homomorfizmus h vymazéavajici symbol a a zobrazujici ostatné symboly na seba samé.

Prislusnost zjednotenia dvoch deterministickych bezkontextovych jazykov do Zye;cr je neroz-
hodnutelnéa, pretoze v opa¢nom pripade by bola vdaka De Morganovym zékonom a efektivne;j
uzavretosti triedy ZyeicF na komplement rozhodnutelnéa aj prislusnost prieniku dvoch deter-
ministickych bezkontextovych jazykov do Lyeicr.

Problém je trividlne rozhodnutelnyj, pretoZe jazyky uvedeného tvaru su vzdy regularne. Pre kazdy
deterministicky koneény automat A = (K, X, 40, qo, F') je v skutocnosti dokonca L(A)/L" € #
pre lubovolny jazyk L': jazyk L(A)/L’ je akceptovany deterministickym kone¢nym automatom
A= (K,X,0,q0,F'), kde ' ={pe K|3ge F Iwe L : (p,w)t* (q,¢)}

Problém je nerozhodnutelny. Nech M = (K,%,T,0,qo, F) je deterministicky Turingov stroj
a o, # ¢ I'. Na zéaklade kodu tohto stroja mozno algoritmicky skonstruovat kod linedrne ohra-
ni¢eného automatu A akceptujiceho nejaky jazyk

L(A) = {w e #" |w e L(M); k € N; k> ny},
kde pre kazdé w € L(M) je n, € N konStanta prislachajica k slovu w. Lahko dalej zostrojime
deterministicky kone¢ny automat B taky, ze L(B) = e#*. Evidentne L(A)/L(B) = L(M).
Keby sme teda vedeli rozhodovat problém zo zadania, vedeli by sme rozhodovat aj prislusnost

rekurzivne vy¢islitelnych jazykov do Zrcgs; tento problém je ale nerozhodnutelny (napriklad
vdaka prvej Riceovej vete). O



