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Úloha 1. Označme ako co-LCF triedu všetkých komplementov bezkontextových jazykov:

co-LCF = {LC | L ∈ LCF }.

a) Porovnajte triedu LCF ∪ co-LCF s triedami LCF a LECS .

b) Zistite, či je trieda LCF ∪ co-LCF uzavretá na zjednotenie, prienik, komplement, zreťazenie,
homomorfizmus a inverzný homomorfizmus.

Riešenie. Začnime pozorovaním, že trieda co-LCF = {LC | L ∈ LCF } je skutočne definovaná
jednoznačne a v jej definícii nie je potrebné explicitne uvádzať univerzá, nad ktorými uvažujeme
komplementy jednotlivých jazykov. Ak sú totiž Σ1,Σ2 abecedy a L je jazyk taký, že L ⊆ Σ∗1 a zároveň
L ⊆ Σ∗2, je jazyk Σ∗1 − L evidentne bezkontextový práve vtedy, keď je bezkontextový jazyk Σ∗2 − L.

Prejdime teraz k samotnému riešeniu úlohy.

a) Jazyk L = {anbncn | n ∈ N} nie je bezkontextový, zatiaľ čo jazyk LC = {a, b, c}∗ − L bezkon-
textový je – je teda L ∈ co-LCF −LCF , a teda LCF ( LCF ∪ co-LCF .

Keďže LCF ⊆ LECS a trieda LECS je uzavretá na komplement, nutne LCF∪co-LCF ⊆ LECS .
Na dôkaz, že táto inklúzia je ostrá, možno využiť napríklad fakt, že každý bezkontextový jazyk
nad unárnou abecedou je regulárny. Keďže je trieda všetkých regulárnych jazykov uzavretá
na komplement, musí byť regulárny aj každý unárny jazyk z triedy co-LCF . Keďže teda na-
príklad L = {a2n | n ∈ N} ∈ LECS −R, musí byť aj L ∈ LECS − (LCF ∪ co-LCF ), a teda
naozaj LCF ∪ co-LCF ( LECS .

Iný príklad jazyka z rozdielu tried LECS a LCF ∪ co-LCF skonštruujeme v rámci dôkazu
neuzavretosti triedy LCF ∪ co-LCF na zjednotenie.

b) C : Trieda LCF ∪ co-LCF je uzavretá na komplement. Ak totiž L ∈ LCF , je LC ∈ co-LCF

a ak L ∈ co-LCF , je LC ∈ LCF .

∪: Trieda LCF ∪ co-LCF nie je uzavretá na zjednotenie. Uvažujme napríklad jazyky

L1 = {anbncn | n ∈ N}

a
L2 = {d, e, f}∗ − {dnenfn | n ∈ N}.

Keďže L1 ∈ co-LCF a L2 ∈ LCF , sú obidva tieto jazyky v triede LCF ∪ co-LCF .
Jazyk L1 ∪ L2 ale nie je v LCF ∪ co-LCF . Keby totiž bol v triede LCF , musel by byť
v LCF aj jazyk

(L1 ∪ L2) ∩ a∗b∗c∗ = L1:

spor. Keby bol naopak jazyk L1 ∪L2 v triede co-LCF , musel by byť bezkontextový jazyk
{a, b, c, d, e, f}∗ − (L1 ∪ L2). Avšak zrejme

({a, b, c, d, e, f}∗ − (L1 ∪ L2)) ∩ d∗e∗f∗ = {dnenfn | n ∈ N}:

spor.

∩: Trieda LCF ∪ co-LCF nie je uzavretá na prienik, pretože v opačnom prípade by z uzav-
retosti tejto triedy na komplement a z De Morganových zákonov vyplývala jej uzavretosť
na zjednotenie.
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·: Trieda LCF ∪ co-LCF nie je uzavretá na zreťazenie. Opäť uvažujme jazyky

L1 = {anbncn | n ∈ N}

a
L2 = {d, e, f}∗ − {dnenfn | n ∈ N}

z triedy LCF ∪ co-LCF . Dokážeme, že L1 · L2 6∈ LCF ∪ co-LCF .
Sporom: nech L1 · L2 ∈ LCF ∪ co-LCF . Ak L1 · L2 ∈ LCF , musí byť v LCF aj jazyk L1,
pretože ten je evidentne homomorfným obrazom jazyka L1 ·L2: spor. Ak L1 ·L2 ∈ co-LCF ,
musí byť bezkontextový jazyk {a, b, c, d, e, f}∗ − L1 · L2. Avšak v takom prípade je bez-
kontextový aj jazyk

({a, b, c, d, e, f}∗ − (L1 · L2)) ∩ d∗e∗f∗ = {dnenfn | n ∈ N}:

spor. Skutočne teda L1 · L2 6∈ LCF ∪ co-LCF a trieda LCF ∪ co-LCF nie je uzavretá
na zreťazenie.

h: Trieda LCF∪co-LCF nie je uzavretá na homomorfizmus. Uvažujme ľubovoľný determinis-
tický Turingov stroj M a dvojicu jazykov L1, L2 ∈ LdetCF takých, že L1∩L2 = L′PV (M),
kde L′PV (M) je variant jazyka platných výpočtov stroja M , v ktorom je prvý výskyt sym-
bolu # nahradený nejakým novým symbolom $ a v ktorom sú všetky symboly nasledujúce
za $ označené tak, aby nemohli byť rovné žiadnemu symbolu, ktorý sa môže vyskytovať
pred $. Z uzavretosti triedy LdetCF na komplement potom dostávame LC

1 , L
C
2 ∈ LdetCF

a z uzavretosti triedy LCF na zjednotenie vyplýva

LC
1 ∪ LC

2 = (L1 ∩ L2)
C = L′PV (M)C ∈ LCF .

Preto
L1 ∩ L2 = L′PV (M) ∈ co-LCF ;

jedným z homomorfných obrazov tohto jazyka je ale jazyk L(M). Homomorfným obrazom
jazyka z triedy LCF ∪ co-LCF tak môže byť ľubovoľný rekurzívne vyčísliteľný jazyk.

h−1: Trieda LCF ∪ co-LCF je uzavretá na inverzný homomorfizmus. Nech Σ,Γ sú abecedy,
h : Σ∗ → Γ∗ homomorfizmus a L ⊆ Γ∗ jazyk z triedy LCF ∪ co-LCF . Ak L ∈ LCF , musí
byť vďaka uzavretosti triedy LCF na inverzný homomorfizmus v triede LCF aj jazyk
h−1(L). Ak naopak L ∈ co-LCF , musí byť v triede co-LCF aj jazyk h−1(L), pretože

h−1(L) = {w ∈ Σ∗ | h(w) ∈ L} = {w ∈ Σ∗ | h(w) 6∈ Γ∗ − L} =

= Σ∗ − {w ∈ Σ∗ | h(w) ∈ Γ∗ − L} = Σ∗ − h−1(Γ∗ − L),

pričom z uzavretosti triedy LCF na inverzný homomorfizmus a bezkontextovosti jazyka
Γ∗ − L vyplýva bezkontextovosť jazyka h−1(Γ∗ − L).
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