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Uloha 1. Oznatme ako co--Z¢r triedu vietkych komplementov bezkontextovych jazykov:

co-ZLor = {LC | Le gCF}-

a) Porovnajte triedu ZLop U co-Zop s triedami Zop a Lpes.

b) Zistite, & je trieda Zop U co-Zop uzavreta na zjednotenie, prienik, komplement, zretazenie,
homomorfizmus a inverzny homomorfizmus.

Riesenie. Zaénime pozorovanim, Ze trieda co-Zop = {L¢ | L € Zcr} je skutocne definovana
jednoznacne a v jej definicii nie je potrebné explicitne uvadzat univerzé, nad ktorymi uvazujeme
komplementy jednotlivych jazykov. Ak st totiz 31, X9 abecedy a L je jazyk taky, ze L C X7 a zaroven
L C 35, je jazyk 37 — L evidentne bezkontextovy prave vtedy, ked je bezkontextovy jazyk 335 — L.

Prejdime teraz k samotnému rieSeniu tlohy.

a) Jazyk L = {a"b"c" | n € N} nie je bezkontextovy, zatial ¢o jazyk LE = {a,b,c}* — L bezkon-
textovy je — je teda L € co-ZLor — Zor, a teda Lor C Lo Uco-Zor.

b)

Kedze Lor C ZLros a trieda Lrcs je uzavreta na komplement, nutne ZorpUco-Lor C Lres.
Na dokaz, ze tato inklizia je ostré, mozno vyuzit napriklad fakt, ze kazdy bezkontextovy jazyk
nad unarnou abecedou je regularny. Kedze je trieda vsetkych regularnych jazykov uzavreta
na komplement, musi byt regularny aj kazdy unarny jazyk z triedy co-Zcp. KedZe teda na-
priklad L = {a®" | n € N} € Lgos — %, musi byt aj L € Lros — (Lor U co-Zor), a teda
naozaj Zor Uco-ZLor C Lrcs.

Iny priklad jazyka z rozdielu tried Zgpcs a Lor U co-ZLor skonstruujeme v ramci dokazu
neuzavretosti triedy Zor U co-Zor na zjednotenie.

C.

U:

Trieda Zor U co-Zor je uzavretd na komplement. Ak totiz L € Lop, je LC € co-ZLor
aak L € co-Lor, je L¢ € Zop.

Trieda ZLop U co-ZLor nie je uzavretd na zjednotenie. UvaZzujme napriklad jazyky

Ly ={a"b"c" | n € N}

Ly ={d,e, f}* —{d"e"f" | n € N}.

Kedze Ly € co-Lor a Ly € Lo, st obidva tieto jazyky v triede Zop U co-ZoF.
Jazyk L1 U Lo ale nie je v Zor U co-Zor. Keby totiz bol v triede Zop, musel by byt
v Zor aj jazyk

(Ll U LQ) Na*b*c* = Lq:

spor. Keby bol naopak jazyk L1 U Lo v triede co-%¢c g, musel by byt bezkontextovy jazyk
{a,b,c,d,e, f}* — (L1 U Lgy). Avsak zrejme

({a,b,c,d e, f}* — (L1 U Lg))Nd*e* f* = {d"e" f" | n € N}:

Spor.

: Trieda Lop U co-Zor nie je uzavretd na prienik, pretoZe v opacnom pripade by z uzav-

retosti tejto triedy na komplement a z De Morganovych zakonov vyplyvala jej uzavretost
na zjednotenie.



- Trieda ZLop U co-ZLor nie je uzavretd na zretazenie. Opat uvazujme jazyky

h1:

Ly ={a"b"c" | n € N}

Lo ={d,e, f}* —{d"e"f" | n € N}
z triedy Lop U co-ZLop. Dokdzeme, 7e Ly - Ly & Lor Uco-Zop.
Sporom: nech Li - Ly € Yop Uco-Lop. Ak Ly - Ly € Yo, musi byt v %o aj jazyk Lq,
pretoze ten je evidentne homomorfnym obrazom jazyka L - Lo: spor. Ak Ly - Lo € co-%cF,
musi byt bezkontextovy jazyk {a,b,c,d,e, f}* — Lj - Lo. AvSak v takom pripade je bez-
kontextovy aj jazyk

({a,b,e,d,e, f}* — (L1 - Lo))Nd*e* f* = {d"e" f" | n € N}:

spor. Skuto¢ne teda L - Ly € Lo U co-Zor a trieda Lop U co-Zor nie je uzavreta
na zretazenie.

: Trieda Lo pUco-ZLor nie je uzavretd na homomorfizmus. Uvazujme lubovolny determinis-

ticky Turingov stroj M a dvojicu jazykov L1, Ly € ZLyeror takych, ze Ly N Ly = L'py, (M),
kde L5, (M) je variant jazyka platnych vypoctov stroja M, v ktorom je prvy vyskyt sym-
bolu # nahradeny nejakym novym symbolom $ a v ktorom st vSetky symboly nasledujice
za $ oznacené tak, aby nemohli byt rovné Ziadnemu symbolu, ktory sa moze vyskytovat
pred $. Z uzavretosti triedy Zye:cr na komplement potom dostavame Llc, Lg € LletCF
a z uzavretosti triedy Zor na zjednotenie vyplyva

LY ULS = (L1 N L) = Ly, (M)C € Zop.
Preto
LN Ly = Ly (M) € co-Zcr;
jednym z homomorfnych obrazov tohto jazyka je ale jazyk L(M ). Homomorfnym obrazom
jazyka z triedy Zor U co-ZLor tak moze byt Tubovolny rekurzivne vyéislitelny jazyk.

Trieda Lor U co-Zor je uzavretd na inverzny homomorfizmus. Nech X, T' st abecedy,
h: ¥* = I' homomorfizmus a L C I'* jazyk z triedy Zop U co-Zor. Ak L € Zop, musi
byt vdaka uzavretosti triedy Zor na inverzny homomorfizmus v triede Zor aj jazyk
h~Y(L). Ak naopak L € co-Zcr, musi byt v triede co--Zor aj jazyk h~!(L), pretoze

Wi (L) ={we¥* |h(w) e L} ={we S| h(w) gT* - L} =
=Y —{weX | hw) eT*~ L} =% - 1 (T* - L),

pricom z uzavretosti triedy -Zor na inverzny homomorfizmus a bezkontextovosti jazyka
I'* — L vyplyva bezkontextovost jazyka h=1(I'* — L). O



