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Ku kazdej bezkontextovej gramatike existuje az na € ekvivalentna bezkontextové gramatika, v kto-
rej sa vSetky pravé strany pravidiel zacinaju termindlom — o takychto gramatikidch budeme hovorit,
ze su v Gretbachovej normdlnom tvare. V kazdom kroku odvodenia gramatiky v Greibachovej nor-
méalnom tvare sa tak vygeneruje aspoil jeden terminélny symbol vysledného slova. KedZe sa navyse
terminaly generuju zlava, mozno Greibachovej normélny tvar pouzit na dokaz, ze ku kazdému zasob-
nikovému automatu akceptujiicemu prazdnym zésobnikom resp. stavom existuje az na & resp. plne
ekvivalentny automat rovnakého druhu neobsahujici prechody na prazdne slovo .

So standardnym algoritmom na prevod bezkontextovej gramatiky do Greibachovej normalneho
tvaru je spojenéd poziadavka eliminécie retazovych pravidiel typu & — n, kde &,n st neterminaly.
Najprv sa preto zameriame na Standardnu konstrukciu, pomocou ktorej mozno vsetky takéto pravidla
z bezkontextovej gramatiky bez vac¢sej ujmy odstranit.

1 Odstranenie retazovych pravidiel

Nech G = (N, T, P,o) je bezkontextova gramatika. Retazovym pravidlom (angl. , chain rule*) gra-
matiky G rozumieme Iubovolné pravidlo & — n € P s préave jednym neterminélom na jeho pravej
strane; ide teda o [ubovolné pravidlo z P N (N x N).

UkéZeme, Ze retazovych pravidiel sa d& ,zbavit* — kazdd bezkontextovi gramatiku G moZno
previest do norméalneho tvaru bez retazovych pravidiel. Budeme sa pritom snaZit prist s konstrukciou,
ktora zachovava ,,bezepsilonovost” povodnej gramatiky; bez tejto poziadavky by iSlo o trividlnu
zéleZitost.

Veta 1. Nech G = (N, T, P,o0) je bezkontextovd gramatika. Potom existuje bezkontextovd gramatika
G' = (N,T,P, o) takd, 2¢ L(G') = L(G) a PPN (N x N) = 0.

Vstupom nasledujiceho algoritmu na odstranenie retazovych pravidiel je Tubovolna bezkontex-
tova gramatika G = (N, T, P,o). Vystupom je ekvivalentna gramatika G’ = (N, T, P’ o) bez re-
tazovych pravidiel, ktora sa od gramatiky G lisi iba v mnoZine prepisovacich pravidiel P’. Kazda
pravé strana pravidla z P’ ale bude aj pravou stranou pravidla z P, ¢o okrem iného zaru¢i splnenie
spominanej poziadavky na zachovanie , bezepsilonovosti“ gramatiky.

1. Inicializuj P’ := ().

2. Zostroj orientovany graf D s mnozinou vrcholov N, v ktorom z vrcholu £ do vrcholu 7 vedie
hrana préave vtedy, ked £ — n € P.

3. Opakuj pre kazdy neterminél £ € N:

3.1. Najdi mnozinu vrcholov A(¢) dosiahnutelnych v grafe D z vrcholu &.

3.2. Pre kazdy neterminal nn € A(§) a pre kazdé pravidlo n — x € P také, 7ze x ¢ N pridaj
do P’ pravidlo £ — z.

Pre kazdé € € N je £ € A(E), preto mnozina pravidiel P’ obsahuje okrem iného aj vSetky pravidla
z P, ktoré nie st retazové. Ak gramatika G obsahuje pre nejaky neterminal £ pravidlo & — £, obsahuje
graf D slucku vo vrchole £. Vysledna mnozina pravidiel P’ je ale rovnaka ako v pripade, ked graf D
takuto sluc¢ku neobsahuje — pravidla &€ — ¢ teda mozno pri implementacii algoritmu ignorovat.



Priklad 1. Nech G = (N, T, P, o) je bezkontextova gramatika, kde N = {0, o, 8,7}, T = {a,b} a

P={o—aa|a|aa
a—olp|b
B—ac b |ya
v —ba | e}

N4jdime ekvivalentnt gramatiku G’ = (N, T, P, o) bez retazovych pravidiel.
Graf D zodpovedajuci gramatike G je znézorneny na obrazku 1. Zrejme je A(o) = {o,«a, B},

Aa) ={o,a, 8}, A(B) = {8} a A(y) = {7}
A $

Obr. 1: Orientovany graf D zodpovedajici gramatike G.

Vysledna gramatika G’ = (N, T, P, o) ma preto mnozinu pravidiel P’ dant ako

P ={oc—aalaa|b|ac|bB]|~a
a—ax|aa|bl|ao |bB | ya

B —ao | b3 | va
v —ba | €}.

2 Greibachovej normalny tvar bezkontextovej gramatiky

Definicia 1. Hovorime, Ze bezkontextova gramatika G = (N, T, P, o) je v Greibachovej normdlnom
tvare, ak P C N x T(N UT)".

Pomenovanie ,normélny tvar® je odévodnené nasledujtiicou vetou, ktorej detailny dékaz mozno
najst v knihe Hopcrofta a Ullmana [1].

Veta 2. Nech G je bezkontextovd gramatika. Potom existuje bezkontextovd gramatika G' v Greiba-
chovej normdlnom tvare takd, Ze L(G') = L(G) — {e}.

Poznamka 1. Greibachovej normélny tvar sa ¢asto definuje prostrednictvom o nieco silnejSej po-
ziadavky P € N x TN*. Kazdu gramatiku v tvare z definicie 1 moZzno do tejto podoby previest
zavedenim nového neterminélu &, s pravidlom & — ¢ pre v8etky termindly ¢ a nahradenim inych
ako zaciatocnych terminalov na pravych stranich pévodnych pravidiel netermindlom &..

Niekde tieZ mozno narazit na definiciu, pri ktorej sa v Greibachovej normalnom tvare povoluje
pravidlo ¢ — € za predpokladu, ze sa o nevyskytuje na pravej strane ziadneho pravidla; takéto
gramatiky dokaZzu vygenerovat aj prazdne slovo.

3 Greibachovej normalny tvar: standardna konstrukcia

Vstupom nasledujticeho algoritmu na prevod bezkontextovej gramatiky do Greibachovej normalneho
tvaru je ,bezepsilonova® bezkontextova gramatika G = (N, T, P, o) bez retazovych pravidiel. Pred-
pokladajme, Ze je dané ocislovanie neterminélov gramatiky G; ¢ize N = {&1,...,&,} pre nejaké

n € N —{0}.



1. Opakuj pre k =1,...,n:

1.1. Opakujpre j=1,...,k—1:
1.1.1. Opakuj pre vSetky pravidla & — {w, kde w je slovo:

1.1.1a. Pre kazdé pravidlo &; — u, kde u je slovo, pridaj pravidlo &, — uw.
1.1.1b. Odober pravidlo & — &w.
1.2. Pridaj novy neterminél &_,,.
1.3. Opakuj pre vSetky pravidla & — & w, kde w je slovo:
1.3a. Pridaj pravidla &, — w&i_p, a €y — w.
1.3b. Odober pravidlo &, — &w.
1.4. Pre v8etky pravidla & — u, kde w je slovo, pridaj pravidlo & — u&g_,.

2. Opakujprek=n—1,...,—(n—1):

2.1. Opakuj pre j =n,...,k+ 1:
2.1.1. Opakuj pre vietky pravidla & — &;w, kde w je slovo:

2.1.1a. Pre kazdé pravidlo {; — u, kde u je slovo, pridaj pravidlo & — uw.
2.1.1b. Odober pravidlo &, — &w.

Korektnost uvedeného algoritmu je zalozena na nasledujucich pozorovaniach.

e Po vykonan{ kroku 1 pre k& = s je gramatika ekvivalentnad pévodnej a vSetky pravé strany

pravidiel z neterminélov &1, ..., & sa zacinaji bud terminalom, alebo neterminalom s vA¢Sim
indexom.
e Vsetky pravidla veduce z neterminalov §_,_1), ..., & pridanych v ramci kroku 1 majt na pravej

strane slovo zacéinajice bud terminélom, alebo neterminalom s kladnym indexom.

e Po vykonani celého kroku 1 je tak gramatika ekvivalentnd pdévodnej a pre vsetky pravidla
& — &w, kde 1,5 € {—(n—1),...,n}, je i < j. Specialne sa uz teda vSetky pravé strany
pravidiel z &, musia zac¢inat terminalom.

e Po vykonani kroku 2 pre k = s je gramatika ekvivalentn& povodnej a terminalom sa zacinaja
vSetky pravé strany pravidiel z neterminalov &, ..., &,.

e Po vykonani celého kroku 2 je tak gramatika ekvivalentna poévodnej a terminadlom sa musia
zaCinat vSetky pravé strany pravidiel — gramatika je v Greibachovej normélnom tvare.

3.1 RieSena uloha
Uloha 1. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika s N = {o,a}, T = {a,b} a
P={oc—oa|ax
a— o0 | aa | b}.
Standardnou konstrukciou prevedte gramatiku G do Greibachovej normélneho tvaru.

Riesenie. Po zavedeni ocislovania o =: &, a =: & dostavame gramatiku G” = (N”, T, P” &), kde

N"={&,6} a

P"={& — &a | &6
§2 — &1&1 | §262 | b}

Tato gramatika zrejme splia vetky predpoklady na vstup tandardného algoritmu opisaného vyssie.
Vypocet algoritmu bude prebiehat nasledujicim spésobom.



e Krok 1, £k = 1. V ramci kroku 1.1 iterujeme cez prazdnu mnozinu, preto ostane gramatika
nezmenend. V kroku 1.2 priddme neterminél £_;. V kroku 1.3 pridame pravidld £_1 — a&_1,
&¢_1 — a a odoberieme pravidlo & — &1a. V kroku 1.4 nésledne pridame pravidlo &1 — €626 1.
Vysledné sada pravidiel je

E1—akq|a
&1 — & | L8261
§ = &i& | L& | .

e Krok 1, £ = 2. V kroku 1.1 pridame pravidla & — £282€1, & — £262€_1£1 a odoberieme
pravidlo & — £1&1. Vysledné sada pravidiel je
1 —aé-1]a
§1 — §262 | L2€2é1
§o = &6 | b ] L8686 | L6814

V ramci kroku 1.2 priddme neterminal &y. V kroku 1.3 priddme pravidla & — £28o, &0 — &2,

§o — &880, So = 261, So = &26-18180, So — &26-1&1 a odoberieme pravidla §o — &282,
o — £262361 a E9 — E9E26_1£1. V kroku 1.4 pridame pravidlo & — b€y. Vysledna sada pravidiel

je
§_1 — a§_1 ’ a
§o — &&o | &2 | 26180 | §261 | L1818 | 26161
§1 — §262 | L2&aé 1
& — b | b&p.

Pravidla z neterminélu & st uz teraz pozadovaného tvaru. Vykonévanie algoritmu pokracuje
krokom 2.

e Krok 2, k = 1. Pridame pravidla & — b&2, &1 — b&p&a, &1 — b&&_1 a & — b&p&aé_1.
Odoberieme pravidla & — €62 a £ — €362€ 1. Vysledna sada pravidiel je
E1—a1|a
§o = &80 | &2 | L2810 | £261 | 261610 | £26-1&
§1 — b&a | b&o&a | b6 1 | D€p&ad 1
§2 — b | bo.

e Krok 2, k = 0. Priddme prepisovacie pravidla & — by, & — b&oéo, &0 — b, & — b,
§o — b&1&o, So — b&o&180, o — b&1, Lo — bEo&1, §o — bE-18180, o — bEpE-18180, S0 — DE-1&1

a & — b&p€_1£1. Odoberieme vietkych Sest povodnych pravidiel z neterminélu &y. Vysledna
sada pravidiel (po odstraneni duplikatov) je
§1—aé-1]a
§o — 6o | bSoéo | b | bE180 | bEo&160 | b1 | bE0&r | BE—1€1&0 | bE0E-16160 | bE-161 | BE0E-161
§1 — bE2 | b§&2 | béaé—1 | €261
& — b | bp.

e Krok 2, k = —1. KedZze iterujeme cez prazdnu mnozinu pravidiel, gramatika ostane nezmenena.

Mozeme teda uzavriet, ze gramatika G je ekvivalentna gramatike G’ = (N', T, P’ &) v Greiba-
chovej normélnom tvare, kde N = {£_1,&, 1,82} a

P ={1—aéq|a
§o — b&o | bEo&o | b | b&1&0 | béo&18o | b1 | b€t | BE-1€1&0 | DE0E-161&0 | DE-161 | BEoE—1&
& — b | béo&a | béab—1 | b&p&aé—1
& — b | b&}. O



4 ,,Bezepsilonové“ zasobnikové automaty

Lahko vidiet, Ze ak ku gramatike v Greibachovej normélnom tvare zostrojime pomocou standard-
nej konstrukcie ekvivalentny zasobnikovy automat, tak l'ubovolna jeho konfiguracia s neterminalom
na vrchu zasobnika moze byt nasledovana iba konfiguréciou, v ktorej je na vrchu zasobnika terminalny
symbol. Ak upravime prechodovi funkciu tohto automatu tak, aby tieto terminaly ¢ital zo vstupu
vzdy uz v predchadzajicom kroku vypoctu, ziskame ekvivalentny automat neobsahujtci prechody
na prazdne slovo.

Veta 3. Nech G = (N, T, P,o) je bezkontextovd gramatika v Greibachovej normdlnom tvare. Potom
existuge zdsobnikovy automat A = (K,%,T,0,qo, Zo, F) taky, Ze N(A) = L(G) a pre vSetky q € K
a Z el jed(q,e, Z)=0.

Dékaz. Automat A zostrojime nasledovne: K = {q}, X =T, ' = NUT, Zy = o, F = {), pricom
pre vietky £ € N, c€ T ax € (NUT)" také, 7e £ — cx € P je (qo,z®) € d(qo,c, &) a pre vietky
c €T je (qo,e) € 0(qo,c,c). Automat A nemé definované ziadne dalsie prechody. Dokaz tvrdenia
N(A) = L(G) prenechavame citatelovi. O

Zasobnikové automaty A = (K, %, T, 8, qo, Zo, F) splhajice pre vietky ¢ € K a Z € I podmienku
5(q,e,Z) = 0 modzeme nazvat ,bezepsilonovymi“. Nasledujici dosledok hovori, Ze pri akceptacii
prazdnym zasobnfkom ide az na £ o normélny tvar zédsobnikovych automatov.

Dosledok 1. Ku kazZdému bezkontextovému jazyku L existuje , bezepsilonovy“ zdsobnikovy automat
taky, ze N(A) =L — {e}.

V pripade akceptécie stavom ide dokonca o plnohodnotny norméalny tvar zasobnikovych automa-
tov — pre v8etky bezkontextové jazyky L existuje ,bezepsilonovy* zasobnikovy automat A taky, Ze
L(A) = L. Dokaz tohto tvrdenia je napliiou jednej z tloh na nasledujice cvicenie.
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