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Uloha 1. Uvazujme jazyky L; = {a™" | n € N} a Ly = {(a™b)* | n,k € N} nad abecedou
Y = {a, b}. Zistite, ¢ existuje a-prekladac¢ M taky, ze:

a) M(L1) = Ly;

b) M(Ly) = L;.
Svoje tvrdenia dokazte.
Riesenie.

a) Takyto a-prekladac¢ neexistuje, kedze L1 € Lo, Lo & ZLoF a trieda Zop je uzavreta na zo-
brazenie a-prekladacom. Skuto¢nost Ly € Zor vyplyva napriklad z existencie a-prekladaca M’
takého, ze M'(Lg) = {a™b"c™ | n € N}, daného napriklad ako M’ = (K, %, %9, H, qo, F), kde
K ={a,b,c,0}, ¥9 ={a,b,c}, qo =a, F={o} a

H ={(a,a,a,a),(a,b,e,b),(b,a,b,b),(bb,e,c),(ca,c,c),(cbe, o)}

b) Takyto a-preklada¢ existuje a moze byt dany napriklad ako M = (K,3,3, H,qo, F), kde
K ={a,b,0}, go =a, = {o} a

H = {(a,a,a,a),(a,b,e,b),(b,a,b,b),(bb,e o)} O

Uloha 2. Nech ¥ = {a,b} a n € N. Najdite minimalny deterministicky kone¢ny automat rozozna-
vajuci jazyk
L, ={we X | #4.(w) =n A #p(w) =0 (mod 2)}.

Minimaéalnost najdeného automatu dokézte.

Riesenie. Dokézeme, Ze hladanym minimélnym automatom je deterministicky koneény automat
An = (Kn72a5n7QO,n7Fn)a kde KTL = ({O,,TL} X ZZ) U {X}a don = [0,0], Fn = {[’I’L,O]} a pre-
chodova funkcia §,, je dana nasledovne:

)
) = X pre v8etky d € Zs,
on([k,d],b) = [k,d + 1] pre vetky k € {0,...,n} a d € Zs,
)
)

Evidentne L(A,) = L,. Zostava teda dokazat minimélnost zostrojeného automatu; kedze ma auto-
mat A, presne 2n + 3 stavov, staci ukazat, ze prava syntaktickd ekvivalencia =y, musi byt indexu
aspon 2n + 3.

Uvazujme najprv T'ubovolnt dvojicu slov u = a*b?, v = a‘b® pre k,£ € {0,...,n} a d,e € {0,1}
takt, Ze [k, d] # [{,€]. Pre z = a”*b? potom uz = a*b%a™*b?, pricom zrejme #,(uz) = n a #,(uz) =
d+d =0 (mod 2) - takze uz € L,. Na druhej strane ale vz = a‘b%a™*b9, pricom #,(uz) =n+{—k
a #y(uz) = d + e — za predpokladu [k, d] # [¢, €] teda nutne vz & L,. Pre u = a*v? s k € {0,...,n}
a d € {0,1} a slovo z ako vyssie dalej uz € L,, kym a"*'z ¢ L,. V désledku toho teda Ziadne dve
rozne slova z jazyka

W, = {a*b? | k€ {0,...,n}; d € {0,1}} U {a"}

nie su v relacii pravej syntaktickej ekvivalencie =y, . Kedze |W,,| = 2n + 3, musi byt aj relacia =,
indexu najmenej 2n + 3. O



Uloha 3. Nech ¥ je abeceda a L C * jazyk. Pripomenime si, Ze preficovym uzdverom jazyka L
nazyvame jazyk
pref(L) ={ue X" | v eX* :uv e L}.
Hovorime, Ze trieda jazykov .Z je prefizovo uzavretd, ak pref(L) € £ kedykolvek L € Z.
Zistite, ¢ je trieda Lpcos prefixovo uzavreti. Svoje tvrdenie dokazte.

Riesenie. Trieda Lgpcs nie je prefivovo uzavretd. Uvazujme Iubovolny jazyk L' € ZLre — Lrcs
nad abecedou ¥ takou, Ze # ¢ X. Pre vSetky w € L' potom existuje n,, € N takeé, ze

L={w#*|wel; keN; k>ny,} € Lrcs.

Dokazeme, Ze

pref(L) € Lrcs.

Za ucelom sporu predpokladajme opak; v takom pripade musi byt v triede Zrcs aj jazyk
pref(L) N S*# = {w# | w e L'} = L'#.

Linearne ohrani¢eny automat akceptujici tento jazyk ale Tahko upravime na linedrne ohraniceny
automat akceptujici jazyk L’ — staci koncovy symbol pasky $ interpretovat ako dva po sebe idice
symboly* # a $. V dosledku toho teda L' € Zrcs, ¢o je v spore s nasim povodnym predpokladom. [

Uloha 4 (Bonus). Nech X,T st abecedy a 7: £* — 2U je substittcia. Pre vetky jazyky L C I'*
potom kladieme
7 YL) = {w e =¥ | 7(w) N L # 0}.
Nech .4, % st triedy jazykov. Hovorime, Ze trieda %) je uzavreta na inverzni £s-substiticiu, ak pre
vietky jazyky L € | nad nejakou abecedou I' a vietky Z-substiticie! 7: £* — 2" je 77 1(L) € 4.
N4jdite najvacsiu triedu jazykov .Z taku, ze trieda vSetkych regularnych jazykov & je uzavreta
na inverznu .Z-substituciu.

Riesenie. Dokézeme, Ze hladanou triedou .Z je trieda vdetkijch jazykov. Skuto¢ne: nech L C T'*
je regularny jazyk a 7: £* — 21" je Tubovolna substittcia. Jazyk L musi byt rozoznavany nejakym
deterministickym koneénym automatom A = (K, T, 9, qo, F'). Pre vietky ¢ € ¥ a p € K teraz polozme

Ape={g € K| 3w er(c): (pw) i (¢:6)};

tato mnozina stavov je sice vo vSeobecnosti nevypocitatelna, ale vidy dobre definovana. Jazyk
77Y(L) je potom akceptovany deterministickym koneénym automatom A’ = (25,28 {q}, F'),
kde " ={Q C K| QNF # (0} akde pre vietky PC K ac€ X je

§'(Pe)= | Ape

pEP

Indukciou na |u| Tahko dokdzeme, Ze pre vietky u € ¥* je

({90}, u) Fir (Qs )

prave vtedy, ked
Q={¢ge K|3weT(u): (q,w)H (q,¢)}

Slovo u € ¥* teda doc¢itame v akceptacnom stave automatu A’ prave vtedy, ked existuje w € 7(u)
také, ze (qo,w) % (q,€) pre nejaké ¢ € F — takze u € L(A’) prave vtedy, ked 7(u) N L # 0, ¢o
nastane prave vtedy, ked u € 77(L). Naozaj teda L(A") = 771(L). O

!Pripomenime si, Ze substiticia 7: ©* — 2" je Z-substitucia pre nejaku triedu jazykov .Z, ak pre vSetky ¢ € ¥ je

7(c) € Z.



