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Uloha 1. Zistite, ¢ pre kazda pevne dant abecedu ¥ existuje algoritmus, ktory pre Tubovolna
dvojicu nedeterministickych kone¢nych automatov A;, Ao nad abecedou ¥ rozhodne existenciu slova
w € X* takého, Ze poclet akceptacnych vypoctov oboch automatov na slove w je ten isty. Svoje
tvrdenie dokazte.

Riesenie. Redukciou Postovho koresponden¢ného problému na problém zo zadania dokéZzeme, Ze
takijto algoritmus neexistuje.
Nech ¥ = {0, 1}. Pre vietky n € N a ay,...,a, € X poloZzme

n
num(a; . .. ay) == Z ap2"
k=1

to znamena, ze pre vietky w € ¥* je num(w) prirodzené ¢islo s bindrnou reprezentaciou w.
Vsimnime si najprv existenciu nedeterministického kone¢ného automatu A takého, ze L(A) = ¥*
a pre vSetky w =ay...a, sn €Naay,...,a, € X existuje prave

n
num(lw) = 2" + Z ap2"*
k=1
akceptacnych vypoctov automatu A na slove w. Takyto automat moze byt dany napriklad diagramom
na obrazku 1.

Obr. 1: Nedeterministicky koneény automat A, v ktorom existuje na kazdom slove w € ¥* prave num(lw)
akceptaénych vypoctov.

Akceptaény vypocet automatu A na slove w vzdy vedie zo stavu 0 do stavu 2. Takyto vypocet
pritom méZe byt dvoch druhov: bud sa hned na zaciatku pouZije prechod na e do stavu 2, alebo
sa tento vypocet zacina prechodom na e do stavu 1. Zrejme existuje presne 2" akceptacnych vy-
poctov prvého druhu. Pre kazdy z akceptacnych vypocétov druhého druhu existuje prave jeden index
k € [n] taky, Ze ar = 1 a automat A prejde zo stavu 1 do stavu 2 pri ¢itani k-teho bitu vstupného
slova. Je zrejmé, ze pre kazdé dané k € [n] s ap = 1 je jednoznacne urceny zaciatok vypoctu au-
tomatu A na prefixe a; ...ay, pricom existuje prave 2% moznych pokracovani takéhoto vypoctu
na sufixe ag41 . .. an. Z uvedeného teda vyplyva, Ze celkovy pocet akceptaénych vypoctov automatu A
na slove w je skuto¢ne dany ako

n
2" + Z ax2" % = num(1w).
k=1



Nech teraz A je Tubovolna abeceda a h: A* — ¥* nevymazavajici homomorfizmus. Nie je tazké
nahliadnut, Ze v takom pripade existuje nedeterministicky kone¢ny automat Ay taky, ze L(Ap) = A*
a pocet akcepta¢nych vypoctov automatu Ay, na l'ubovolnom slove z € A* je rovny poctu akceptac-
nych vypoétov automatu A na slove h(x) — ¢ize num(1h(z)).

Takyto automat Ap modze napriklad pozostavat zo stavov 0, 1,2 zodpovedajucich prislusnym sta-
vom automatu A a z niekolkych pomocnych stavov; akceptaénymi budu stavy 0 a 2. Pre vsetky
p,q € {0,1,2} a kazdé d € A bude navySe automat Ap vediet prejst na pismeno d zo stavu p
do stavu ¢ prave tolkymi spésobmi, kolkymi sposobmi moze zo stavu p do stavu ¢ prejst automat A
pri precitani slova h(d) — to sa moze zabezpeéit napriklad prislusnym po¢tom prechodov na d veducich
zo stavu p do vhodnych pomocnych stavov, z ktorych povedi prechody na € do stavu q.

UvaZzujme teraz pripad Postovho koresponden¢ného problému (A, f,g) a prisluné automaty
Ar, Ay Automat A, upravme tak, aby neakceptoval slovo € — a ozna¢me vysledny automat ako A;.
Pre vietky x € A" potom existuje prave

num(1f ()

akceptacnych vypoctov automatu Ay na slove x a prave

num(1g(x))

akcepta¢nych vypoctov automatu A’g na slove x. NavySe existuje prave jeden akceptacny vypocet
automatu Ay na slove ¢ a Ziaden akceptacny vypocet automatu A’g na slove €.

Slovo x € A* také, Ze pocet akceptacnych vypoctov automatov Ay a A’g na slove z je ten isty,
potom existuje prave vtedy, ked existuje x € AT splhajice

num(1f(z)) = num(1lg(z)),

¢o vdaka vedicemu bitu 1 nastane vtedy a len vtedy, ked f(z) = g(z). Existencia takéhoto slova x
je ale ekvivalentné existencii rieSenia pripadu (A, f, g). Keby sme teda vedeli rozhodovat problém
zo zadania, vedeli by sme rozhodovat aj Postov koresponden¢ény problém: spor. O



