Formaélne jazyky a automaty (2)
Letny semester 2024 /25

Redukcie

Peter Kostolanyi
18. marca 2025

Doposial sme s pojmom redukcie pracovali v ¢isto intuitivnej rovine a pod redukciou rozhodo-
vacieho problému P na rozhodovaci problém R sme v principe rozumeli dokaz, Ze rozhodnutelnost
— pripadne rekurzivna vyéislitelnost — problému R implikuje rozhodnutelnost — alebo rekurzivnu
vycislitelnost — problému P. Tato predstava je skuto¢ne postacujica, ak je jedinym cielom dokazat
nerozhodnutelnost problému P. Akonahle sa v8ak stredobodom pozornosti stanti samotné neroz-
hodnutelné problémy a ich jemnejsia klasifikicia, vznikd potreba definovat pojem redukcie o nieco
opatrnejsie.

Nedostatkom uvedenej naivnej predstavy o redukciach je predovsetkym jej benevolentnost po-
kial ide o vlastnosti, ktoré od redukcii vyZzadujeme. Uvazujme napriklad Iubovolny nerozhodnutelny
problém R. Pri ponimani opisanom vysSie by potom nutne existovala redukcia Tubovolného roz-
hodovacieho problému P na problém R, kedZe v implikacii ,ak R je rozhodnutelny, tak aj P je
rozhodnutelny* je Tava strana nepravdiva, a teda implikacia ako celok je pravdiva. Tento poznatok
vS8ak neposkytuje vobec Ziaden névod, ako s vyuzitim existencie Turingovho stroja rozhodujtceho
problém R skonstruovat Turingov stroj rozhodujici problém P. Ukazuje sa dokonca, Ze existuju
aj také problémy P, pre ktoré je takato konstrukcia principidlne nemozna.

Tento nedostatok je pomerne vazny. Pri vSetkych redukciach rozhodovacich problémov, s ktorymi
sme sa doposial stretli, sme totiz kladli doéraz na skutoc¢nost, Zze v pripade rozhodnutelnosti prob-
lému R vieme skonstruovat stroj rozhodujici problém P, ktory moze vyuZivat (hypoteticky) stroj
pre problém R ako ,podprogram“. V nasledujicom preto zavedieme pojem tzv. turingovskej redukcie
zachycujuci prave tuto vlastnost danej dvojice problémov. Ak budeme neskor hovorit o ,,redukeii
bez dalsieho privlastku, vzdy budeme mat na mysli turingovski redukciu.

Takto definovany pojem turingovskej redukcie nam tiez umoZni klasiftkovat nerozhodnutelné
problémy podla ich obtiaZnosti. Pre turingovska redukciu uz totiz neplati, Ze na kazdy nerozhod-
nutelny problém R moZno redukovat vSetky rozhodovacie problémy P. Prave naopak — ak moZno
rozhodovaci problém P redukovat na rozhodovaci problém R, je to znamkou toho, Ze problém P je
najviac taky taZky ako problém R.

Neskor na niekolkych rieSenych tlohach preskiimame vzajomnua (turingovski) redukovatelnost
niektorych variantov Postovho koreSpondenéného problému. V samom zévere tychto poznamok za-
vedieme dva d'alsie druhy redukcii prisnejsich, neZ turingovska redukcia. Na tomto predmete s nimi
sice dalej pracovat nebudeme, ale v teorii vypocitatelnosti st uzito¢nym nastrojom na klasifikaciu
neriesitelnych problémov (jemnejsiu, nez je mozné dosiahnut s pouzitim turingovskych redukeii).

1 Turingovski redukcia a turingovska ekvivalencia

Pojem turingovskej redukcie problému P na problém R je formalizaciou vysSie opisanej intuitivnej
predstavy o tom, Ze v pripade moZnosti vyuzivat ,podprogram® rozhodujuci problém R — kde tento
predpoklad je, samozrejme, ¢isto hypoteticky — by bolo mozné rozhodovat aj problém P. Na formélnu
definiciu turingovskej redukcie sice budeme potrebovat pojem deterministického Turingovho stroja
s ordkulom, v hiom vSak Citatel istotne bez vacsich problémov najde paralelu s prave vysvetlenym
intuitivhym ponimanim. Pri aplikiciach pojmu turingovskej redukcie uz budeme pracovat vylucéne
v neformalnej rovine.

Nech L C ¥* je Tubovolny jazyk. Deterministicky Turingov stroj s ordkulom L je deterministicky
Turingov stroj so ,,zazracnou znalostou prislusnosti slov do jazyka L. Ide teda o deterministicky
Turingov stroj, ktory mé navySe k dispozicii jednu Speciadlnu dopytovaciu pasku (s ktorou pracuje
ako s beznou pracovnou paskou) a tri §pecidlne stavy ¢z, ¢yes a gno. Ak sa stroj dostane do stavu g7,
pricom obsahom dopytovacej pasky je v takejto konfiguracii slovo x € ¥*, v dalSom kroku stroj

!Formalizacia tohto tvrdenia vyuziva pojem turingovskej redukecie definovany nizgie. Jeho dokaz ale presahuje ramec
tohto predmetu.



sautomaticky“ prejde do stavu qyes (ak @ € L) resp. ¢no (ak x € L). Obsah dopytovacej péasky sa
v takomto kroku moze zmazat, pripadne moze ostat nezmeneny (ide o technicky detail, ktory nijako
nemeni silu vysledného modelu). Formélnu definiciu deterministického Turingovho stroja s oraku-
lom ako usporiadanej k-tice, ako aj definiciu konfigurécie, kroku vypoctu a akceptovaného jazyka,
prenechévame ¢itatelovi ako jednoduché (avsak silno odporucané) cvicenie.

Takto definovany Turingov stroj s ordkulom umoziuje zaviest pojem turingovskej redukcie tak,
ako bol neformalne opisany vyssie.

Definicia 1. Nech P, R C ¥* st rozhodovacie problémy reprezentované ako jazyky nad abecedou X.
Hovorime, Ze problém P je turingovsky redukovatelny na problém R, ak existuje na kazdom vstupe
zastavujuci deterministicky Turingov stroj A s ordkulom R taky, ze L(A) = P. V takom pripade
piseme P <1 R.

Zapis P <p R moZno ¢itat aj ako ,problém P je l'ahsi alebo rovnako tazky ako problém R“
(vzhladom na turingovski redukciu).

Veta 1. Nech P, R si rozhodovacie problémy také, Ze P <p R. Ak je problém R rozhodnutelny, tak
je rozhodnutelny aj problém P.

Dékaz. Lahko moZno nahliadnut, Ze v pripade rozhodnutelnosti problému R moZno kazdy determi-
nisticky Turingov stroj s orakulom R prerobit na ekvivalentny beZzny deterministicky Turingov stroj
bez orakula. Staci kazdé ,volanie* ordkula nahradit ,volanim* deterministického Turingovho stroja
rozhodujiceho R. O

Pojem turingovskej redukcie moZno okrem iného vyuZit na klasifikiciu nerozhodnutelnych prob-
lémov podla obtiaznosti. Zakladom na vybudovanie takejto tedrie? je zavedenie pojmu turingovskej
ekvivalencie.

Definicia 2. Nech P, R C ¥* st rozhodovacie problémy reprezentované ako jazyky nad abecedou X..
Hovorime, ze problém P je (vzhladom na turingovskt redukciu) rovnako tazky ako problém R,
ak P <7 R a zaroven R <p P.V takom pripade piSeme P =7 R a hovorime tiez, Zze problém P je
turingovsky ekvivalentny problému R.

V nasledujicom zhrnieme niekol'ko elementérnych vlastnosti turingovskej redukcie:

o Ak I1,Lo € Lrec, tak L1 =7 Lo. Ak totiz Ly € Zrec, existuje deterministicky Turingov
stroj Ay, ktory sa na kazdom vstupe zastavi a pre ktory je L(A;) = L;. Lahko vidiet, ze stroj A;
mozno prerobit na ekvivalentny deterministicky Turingov stroj s ordkulom Lo — ten bude jed-
noducho simulovat stroj A; a ordkulum nikdy nezavola. Preto L1 <7 Lo a na dokaz Lo <7 L
mozno pouZit symetrickd argumentaciu.

e Ak Iy € Lree & Lo & Lree, tak vzdy Ly <p Ls, ale nikdy nemodze byt Ly <p Ly. Dokaz
prvého tvrdenia je rovnaky ako v predchadzajicom pripade. Na dékaz druhého tvrdenia si staci
uvedomit, ze keby bolo Lo <7 L1, musel by byt problém Lo podla vety 1 tiez rozhodnutelny.

o Ak L1,Ls € Lry — Lree, tak vo vSeobecnosti nemusi byt L1 =7 Lo. Da sa dokonca dokazat,
Ze existuje dvojica jazykov L1, Lo € LrE — Zree, pre ktoré nie je ani Ly <p Lo, ani Lo <7 L7.
Tento vysledok je znamy aj ako Friedbergova-Muénikova veta a jeho dokaz vyrazne presa-
huje ramec tohto predmetu. Napriek tomu je dobré mat na zreteli skuto¢nost, Ze rekurzivna
vy¢islitelnost dvoch nerozhodnutelnych problémov eSte neimplikuje, Ze obidva problémy st
(vzhladom na turingovskiu redukciu) rovnako tazké.

e Pre vietky jazyky L je L = L¢. Na rozhodovanie problému L totiz staci pre kazdy vstup w
wzavolat® orakulum LC a zistit tak, ¢ w € LE — potom uz iba staéi vystup orakula znegovat.
N.B.: ak L € Lrp — Lree, tak LEC & Lpp; napriek tomu st ale tieto dva problémy (vzhladom
na turingovsku redukciu) rovnako tazké.

2Ktora viak z vidsej Gasti presahuje ramec tohto predmetu.



e Relacia <7 je ocividne reflexivna a tranzitivna, no nie je antisymetrickd — preto nie je ciastoc-
nym usporiadanim, ale je predusporiadanim.

e Relacia =7 je reldciou ekvivalencie na triede vSetkych rozhodovacich problémov (jazykov).
Triedy ekvivalencie relacie =7 sa nazyvaju Turingove triedy.

e Relaciu <7 moZno prirodzene rozsirit na Turingove triedy. V takom pripade uz je ciastocniym
usporiadanim.

Poznamka 1. Aj ked je koncept Turingovho stroja s ordkulom nutny na formalnu definiciu turin-
govskej redukcie, v nasledujicom ho nahradime intuitivnejsim konceptom algoritmov, ktoré majia
moznost ,zavolat podprogram® zodpovedajuci ordkulu. V pripade, Ze prijmeme Turingovu tézu, su
oba tieto koncepty navzajom ekvivalentné. To znamena, Ze pre dva rozhodovacie problémy P, R je
P <7 R prave vtedy, ked existuje algoritmus rozhodujuci problém P za predpokladu, ze ma moznost
zavolat ako ,podprogram* (hypoteticky) algoritmus rozhodujici problém R. To suhlasi s intuitivnou
predstavou o redukciach, ako sme ich na tomto predmete pouzivali doposial.

Priklad 1. Dokazeme, Ze modifikovany Postov korespondenény problém je (vzhladom na turingov-
sk redukeiu) rovnako tazky ako Postov korespondenény problém. Skutoénost MPKP < PKP sme
uZz v podstate dokézali v poznamkach k Postovmu koreSpondencénému problému — sta¢i nahliadnut,
ze redukcia, ktora sme tam pouzili, je turingovska. To je v8ak pomerne zrejmé, kedze staci algorit-
micky transformovat pripad MPKP na k nemu prislachajici pripad PKP a nan jedenkrat zavolat
,podprogram* (resp. orakulum) pre PKP.

Aby sme dokazali PKP <r MPKP, musime opisat algoritmus, ktory rozhoduje PKP za pred-
pokladu, Ze ma moznost pristupovat k ,,podprogramu‘ rozhodujicemu MPKP. Ten ale moze praco-
vat tak, Ze postupne zavola MPKP pre vietky moZné volby prvej dlaZdice v danom pripade PKP.
Ak je pre aspon jeden z tychto pripadov MPKP vystupom ,,4no*“, mé dany pripad PKP rieSenie;
v opac¢nom pripade zjavne rieSenie nema.

2 Riesené tlohy

V nasledujiicom vyriesime niekol'ko ukazkovych tloh, v ktorych je cielom zistit, ¢i st dané varianty
Postovho korespondenéného problému (vzhladom na turingovsku redukeiu) rovnako tazké ako bezny
PKP. Bud teda treba dokazat, ze pre dany variant PKP (ozna¢me ho PKP') je PKP' <p PKP
a zaroveii PKP <7 PKP’, alebo treba ukazat, Ze niektorym smerom redukciu urobit nemozno. Jedinou
metodou, ktortt pritom méame k dispozicii na dokaz nemoZnosti turingovskej redukovatelnosti je
pozorovanie, Ze jeden z problémov je rozhodnutelny, kym druhy nie je. Treba vSak mat na paméti,
Ze existuju aj iné dvojice problémov, ktoré nie su rovnako tazké — hoci dokaz tejto skutoc¢nosti by
vyzadoval pouzitie pomerne pokrocilych technik.

V rieSeniach nasledujicich tloh nebudeme venovat zvlastnu pozornost skuto¢nosti, Ze pouzité
redukcie st turingovské. Namiesto toho sa vratime k intuitivnemu ponimaniu redukcii, pricom ich
Hturingovskost bude zvidésa o¢ividna.

Uloha 1. Uvazujme rozhodovaci problém PKP’, kde na vstupe je pripad PKP a treba rozhodnut,
¢i preii existuje rieSenie dlzky aspon dva. Zistite, ¢ je tento problém (vzhladom na turingovska
redukciu) rovnako tazky ako PKP a svoje tvrdenie dokézte.

Riesenie. Problémy si rovnako tazké — je teda PKP' =7 PKP. Obidve redukcie st dokonca trivialne,
kedZe pripad PKP ma rieSenie prave vtedy, ked ma rieSenie dizky dva — pre Tubovolné riegenie z € A~
je totiz rieSenim aj x?; ak pritom z pozostéva z jedinej dlazdice, pozostava z? z dvoch dlazdic.
To znamen4, 7e na rozhodnutie pripadu PKP’ stadf na nezmenenom vstupe zavolat (hypoteticky)
algoritmus rozhodujuci PKP a na rozhodnutie pripadu PKP sta¢i na nezmenenom vstupe zavolat
(hypoteticky) algoritmus rozhodujici PKP’. O



Uloha 2. Uvazujme rozhodovaci problém PKP’, kde na vstupe je pripad PKP s jednou oznaéenou
dlazdicou a treba rozhodnut, ¢ ma dany pripad PKP riesenie dlzky aspon dva také, ze predposledna
dlazdica v tomto rieSeni je oznacena. Zistite, ¢i je tento problém (vzhladom na turingovsku redukciu)
rovnako tazky ako PKP a svoje tvrdenie dokazte.

Riesenie. Problémy st rovnako tazké — je teda PKP' =7 PKP. Je veelku o¢ividné, Ze keby sme vedeli
rozhodovat PKP’, vedeli by sme rozhodovat aj PKP. Stacilo by totiZ pre dany pripad PKP vyskugat
vietky moZné volby oznacenej dlazdice a pre kazdi zavolat algoritmus rozhodujici PKP'. Ak je
pre nejaki volbu oznacenej dlazdice vystupom ,,ano*, riesenie daného pripadu PKP’ je sticasne aj
rieSenim povodného pripadu PKP. Ak mé naopak pripad PKP rieSenie dlzky aspoii dva, staci oznadit
dlazdicu, ktora je v fiom predposledna a vysledny pripad PKP’ m4 rieSenie. Stac¢i sa teda odvolaft
na pozorovanie z riedenia predchadzajucej ulohy: ak méa pripad PKP rieSenie, tak ma aj riesenie dlzky
aspoil dva. Dokazali sme teda, ze PKP <r PKP’.

Zostava dokazat, ze keby sme vedeli rozhodovat PKP, vedeli by sme rozhodovat aj PKP’. Majme
dany pripad PKP’ nad abecedou ¥ takou, ze ¥ N {#,$} = (. Ten upravime na pripad PKP po-
mocou ,,omriezkovania“, podobne ako pri Standardnej redukcii MPKP na PKP. Vysledna sada bude
obsahovat jednu pociato¢nu dlazdicu
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Kazdé riesenie takto skonstruovaného pripadu PKP sa zjavne musi zac¢inat poc¢iato¢nou dlazdicou
a koncit ,zdvojenou* dlazdicou — v minimalnom rieSeni sa navyse takéto ,Specialne* dlazdice nikde
inde nevyskytuja. ,,Zdvojend* dlazdica na konci rieSenia zjavne zabezpeéi, Ze v zodpovedajicom
rieseni PKP’ je na predposlednej pozicii oznacené dlazdica. Skuto¢ne teda PKP’ < PKP. O

Uloha 3. Uvazujme rozhodovaci problém PKP’, kde na vstupe je pripad PKP pozostdvajici z jedine;
dlaZdice a treba rozhodnut, ¢i ma dany pripad PKP rieSenie. Zistite, ¢i je tento problém rovnako
tazky ako PKP (vzhladom na turingovsku redukciu) a svoje tvrdenie dokazte.

Rieenie. Problémy nie si rovnako tazké. Problém PKP' je totiZ zjavne rozhodnutelny (jeho pripad
mé rieSenie prave vtedy, ked dana dlazdica obsahuje na oboch ,,poschodiach® rovnaké slovo), a teda
pre nerozhodnutelny PKP neméze byt PKP < PKP’. O



3 Dalsie druhy redukcii

V teorii vypoditatelnosti sa okrem turingovskej redukcie studuju aj dalsie, prisnejsie druhy redukeii.
Délezitym prikladom takychto redukcii st tzv. , many-one“ redukcie. Podobne ako pri turingovskej
redukeii je problém P ,many-one“-redukovatelny na problém R, ak za predpokladu moZnosti pri-
stupovat k ,podprogramu® rozhodujicemu problém R existuje algoritmus rozhodujici problém P.
Tento ,,podprogram* vsak mozno ,zavolat® iba raz a jeho vystup musi byt aj vystupom algoritmu
rozhodujiceho P (nemozno teda napriklad vymenit vystupy ,ano“ a ,nie“).

Definicia 3. Nech P, R C ¥* st rozhodovacie problémy reprezentované ako jazyky nad abecedou X..
Hovorime, 7ze problém P je ,many-one“-redukovatelny na R, ak existuje vypocitatelna funkcia®
f: X% — ¥* taka, ze pre vetky w € ¥* je w € P préave vtedy, ked f(w) € R. V takom pripade
piseme P <,, R.

Napriklad standardné redukcia MPKP na PKP je ,many-one“ redukciou — funkcia f v tomto
pripade realizuje Standardnu transforméciu pripadu MPKP na k nemu prislichajuci pripad PKP.
Naopak redukcia PKP na MPKP z prikladu 1 nie je ,,many-one* redukciou, kedze k , podprogramu‘
pre MPKP sa v nej pristupuje niekol'kokrat.

Pomenovanie ,,many-one* redukcia vychédza zo skuto¢nosti, Ze funkcia f v jej definicii mdze
zobrazit aj viacero vstupov problému P na jeden rovnaky vstup problému R. V pripade, Ze je téato
funkcia f injektivna, hovorime o ,one-one“ redukcii.

Definicia 4. Nech P, R C ¥* st rozhodovacie problémy reprezentované ako jazyky nad abecedou X..
Hovorime, Ze problém P je ,one-one“-redukovatelny na R, ak existuje vypocitatelna injektivna fun-
kcia f: X% — ¥* taka, ze pre vietky w € ¥* je w € P prave vtedy, ked f(w) € R. V takom pripade
piseme P <i R.

Je zrejmé, ze ak pre dvojicu rozhodovacich problémov P, R je P < R, tak nutne aj P <,, R
a ak P <,, R, tak nutne aj P <p R. Tieto implikicie vS8ak nemozno obratit. Z toho dévodu su
,many-one a ,one-one redukcie uzito¢nymi nastrojmi na klasifikiciu nerozhodnutelnych problémov
podla ich obtiaznosti, kedZe takato klasifikacia je jemnejsia, neZ je tomu pri klasifikacii na zéklade
turingovskej redukovatelnosti.

3Funkcia f: X* — X* je vypoditatelna, ak existuje deterministicky Turingov stroj so vstupnou a vystupnou paskou
taky, Ze pre vSetky obsahy vstupnej pasky w € X* sa stroj v kone¢nom case zastavi v konfiguracii, kde obsahom
vystupnej pasky je slovo f(w).



	Turingovská redukcia a turingovská ekvivalencia
	Riešené úlohy
	Ďalšie druhy redukcií

