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Nech ¥ je abeceda a L C ¥* jazyk. Prefizovym uzdverom jazyka L nazveme jazyk

pref(L) ={u e ¥* | Fv e X* 1 uv € L}.

Uloha 1. Nech ¥ je abeceda a Ly, Ly € ¥* jazyky. Porovnajte jazyky
pref(L; N La) a pref(Ly) N pref(Ls).
Svoje tvrdenia dokazte.

Riesenie. Dokazeme, ze pref(Ly N La) C pref(L;) Npref(Ls), kym opa¢na inklazia vo vSeobecnosti
neplati.

C: Nech u € pref(Ly N Lg). Existuje teda v € ¥* také, ze uv € L1 N Ly. Potom uv € Ly, z ¢oho
u € pref(L;). Stcasne uv € Lo, a teda u € pref(Lg). V dosledku toho u € pref(L;i) N pref(Ls).

2: Nech Ly = {a} a Ly = {b}. Potom pref(L; N Ly) = pref() = 0. Dalej pref(L1) = {e,a}
a pref(Le) = {e,b}, z ¢oho pref(L;) N pref(Ly) = {e}. Teda ¢ € pref(L;) N pref(Ls), ale
e & pref(Ly N Ly). O



Uloha 2. Nech ¥, T st abecedy, h: £* — I'™ homomorfizmus a L C ¥* jazyk. Porovnajte jazyky
h(pref(L)) a pref(h(L)).

Riesenie. Dokazeme, ze h(pref(L)) C pref(h(L)), kym opacné inkluzia vo v8eobecnosti neplati.

C: Nech w € h(pref(L)). Potom existuje u € pref(L) také, ze w = h(u). Kedze u € pref(L),
pre nejaké v € ¥* musi byt uv € L. Potom ale h(uv) € h(L), pricom stcasne h(uv) = h(u)h(v).
Teda h(u)h(v) € h(L), z ¢oho w = h(u) € pref(h(L)).

2: Uvazujme napriklad abecedy ¥ = I' = {a}, homomorfizmus h: ¥* — I'* dany ako h(a) = aa
ajazyk L = {a}. Potom pref(L) = {e,a} a h(pref(L)) = {e,aa}. Na druhej strane h(L) = {aa},
a teda pref(h(L)) = {e, a,aa}. Vidime teda, ze a € pref(h(L)), ale a & h(pref(L)). O



Nech ¥ je abeceda a L1, Ly C ¥* su jazyky. VioZenim jazyka Lo do jazyka Li nazveme jazyk

Ly < Ly ={uzv |u,v € ¥*; wv € Ly; x € La}.

Uloha 3. Nech ¥ je abeceda a Ly, L}, Ly C ¥* su jazyky. Porovnajte jazyky
(Ll N Lll) +— Lo a (L1 — Lg) N (L/l — LQ).
Svoje tvrdenia dokazte.

RieSenie. Dokazeme, ze (L1 NLY) < Ly C (L1 < L2) N (L} < L2), kym opac¢né inklazia vo vseobec-
nosti neplati.

C: Nech w € (L1 N L)) + Lg. Potom w = uzv pre nejaké u,v,x € X* také, ze uv € Ly N L]
ax € Ly. Zuve LN L’l dostédvame wv € L1 a zaroven uv € L&. Kedze w = uzv, kde uv € Ly
ax € Lo, je w € Ly + Lo; kedZe navySe w = uzv pre uv € L} a x € Lo, je w € L} < Lo.
Stucasne teda w € Ly < Lo a w € L) < Lo, z ¢oho w € (Ly < L2) N (L} + L9).

2: Uvazujme napriklad abecedu ¥ = {a} a jazyky L1 = {e}, L]} = {a} a Ly = {¢,a}. Potom
a € Ly < Lo, pretoze a =uxv preu =6, x =aav =¢, priComuv =c € Ly ax =a € Ls.
Sucasne a € L} < Lo, leboa =uzvpreu =a,z =cav =c¢, priomuv =a € Ly ax = € Lo.
To znamena, ze a € (Ly < L2)N (L} < L2). Na druhej strane ale neexistuji ziadne u, z,v € X*
také, 7e a = uxv preuv € LiNLy =0 ax € Ly —teda a & (L1 N L)) < Lo. O



Nech X je abeceda, L C ¥* jazyk a x € ¥* slovo. Lavgm kvocientom jazyka L slovom x nazveme jazyk
2\L={weX|zweL}

a pravym kvocientom jazyka L slovom x nazveme jazyk
L/z ={we ¥ |wz e L}.

Pre Iubovolny jazyk L' C ¥* dalej nazveme lavym kvocientom jazyka L jazykom L’ jazyk

INL=|J (@\L)={weX" |Twel awe L}
zeL’

a pravym kvocientom jazyka L jazykom L' nazveme jazyk

L/l =) (L/z)={wex*|Fre L wrell

xz€eL’

Uloha 4. Nech ¥ je abeceda a Ly, Ly, Ly C ¥* jazyky. Porovnajte jazyky
Ll\(L2 U Lg) a (Ll\Lg) ) (Ll\Lg)
RieSenie. Dokazeme, ze L1\(Lg U L3) = (L1\L2) U (L;\L3).

C: Nech w € Li\(L2 U L3). Potom existuje x € Ly, pre ktoré je xw € Lo U L3. To znamené,
ze xw € Lo alebo xw € L3. Ak xw € Lo, je w € Li\La, a teda aj w € (L1\L2) U (L1\Lz).
Ak zw € L3, je w € L1\ Ls, a teda opat w € (L1\L2) U (L1\L3).

U

: Nech w € (L1\L2) U (L1\L3). Potom w € L1\Ly alebo w € Li\Ls. Ak w € Lj\Lg, musi
existovat = € Ly také, ze zw € Lo. Potom ale tiez xw € Lo U L3, z ¢oho w € L1\(L2 U L3).
Podobne pre w € Li\Ls existuje € Ly také, Ze zw € L3 — z toho xw € Lo U L3, a teda
w € Ll\(LQ U Lg) ]



Uloha 5. Nech ¥ je abeceda a Ly, Lo, Ly C ¥* jazyky. Porovnajte jazyky
(Ll N LQ)\Lg a (Ll\Lg) N (LQ\Lg)

Riesenie. Dokazeme, Ze (L1 N Lo)\Ls C (L1\L3) N (L2\L3), kym opac¢né inklizia vo vSeobecnosti
neplati.

C: Nech w € (L1 N Ly)\Ls. Potom existuje = € L1 N Ly také, Ze zw € Ls. Z prislusnosti slova x
do jazyka L1 N Ly dostavame x € Ly a sucasne x € Ly. Kedze x € Ly a xw € L3, je w € L1\ Ls;
podobne z x € Ly a xw € L3 vyplyva w € Lo\Ls. Zistujeme teda, ze w € L1\L3 a zaroven
w € LQ\Lg — Cize w € (Ll\Lg) N (Lg\Lg).

2: Uvazujme abecedu ¥ = {a} a jazyky L1 = {e¢}, Ly = {a} a L3 = {¢,a}. Potom

(L1 N Lo)\L3 = 0\{e,a} =0

(L1\L3) N (L2\L3) = {e,a} N {e} = {e},
takze (Ll N Lg)\Lg ) (Ll\Lg) N (Lz\Lg). ]



Nech ¥ je abeceda a L C ¥* jazyk. Ako MAX(L) potom ozna¢ujeme jazyk
MAX(L)={we L |Vz e X" 1wz ¢ L}

pozostavajuci z prave vsetkych slov w z jazyka L, ktoré nie st vlastnym prefixom Ziadneho iného slova
z jazyka L.

Uloha 6. Nech ¥ je abeceda a Ly, Ly C ¥* jazyky. Porovnajte jazyky
MAX(Ll U Lg) a MAX(Ll) ] MAX(LQ).
Svoje tvrdenia dokazte.

Riesenie. Dokazeme, ze MAX(L1UL2) C MAX(L;)UMAX(L2), kym opac¢na inklizia vo vieobecnosti

neplati.

C: Nech w € MAX(L; U Ly). Potom w € L1 U Ly a pre vietky z € X7 je wx & L1 U Ly. KedZe
w € L1 ULs, je w € Ly alebo w € Ly. Ak w € L1, z wx € L1 U Ly pre vietky 2 € BT
vyplyva aj wx & Ly, z ¢oho w € MAX(L;), a teda aj w € MAX(L;) UMAX(L2). Podobne
ak w € Lo, z wx € L1 U Ly pre vietky z € X7 mame aj wz € La, z oho w € MAX(L3), a teda
aj w € MAX(L;) UMAX(Ly).

2: Nech ¥ = {a}, L1 = {a} a Ly = {aa}. Potom a € MAX(L;), z ¢oho a € MAX (L) UMAX(Lsy).
Na druhej strane ale a € MAX(L; U Ly) = MAX({a,aa}) = {aa}. O



Uloha 7.

a) Nech ¥, T' su abecedy, L C ¥* jazyk a h: ¥* — I'" homomorfizmus. Porovnajte jazyky
h(MAX(L)) a MAX(h(L)).

b) Ako by sa zmenilo riesenie predchadzajicej podilohy, ak by sme navySe predpokladali nevy-
mazavajucost homomorfizmu h?

Riesenie.
a) Dokéazeme, Ze vo vSeobecnosti nemusi platit ani jedna z inklazii h(MAX(L)) € MAX(h(L))
a h(MAX(L)) D MAX(h(L)).

¢: Uvazujme napriklad abecedy ¥ = {a,b}, I' = {a}, jazyk L = a*b a homomorfizmus
h: ¥* — T'* dany ako h(a) = h(b) = a. KedZe zrejme MAX(L) = L a MAX(a™) = 0, je

R(MAX(L)) = h(L) = a™

MAX(h(L)) = MAX(a") = 0,
takze h(MAX(L)) € MAX(h(L)).

2: UvaZzujme napriklad abecedy ¥ = T' = {a}, jazyk L = a* a homomorfizmus h: ¥* — I'™*
dany ako h(a) = e. Potom
h(MAX(L)) =h(0) =0

MAX(h(L)) = MAX({e}) = {e},
takze h(MAX(L)) 2 MAX(h(L)).

b) Dokazeme, ze za predpokladu nevymazavajicosti uvazovaného homomorfizmu h: ¥* — I'™* je
vzdy h(MAX(L)) 2 MAX(h(L)), kym opa¢né inklizia vo vSeobecnosti neplati.

¢: Homomorfizmus pouzity v kontrapriklade z podulohy a) je nevymazéavajuci.

DO: Nech w € MAX(h(L)). Potom 8pecidlne w € h(L), a teda existuje slovo u € L také, ze
w = h(u). Neexistuje navyse ziadne z € I'" také, ze wz € h(L).
Uvazujme teraz slovo u € L; dokdzeme, Ze v skuto¢nosti u € MAX(L). Za tcelom sporu
predpokladajme, Ze u ¢ MAX(L) — existuje teda y € X1 také, Ze uy € L. Potom
wh(y) = h(u)h(y) = h(uy) € h(L). Ak teda vezmeme = = h(y), je wx € h(L), pricom
7z nevymazavajicosti homomorfizmu h vyplyva, Ze * = h(y) € I'": spor s neexistenciou
takéhoto slova x pozorovanou vyssie.

Nutne teda v € MAX(L), z ¢oho w = h(u) € h(MAX(L)). O



