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Uloha 1. Zostrojte bezkontextovi gramatiku generujucu jazyk

L={a*cv|ieN; ve{a,b} o] =i}

nad abecedou ¥ = {a, b, c¢}. Spravnost svojej konstrukcie dokazte poriadnou matematickou indukciou.

RieSenie. DokaZeme, Ze jazyk L je generovany bezkontextovou gramatikou G = (N, T, P, o), kde

N ={o}, T ={a,b,c} a

P ={0o — aaca | aacb | c}.

Namiesto rovnosti L(G) = L dokazeme silnejsie tvrdenie F'(G) = F, kde

F={a*sv|ieN; ve{ab}l"; |v|=1i; s€{oc}}

Zrejme pritom F'NT* = L, takze z rovnosti F(G) = F naozaj vyplynie aj L(G) = L.

C:

U

Nech z € F(G), ¢ize 0 =™ x pre nejaké n € N. Indukciou vzhladom na n dokazeme, ze x € F.

Pren =0jex =0 = a¥svprei =0,s =0 av = ¢, pricom v takom pripade je aj

|v| = |e] = 0 =i; preto z € F.

Nech teraz tvrdenie plati pre n = k; uvazujme n = k + 1. Odvodenie o =**!  vieme v takom
pripade prepisat ako o = y = z, kde na odvodenie o =* y sa vztahuje indukény predpoklad.
To znamen4, 7e y = a®/tu pre nejaké j € N, u € {a,b}* take, 7e |u| = j a t € {o,c}.

KedZe y = x, musi slovo y obsahovat aspofi jeden neterminal — nutne teda ¢ = o. Slovo x
musi vzniknat zo slova y pouZitim niektorého z pravidiel o — aaca, 0 — aacb alebo ¢ — ¢
na jediny vyskyt neterminalu o v slove y. V prvom pripade dostivame z = a?*?cau; stadi
teda vziat i = j + 1, s = 0, v = au a zistujeme, Zze z = a**sv € F. Podobne v druhom pripade
je © = a®*20bu, takze mozeme vziat i = j+1, s =0, v = bu a x = a*'sv € F. V zostavajicom
pripade je © = a¥ cu, takZe pre i = j, s = ¢, v = u je opit = a*'sv € F.

: Dokazeme, Ze vietky slova v jazyku F — ¢ize vietky slovd o = a®*sv pre i € N, v € {a,b}* takeé,

ze || =i a s € {o,c} — st vetnymi formami v gramatike G. Indukciou vzhladom na i.

Pre i = 0 je bud & = o, alebo & = c. Stcasne ale 0 =Y 0 a vdaka existencii pravidla o — ¢
aj o0 = ¢; v oboch pripadoch teda z € F(G).

Nech teraz tvrdenie plati pre i = k; uvazujme i = k+1 a Iubovolné 2 = a®*+D sy pre v € {a, b}*
také, ze [v| = k+1 a s € {o,c}. Nech v = du pre nejaké d € {a,b} a u € {a,b}*. Z indukéného
predpokladu potom o =* a®*ou, z ¢oho pouzitim pravidla ¢ — aacd € P dostavame

2k k 2(k+1)

o=*a**ou = a**aacdu = a V.

Indukény krok je teda uz dokadzany v pripade, ze s = 0. Pre s = ¢ napokon pouzitim pravidla
o — ¢ z uvedeného dostavame

o =* a2kt gy = g2+,

)

takze naozaj = € F(G). O



Uloha 2. Zostrojte bezkontextovi gramatiku generujucu jazyk

L = {a™ba'ba’ | i,j € N}
(nad abecedou ¥ = {a, b}). Spravnost svojej konstrukcie dokazte poriadnou matematickou indukciou.
Rieenie. Dokazeme, ze L = L(G) pre gramatiku G = (N, T, P,0), kde N = {o,a}, T = {a,b} a

P={oc—aca|ab
a — aaa | b}.

Ukézeme, Ze slovo x € (N UT)* je vetnou formou gramatiky G préave vtedy, ked patri do jazyka F
obsahujiceho prave

(i) vietky slova a’oa’, kde j € N
(ii) a vietky slova a'™/sa'ba’, kde i,j € N a s € {a, b}.
KedZe evidentne F'NT* = L, vyplynie z tohto pozorovania aj rovnost L(G) = L.

C: Nech x € (NUT)* je vetnou formou gramatiky G — pre nejaké n € N teda o =" x. Indukciou
vzhladom na n dokaZzeme, 7e v € F.

Pre n =0 je x = o, ¢o je slovo tvaru (7). Predpokladajme teda platnost tvrdenia pre n = k € N
a uvazujme n = k + 1. Ak o =*+1 2 musi existovat slovo y € (N UT)* takeé, 7e 0 =% y = x.
Z indukéného predpokladu potom vyplyva, ze slovo y je tvaru (i) alebo (ii).

Ak y = a’oa’ pre nejaké j € N, vyplyva zo vztahu y = , Ze slovo « musi vzniknit z y pouzitim
niektorého z pravidiel ¢ — aca alebo ¢ — ab na jediny vyskyt netermindlu o v slove y.
V pripade pouzitia pravidla ¢ — aca je + = a’tloa’*!, o je slovo tvaru (7). Pre pravidlo
o — abje z = a’aba’ = a*aa’ba’, ¢o je slovo tvaru (ii). V oboch pripadoch teda z € F.

Ak y = a"Jsa’ba’ pre i,j € N a s € {a,b}, moze y = = platit iba v pripade, ze s = a; slovo
z dalej musi vzniknut z y pouZitim pravidla a — aaa alebo o — b na tento jediny vyskyt
neterminéalu o Pre prvé z tychto pravidiel dostavame z = a'aaaa’ba? = o)+’ 1bal,
¢o je slovo tvaru (ii); pre druhé z nich je z = a**/ba’ba’, ¢o je opit slovo tvaru (7). Aj tu teda
nutne z € F.

U

: Indukciou na j najprv dokazeme, ze st v gramatike G odvoditelné vietky slova a’ca’ pre j € N.
Pre j = 0 je trividlne 0 =* ¢ = a%¢a’. Predpokladajme teda platnost tvrdenia pre j = k € N
a uvazujme j = k + 1. Z indukéného predpokladu potom o =* afoa® = aFTloa*+!, kde
v poslednom kroku odvodenia sme pouzili pravidlo o — aca.

Indukciou na i teraz dokdzme, Ze pre vSetky ¢,j € N je v gramatike G odvoditelné slovo
a™Jaa'ba’. Pre i = 0 z dokdzaného dostavame o =* a/oa’ = a’aba’ = a®aa®ba’; v posled-
nom kroku odvodenia sme tu pouzili pravidlo ¢ — ab. Nech teda tvrdenie plati pre : = k € N
a uvazujme i = k+1. Z indukéného predpokladu potom o =* a¥aafba? = a ¥+ aak1ba’,
kde v poslednom kroku odvodenia sme pouzili pravidlo @ — aaa.

Zostava dokazat, Ze st v gramatike G odvoditelné aj vsetky slova a'*/ba’ba’ pre i,j € N.
7Z dokazaného ale 0 =* a'T/aa’bal = a'*Iba’ba?, kde v poslednom kroku sme pouzili pravidlo
a —b. O



Uloha 3. Zostrojte bezkontextovi gramatiku generujucu jazyk

L= {uca'ct/ev | u,v € {a,b}"; i,5 € N; #4(u) = i; #4(v) = j}

(nad abecedou ¥ = {a, b, c}). Spravnost svojej konstrukcie dokazte poriadnou matematickou induk-

ciou.

RieSenie. DokaZeme, Ze jazyk L je generovany bezkontextovou gramatikou G = (N, T, P, o), kde
N ={o,a,8}, T ={a,b,c} a

P={oc— acp
a— aaa | ba | ¢
B —bBb | Ba|c}.

Namiesto rovnosti L(G) = L dokaZeme silnejsie tvrdenie F'(G) = F, kde jazyk F' je dany ako

F = {0} Ufusaicbitv | u,v € {a,b}"s 1,5 € N; s € {a,ck; t € {B,ch: #alu) = i #4(v) = j}.

Zrejme FNT* = L, takZe z rovnosti F(G) = F naozaj vyplynie aj L(G) = L.

C:

U

Nech z € F(G), ¢ize o =" z pre nejaké n € N. Indukciou vzhladom na n dokazeme, ze z € F.

Pren =0jex = 0,atedax € F. Predpokladajme teraz, Ze tvrdenie plati pre n = k a uvazujme
n = k4 1. Nech 0 =**1 2. Pre nejaké y € (N UT)* potom o =F y = z, pri¢om na odvodenie
o =" y sa vztahuje indukény predpoklad. To znamena, 7e y € F.

Ak y = o, musi slovo x vzniknut zo slova y pouzitim pravidla o — acf, a teda x = acf € F.

V opaénom pripade y = usa‘ch’tv pre nejaké i,j € N, s € {a,c}, t € {B,¢} a u,v € {a,b}*
také, ze #4(u) =i a #p(v) = j. Kedze y = =, musi nastat jedna z dvoch nasledujucich situécii:

a) Je s = a a slovo z vznikne zo slova y pouzitim niektorého z pravidiel na jediny vyskyt
neterminalu o v slove y. V pripade, Ze ide o pravidlo a — aaa, je © = uaca’ ™ chity,
pricom #q(ua) = #4(u) +1 = i+ 1 a #p(v) = j; to znamend, ze x € F. V pripade
pouzitia pravidla a — ba je x = ubaa’ch’tv, pricom #4(ub) = #4,(u) =i a #4(v) = 7;
opit teda € F. Pouzitim pravidla o — ¢ napokon dostaneme z = uca’ch’tv, kde
#aq(u) =1 a #p(v) = j — Cize takisto x € F.

b) Je t = (B a slovo x vznikne zo slova y pouzitim niektorého pravidla na jediny vyskyt
neterminalu B v slove y. V pripade pouzitia pravidla 8 — bBb je x = usa’ch’!Bbo,
pricom #4(u) =i a #p(bv) = #p(v) +1 = j+1; v dosledku toho x € F. Pouzitim pravidla
B — Ba dostavame x = usa’ch’Bav, pricom #4(u) = i a #p(av) = #4(v) = j — opit
teda x € F. Pri pouziti pravidla 8 — ¢ napokon dostdvame x = usa’ch/cv, kde #4(u) =i
a #p(v) = j a aj v tomto pripade zistujeme, 7ze = € F.

: Dokézeme, Ze vSetky slova x v jazyku F' st vetnymi formami v gramatike G.

Akz=0,jeoc =0 =1z, atedaaj o =* z.

Indukciou vzhladom na ¢ dalej dokdZzme, Ze pre vSetky ¢ € N st vetnymi formami v G
vietky slovd z = uaa’cB, kde i € N a u € {a,b}* je slovo také, ze #4(u) = i. Pre i = 0
je = blacp pre nejaké ¢ € N a indukciou vzhladom na ¢ Tahko dokdzeme, 7e o =*
pre £ = 0 je o0 = acf = x; ak dalej predpokladame platnost tvrdenia pre £ = m, pre £ = m+1
z indukéného predpokladu dostivame o =* bmacf = b"tlacf = x, kde v poslednom
kroku sme pouzili pravidlo & — ba. Predpokladajme teraz, Zze dokazované tvrdenie plati
pre i = k a uvazujme i = k + 1. V takom pripade je z = uwaa®tlcs, kde u € {a,b}* je
také, Ze #q(u) = k + 1. Nutne potom u = u'ab’ pre nejaké ¢ € N a o' € {a,b}* také, ze
#.(u') = k. Z indukéného predpokladu dostéavame o =* v/aa”c a indukciou vzhladom na £
tak mozeme dokazat o =* uw'ab’aa®t'cf = z. Pre £ = 0 z dokazaného skutoéne vyplyva
o =% vad®cf = vaca*tef, kde v poslednom kroku bolo pouzité pravidlo a — aaa; ak dalej



pre £ =m je 0 =* Wabmaa’t1cp, tak aj pre £ = m + 1 pouzitim pravidla o — b dostavame
o =* dabmad e = vabmHaadktep.

Indukciou vzhladom na j teraz dokadZme, Ze pre vSetky i,j € N a vSetky slova u,v € {a,b}*
splhajice #4(u) = i a #,(v) = j je slovo z = uaa‘ch/ v vetnou formou v G. Pre j = 0
je x = uaa‘cBa’ pre nejaké i € N, u € {a,b}* s #4(u) = i a £ € N; indukciou vzhladom
na ¢ dokézeme, ze ¢ =* x. Pre £ = 0 uz mame dokizané o =* uaa’cB; ak teraz predpo-
kladame platnost tvrdenia pre £ = m, pre £ = m + 1 z indukéného predpokladu dostéavame
o =* uaa‘cfa™ = uaa'cfa™ !, kde v poslednom kroku bolo pouzité pravidlo f — Ba. Nech
teraz dokazované tvrdenie plati pre j = k; uvazujme j = k + 1. Nech 2 = uaa’ch*+! Bv pre ne-
jaké v € {a,b}* take, ze #4(v) = k + 1. Potom v = a’bv’ pre nejaké ¢ € N a v’ € {a,b}*
takeé, ze #4(v') = k. Z indukéného predpokladu potom o =* uaa‘ch®Bv’ a indukciou vzhladom
na ¢ mozeme dokazat aj o =* x: pre £ = 0 je 0 =* uaa’ch*fv’ = uaa’ch* 1 pbv’ = z, kde
v poslednom kroku bolo pouzité pravidlo 8 — b3b; ak tvrdenie plati pre f =m, pre f =m + 1
z indukéného predpokladu dostéavame o =* uaa’ch*+1 Ba™bv’ = uaa’ch* 1 a1’ = z, kde
v poslednom kroku bolo pouzité pravidlo 8 — Sa.

Pre vsetky 4,7 € N a u,v € {a,b}" s #4(u) = i a #4(v) = j napokon s pouzitim dokazaného
a pravidiel o — ¢ resp. 8 — ¢ dostavame

o =% uad'el Bv = uca'eh’ fu,

o =* vaa'ch! v = uaa'ch cv,

o =% uad'el! v = uca'ch’ fv = uca’el’ cv,

takze vsetky slova z jazyka F' st skutocne vetnymi formami v gramatike G. O



Uloha 4. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika s N = {0, o, 3,7}, T = {a,b} a

P ={oc —aabB | by | vy

a—pb|e
B—aB| BB
v — ay | b}.

Preved'te gramatiku G do redukovaného normélneho tvaru. Ekvivalenciu vyslednej gramatiky s po-
vodnou netreba dokazovat v pripade pouZitia §tandardnej konstrukcie; pri pouziti akejkolvek inej
konstrukcie je dokaz jej spravnosti nutny.

Riesenie. Gramatika G neobsahuje Zziadne pravidlo & — £ pre £ € N. MdZeme preto pristipit k naj-
deniu mnoziny ,terminujicich“ neterminalov S:

1. SO - {a77}7
2. 51 =5 U{o,a,v} ={o,a,7},
3. Sy =851 U{o,a,7} ={o,a,7} = S51.

Mame teda S = Sy = {0,a,v}. Po odstraneni ,neterminujicich® neterminalov (v tomto pripade
iba () a pravidiel, ktoré ich obsahuji, dostavame gramatiku s prepisovacimi pravidlami

o= by vy
a—e
v — ay | b.

Najdeme teraz mnoZinu dosiahnutelnych neterminalov H:
1. Hy={o},
2. Hy = HoU{y} ={0,7},
3. Hy=H,U{v}={o,v} = Hi.

Teda H = Hy = {o,7}. Po odstraneni nedosiahnutelnych neterminalov (v tomto pripade iba «)
dostavame gramatiku G’ = (N, T", P',0') s N' ={o,~v}, T' = {a,b}, 0’ =0 a

P={o—=by|yy
v — ay | b}.

Gramatika G’ je v redukovanom normalnom tvare. O



Uloha 5. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika s N = {0, , B}, T = {a, b} a

P={0— aaoB | ba | «
a — aaa | aa

B— BB | e}

Prevedte gramatiku G do Chomského normélneho tvaru. Ekvivalenciu vyslednej gramatiky s po-
vodnou netreba dokazovat v pripade pouZitia §tandardnej konstrukcie; pri pouziti akejkolvek inej
konstrukcie je dokaz jej spravnosti nutny.

Riesenie. Pre vSetky ¢ € T zavedme novy neterminal &, a pravidlo £, — ¢; nasledne nahradme
vSetky terminély ¢ na pravych stranach poévodnych pravidiel neterminélom &.. Po tejto transformécii
dostaneme gramatiku s pravidlami

o = &aba0B | & |
o — afaa | 5&&17
B— BB e,

§a = ay

& — b.

Zavedme dalej novy neterminal & s pravidlom & — € a predlzme neterminalom &, ,,prilis kratku®
pravu stranu pravidla ¢ — «. Ziskame tak gramatiku s pravidlami

o = aba0 B | &a | ale,
a = abea | Eaéa,

B— BB e,

§a — a,

& — b,

& — e

Zavedme napokon oznacenia

T = (J — gafaaﬁ)v

T = (a0 — aya)

a ,rozbime® prili§ dlhé pravé strany tychto dvoch pravidiel pomocou novych neterminalov, ¢im do-
staneme bezkontextovi gramatiku G' = (N',T,P’,0) s N’ = {0,0,8,84,%b, & Uy 15 Uy 20 Urpn }
a

P ={0 = &m 1 | G | e

a— athry1 | €ada
B— BB e,

Y1 = Eatm 2

Ury 2 = 0f8

Yry1 — Eat
(o —a
& — b
& — e} O



Uloha 6. Nech G = (N, T, P,o) je bezkontextova gramatika s N = {0, o, 3,7}, T = {a, b} a

P={oc— afaf | af | aby
a—afp | boby | a
B—af|e
v —bBB | BB | a}.

Preved'te gramatiku G do ,bezepsilonového* normélneho tvaru. Ekvivalenciu vyslednej gramatiky
s povodnou netreba dokazovat v pripade pouZitia §tandardnej konstrukcie; pri pouziti akejkol'vek inej
konstrukcie je dokaz jej spravnosti nutny.

Riesenie. Nadjdeme najprv mnozinu vymazavajicich neterminélov E:
1. Ey = {8},
2. By =EyU{B,v}=1{8,7},
3. By =E1U{B,7} = {87} = Er.

Teda E = Ey = {3,~}. Z pravidiel gramatiky G néasledne ziskame nasledujuce nové pravidla:

o — aBaf ~ o — afaf | afa | aaf | aa,
oc— af ~ oc—af | a,
o — aby ~ o — aby | ab,
a—aBf  ~  a—aBf|af|a,
a — boby ~ a — baby | bob,
a—a ~ a— a,
Boaf  ~  Boafla
B8 —¢ ~ 8 — e,
Y bBB e v BR8] b,
v — BB ~ Y= BB|B|e,
v —=a ~ v = a.

Po odstraneni duplikdtov a pravidiel s prazdnym slovom na pravej strane tak dostavame vysledni
gramatiku G’ = (N, T, P',0) s

P'={oc—aBaB | aBa | aaB | aa| aB | a|aby | ab
a—aff | af | alboby | bob
B—aB|a
T bBBILB L[ BB S a} O



