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Sada úloh na cvičenie č. 2
1. Nech L1 = {a2n | n ∈ N} a L2 = a∗.

a) Zostrojte a-prekladač M taký, že M(L1) = L2, alebo dokážte, že sa to nedá.
b) Zostrojte a-prekladač M taký, že M(L2) = L1, alebo dokážte, že sa to nedá.

2. Nech L1 = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) ≤ #b(w)} a L2 = {w ∈ {a, b, c}∗ | #a(w) ≤ #b(w) ≤ #c(w)}.
a) Zostrojte a-prekladač M taký, že M(L1) = L2, alebo dokážte, že sa to nedá.
b) Zostrojte a-prekladač M taký, že M(L2) = L1, alebo dokážte, že sa to nedá.

3. Nech Σ je abeceda. Zistite, či pre každý regulárny jazyk R ⊆ Σ∗ existuje a-prekladač M taký,
že pre všetky jazyky L ⊆ Σ∗ je M(L) = L ·R.

Pripomeňme si, že ľavým kvocientom jazyka L nad abecedou Σ podľa slova x ∈ Σ∗ nazývame jazyk

x\L = {w ∈ Σ∗ | xw ∈ L}

a pre ľubovoľný jazyk L′ ⊆ Σ∗ nazývame ľavým kvocientom jazyka L podľa jazyka L′ jazyk

L′\L =
⋃

x∈L′
(x\L) = {w ∈ Σ∗ | ∃x ∈ L′ : xw ∈ L}.

4. Nech Σ je abeceda. Zistite, či pre každý regulárny jazyk R ⊆ Σ∗ existuje a-prekladač M taký,
že pre všetky jazyky L ⊆ Σ∗ je M(L) = R\L.

Pripomeňme si, že pre ľubovoľnú abecedu Σ a jazyk L ⊆ Σ∗ je
√
L = {w ∈ Σ∗ | ww ∈ L}.

5. Nech Σ je abeceda. Zistite, či existuje a-prekladač M taký, že pre všetky jazyky L ⊆ Σ∗ je
M(L) =

√
L.

Jazyk L ⊆ Σ∗ je lokálny, ak existujú množiny T, V ⊆ Σ a U ⊆ Σ2 také, že

L = (TΣ∗ ∩ Σ∗V )− (Σ∗UΣ∗).

Jazyk L teda pozostáva z práve všetkých neprázdnych slov, ktorých prvé písmeno patrí do T , posledné
písmeno patrí do V a žiadna dvojica po sebe idúcich písmen nepatrí do U .

6. a) Dokážte, že každý lokálny jazyk je regulárny.
b) Nájdite príklad regulárneho jazyka, ktorý nie je lokálny.
c) Dokážte, že jazyk neprázdnych akceptačných výpočtov ΠM −{ε} a-prekladača M je vždy

lokálny.

A-prekladač M = (K,Σ1,Σ2, H, q0, F ) je 1-ohraničený, ak H ⊆ K × (Σ1 ∪ {ε})× (Σ2 ∪ {ε})×K.

7. Dokážte, že ku každému a-prekladaču M existuje ekvivalentný 1-ohraničený a-prekladač.

8.∗Nech Σ1,Σ2,Σ3 sú abecedy a M1 = (K1,Σ1,Σ2, H1, q0,1, F1), M2 = (K2,Σ2,Σ3, H2, q0,2, F2)
sú a-prekladače. Zostrojte a-prekladač M2 ◦M1 – tzv. zloženie a-prekladačov M1 a M2 – taký,
že pre všetky L ⊆ Σ∗

1 je (M2 ◦M1)(L) = M2(M1(L)).

Pri riešení úlohy môžete predpokladať, že prekladače M1 a M2 sú 1-ohraničené.

Pripomeňme si, že substitúciou nazývame zobrazenie τ : Σ∗ → 2Γ∗ také, že τ(ε) = {ε} a pre všetky u, v ∈ Σ∗

je τ(uv) = τ(u)τ(v).

9. Nájdite abecedy Σ,Γ a zobrazenie τ : Σ∗ → 2Γ∗ také, že pre všetky u, v ∈ Σ∗ je splnená
podmienka τ(uv) = τ(u)τ(v), ale τ nie je substitúcia. Podmienka τ(ε) = {ε} je teda v definícii
substitúcie skutočne podstatná.



Monoid alebo pologrupa s jednotkou je trojica (M, ·, 1), kde · : M×M →M je asociatívna binárna operácia
na M – je teda a · (b · c) = (a · b) · c pre všetky a, b, c ∈M – a 1 je neutrálny prvok vzhľadom na operáciu ·
– čiže a · 1 = 1 · a = a pre všetky a ∈M .

Homomorfizmus monoidov (M, ·, 1M ) a (N, ◦, 1N ) je zobrazenie h : M → N spĺňajúce nasledujúce dve
podmienky:

(i) h(1M ) = 1N ,

(ii) h(a · b) = h(a) ◦ h(b) pre všetky a, b ∈M .

Nech Σ,Γ sú abecedy. Vieme, že homomorfizmy h : Σ∗ → Γ∗ aj substitúcie τ : Σ∗ → 2Γ∗ sú jednoznačne
určené obrazmi písmen z abecedy Σ. Cieľom nasledujúcej úlohy je dokázať zovšeobecnenie týchto vlastností,
vďaka ktorému sa monoid (Σ∗, ·, ε) zvykne nazývať voľný nad Σ.

10. Nech Σ je abeceda, (M, ·, 1) monoid a f : Σ→M zobrazenie. Dokážte, že existuje práve jeden
homomorfizmus h : Σ∗ → M monoidov (Σ∗, ·, ε) a (M, ·, 1) taký, že h(c) = f(c) pre všetky
písmená c ∈ Σ.


