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Uloha 1. Nech ¥ je abeceda a Ly, Lo, Ly C ¥* jazyky. Porovnajte jazyky
(L1 N La)\Ls a (L1\L3) N (L2\L3).

Riesenie. Dokazeme, Ze (L1 N Lo)\Ls C (L1\L3) N (L2\L3), kym opac¢né inkluzia vo vSeobecnosti
neplati.

C: Nech w € (L1 N Ly)\ L3. Potom existuje = € L1 N Ly také, ze zw € Ls. Z prislusnosti slova x
do jazyka L1 N Ly dostavame x € Ly a sucasne x € Ly. Kedze x € L a xw € L3, je w € L1\ Ls;
podobne z x € Ly a xw € L3 vyplyva w € Lo\Ls. Zistujeme teda, ze w € L1\L3 a zaroven
w € LQ\Lg — Cize w € (Ll\Lg) N (Lg\Lg).

2: Uvazujme abecedu ¥ = {a} a jazyky L1 = {¢}, Ly = {a} a L3 = {¢,a}. Potom

(L1 N La)\L3 = O\{e,a} =0

(L1\L3) N (L2\L3) = {e,a} N{e} = {e},
takze (Ll N Lg)\Lg ) (Ll\Lg) N (LQ\Lg). ]
Uloha 2.

a) Nech X, T" s abecedy, L C X* jazyk a h: ¥* — TI'* homomorfizmus. Porovnajte jazyky
h(MAX(L)) a MAX(h(L)).

b) Ako by sa zmenilo riesenie predchadzajicej podilohy, ak by sme navyse predpokladali nevy-
mazéavajicost homomorfizmu h?

Riesente.
a) Dokazeme, Ze vo v8eobecnosti nemusi platit ani jedna z inklazii h(MAX(L)) € MAX(h(L))
a h(MAX(L)) O MAX(h(L)).
¢: Uvazujme napriklad abecedy ¥ = {a,b}, I' = {a}, jazyk L = a*b a homomorfizmus
h:¥* — T* dany ako h(a) = h(b) = a. KedZe zrejme MAX(L) = L a MAX(a™) = 0, je

h(MAX(L)) = h(L) = a*

MAX(h(L)) = MAX(a™) = 0,
takze h(MAX(L)) € MAX(h(L)).
2: Uvazujme napriklad abecedy ¥ =T' = {a}, jazyk L = a* a homomorfizmus h: ¥* — I'*

dany ako h(a) = . Potom
h(MAX(L)) =h(0)=10

MAX(h(L)) = MAX({e}) = {e},
takze h(MAX(L)) 2 MAX(h(L)).



b) Dokazeme, Ze za predpokladu nevymazavajicosti uvazovaného homomorfizmu h: ¥* — T'™* je
vzdy h(MAX(L)) 2 MAX(h(L)), kym opacné inkluzia vo vSeobecnosti neplati.

¢: Homomorfizmus pouzity v kontrapriklade z podulohy a) je nevymazavajuci.

O: Nech w € MAX(h(L)). Potom $pecidlne w € h(L), a teda existuje slovo u € L také, ze
w = h(u). Neexistuje navyse ziadne x € I'" také, ze wz € h(L).
Uvazujme teraz slovo u € L; dokdZzeme, Ze v skutocnosti u € MAX(L). Za u¢elom sporu
predpokladajme, Ze u ¢ MAX(L) — existuje teda y € X1 také, Ze uy € L. Potom
wh(y) = h(u)h(y) = h(uy) € h(L). Ak teda vezmeme = = h(y), je wx € h(L), pricom
7z nevymazavajtcosti homomorfizmu h vyplyva, Ze x = h(y) € I'": spor s neexistenciou
takéhoto slova x pozorovanou vyssie.
Nutne teda v € MAX(L), z ¢oho w = h(u) € h(MAX(L)). O



