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Úloha 1. Nech Σ je abeceda a L1, L2, L3 ⊆ Σ∗ jazyky. Porovnajte jazyky

(L1 ∩ L2)\L3 a (L1\L3) ∩ (L2\L3).

Riešenie. Dokážeme, že (L1 ∩ L2)\L3 ⊆ (L1\L3) ∩ (L2\L3), kým opačná inklúzia vo všeobecnosti
neplatí.

⊆: Nech w ∈ (L1 ∩ L2)\L3. Potom existuje x ∈ L1 ∩ L2 také, že xw ∈ L3. Z príslušnosti slova x
do jazyka L1∩L2 dostávame x ∈ L1 a súčasne x ∈ L2. Keďže x ∈ L1 a xw ∈ L3, je w ∈ L1\L3;
podobne z x ∈ L2 a xw ∈ L3 vyplýva w ∈ L2\L3. Zisťujeme teda, že w ∈ L1\L3 a zároveň
w ∈ L2\L3 – čiže w ∈ (L1\L3) ∩ (L2\L3).

6⊇: Uvažujme abecedu Σ = {a} a jazyky L1 = {ε}, L2 = {a} a L3 = {ε, a}. Potom

(L1 ∩ L2)\L3 = ∅\{ε, a} = ∅

a
(L1\L3) ∩ (L2\L3) = {ε, a} ∩ {ε} = {ε},

takže (L1 ∩ L2)\L3 6⊇ (L1\L3) ∩ (L2\L3).

Úloha 2.

a) Nech Σ,Γ sú abecedy, L ⊆ Σ∗ jazyk a h : Σ∗ → Γ∗ homomorfizmus. Porovnajte jazyky
h(MAX(L)) a MAX(h(L)).

b) Ako by sa zmenilo riešenie predchádzajúcej podúlohy, ak by sme navyše predpokladali nevy-
mazávajúcosť homomorfizmu h?

Riešenie.

a) Dokážeme, že vo všeobecnosti nemusí platiť ani jedna z inklúzií h(MAX(L)) ⊆ MAX(h(L))
a h(MAX(L)) ⊇ MAX(h(L)).

6⊆: Uvažujme napríklad abecedy Σ = {a, b}, Γ = {a}, jazyk L = a∗b a homomorfizmus
h : Σ∗ → Γ∗ daný ako h(a) = h(b) = a. Keďže zrejme MAX(L) = L a MAX(a+) = ∅, je

h(MAX(L)) = h(L) = a+

a
MAX(h(L)) = MAX(a+) = ∅,

takže h(MAX(L)) 6⊆ MAX(h(L)).

6⊇: Uvažujme napríklad abecedy Σ = Γ = {a}, jazyk L = a∗ a homomorfizmus h : Σ∗ → Γ∗

daný ako h(a) = ε. Potom
h(MAX(L)) = h(∅) = ∅

a
MAX(h(L)) = MAX({ε}) = {ε},

takže h(MAX(L)) 6⊇ MAX(h(L)).
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b) Dokážeme, že za predpokladu nevymazávajúcosti uvažovaného homomorfizmu h : Σ∗ → Γ∗ je
vždy h(MAX(L)) ⊇ MAX(h(L)), kým opačná inklúzia vo všeobecnosti neplatí.

6⊆: Homomorfizmus použitý v kontrapríklade z podúlohy a) je nevymazávajúci.

⊇: Nech w ∈ MAX(h(L)). Potom špeciálne w ∈ h(L), a teda existuje slovo u ∈ L také, že
w = h(u). Neexistuje navyše žiadne x ∈ Γ+ také, že wx ∈ h(L).
Uvažujme teraz slovo u ∈ L; dokážeme, že v skutočnosti u ∈ MAX(L). Za účelom sporu
predpokladajme, že u 6∈ MAX(L) – existuje teda y ∈ Σ+ také, že uy ∈ L. Potom
wh(y) = h(u)h(y) = h(uy) ∈ h(L). Ak teda vezmeme x = h(y), je wx ∈ h(L), pričom
z nevymazávajúcosti homomorfizmu h vyplýva, že x = h(y) ∈ Γ+: spor s neexistenciou
takéhoto slova x pozorovanou vyššie.
Nutne teda u ∈ MAX(L), z čoho w = h(u) ∈ h(MAX(L)).

2


