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Úloha 1. Nech L1, L2, L3 sú jazyky. Porovnajte jazyky L1\(L2 ∪ L3) a (L1\L2) ∪ (L1\L3).

Riešenie. Dokážeme, že L1\(L2 ∪ L3) = (L1\L2) ∪ (L1\L3).

⊆: Nech w ∈ L1\(L2 ∪ L3). Potom existuje x ∈ L1, pre ktoré je xw ∈ L2 ∪ L3. To znamená,
že xw ∈ L2 alebo xw ∈ L3. Ak xw ∈ L2, je w ∈ L1\L2, a teda aj w ∈ (L1\L2) ∪ (L1\L3).
Ak xw ∈ L3, je w ∈ L1\L3, a teda opäť w ∈ (L1\L2) ∪ (L1\L3).

⊇: Nech w ∈ (L1\L2) ∪ (L1\L3). Potom w ∈ L1\L2 alebo w ∈ L1\L3. Ak w ∈ L1\L2, musí
existovať x ∈ L1 také, že xw ∈ L2. Potom ale tiež xw ∈ L2 ∪ L3, z čoho w ∈ L1\(L2 ∪ L3).
Podobne pre w ∈ L1\L3 existuje x ∈ L1 také, že xw ∈ L3 – z toho xw ∈ L2 ∪ L3, a teda
w ∈ L1\(L2 ∪ L3).

Úloha 2.

a) Nech Σ,Γ sú abecedy, L ⊆ Σ∗ jazyk a h : Σ∗ → Γ∗ homomorfizmus. Porovnajte jazyky
h(pref(L)) a pref(h(L)).

b) Nech Σ,Γ sú abecedy, L ⊆ Γ∗ jazyk a h : Σ∗ → Γ∗ homomorfizmus. Porovnajte jazyky
h−1(pref(L)) a pref(h−1(L)).

Riešenie.

a) Dokážeme, že h(pref(L)) ⊆ pref(h(L)), kým opačná inklúzia vo všeobecnosti neplatí.

⊆: Nech w ∈ h(pref(L)). Potom existuje u ∈ pref(L) také, že w = h(u). Keďže u ∈ pref(L),
existuje v ∈ Σ∗ také, že uv ∈ L. Potom ale h(uv) ∈ h(L), z čoho

wh(v) = h(u)h(v) = h(uv) ∈ h(L),

a teda w ∈ pref(h(L)).

6⊇: Nech Σ = Γ = {a} a nech h : a∗ → a∗ je daný ako h(a) = aa. Nech L = {a}. Potom
h(pref(L)) = h({ε, a}) = {ε, aa}, kým pref(h(L)) = pref({aa}) = {ε, a, aa}. Evidentne
h(pref(L)) 6⊇ pref(h(L)).

b) Dokážeme, že h−1(pref(L)) ⊇ pref(h−1(L)), kým opačná inklúzia vo všeobecnosti neplatí.

6⊆: Uvažujme abecedy Σ = Γ = {a} a homomorfizmus h : a∗ → a∗ daný ako h(a) = aa.
Nech L = {a}. Potom pref(L) = {ε, a}, a teda h−1(pref(L)) = {ε}. Na druhej strane ale
h−1(L) = ∅, z čoho pref(h−1(L)) = ∅. Evidentne h−1(pref(L)) 6⊆ pref(h−1(L)).

⊇: Nech w ∈ pref(h−1(L)). Potom existuje v ∈ Σ∗ také, že wv ∈ h−1(L), z čoho h(wv) ∈ L.
Potom ale aj h(w)h(v) = h(wv) ∈ L, a teda h(w) ∈ pref(L), z čoho napokon dostávame
w ∈ h−1(pref(L)).
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