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Uloha 1. Zostrojte bezkontextovti gramatiku generujicu jazyk

L= {w10w20w30w | w1, W, W3, W € {CL’ b}*; |w| = #a(wl) + #b(w2) + #a(w3)}

(nad abecedou ¥ = {a, b, c}). Spravnost svojej konstrukcie dokazte poriadnou matematickou induk-
ciou.

Riesenie. Dokazeme, 7e jazyk L je generovany bezkontextovou gramatikou G = (N, T, P,o), kde
N ={o,a,8}, T ={a,b,c} a

P={0c —aoca|aob | bo | ca
a — baa | bab | aa | ¢f
B —aPa|afb|bp|c}.
Namiesto rovnosti L(G) = L dokazeme silnejsie tvrdenie F'(G) = F', kde F je jazyk obsahujuci prave:
(1) vsetky slova wiow pre wi,w € {a,b}* také, ze |w| = #4(w1);
(i7) vSetky slova wicwaaw pre wi, we, w € {a,b}* také, ze |w| = #q(w1) + #p(w2);
(731) vSetky slova wicwacwsBw pre wy, we, w3, w € {a,b}* také, ze |w| = #4(w1) +#p(w2) + #a(w3);
(iv) vBetky slova wicwacwscw pre wy, we, w3, w € {a,b}* také, ze |w| = #q(w1) + #p(w2) + #a(w3).
Zrejme F'NT* = L, takZe z rovnosti F(G) = F naozaj vyplynie aj L(G) = L.
C: Nech z € F(G), ¢ize 0 =" x pre nejaké n € N. Indukciou vzhladom na n dokézeme, 7e = € F.

Pre n = 0 je z = 0 = wjow pre w1 = w = &, priCom v takom pripade je |w| = #4(w1)
— teda x € F. Predpokladajme teraz, ze tvrdenie plati pre n = k a uvazujme n = k + 1.
Nech o =**! . Pre nejaké y € (N UT)* potom o =F y = x, pricom na odvodenie o =* y
sa vztahuje indukény predpoklad. To znamené, Ze y € F a slovo y tak musi byt jedného z tvarov

(1) az (iv).
(i) Ak y = wiow pre nejaké wy,w € {a,b}* splhajice |w| = #4(w;), musi vetna forma z
vzniknat z y pouZitim niektorého z pravidiel na jediny vyskyt neterminalu o.
V pripade pouzitia pravidla ¢ — aca dostavame x = wijacaw, pri¢om

law| = |w| + 1 = #4(w1) + 1 = #4(w1a).

Vetna forma x je tak tvaru (i), takze x € F.
Pouzitim pravidla ¢ — acb dostdvame x = wiacbw, pricom

lbw| = |w| 4+ 1 = #4(w1) + 1 = #4(w1a).

Vetna forma x je tak tvaru (i), takze x € F.

Pouzitim pravidla ¢ — bo dostavame x = wibow, pri¢om

[w| = #a(w1) = #a(wib).

Vetna forma x je tak tvaru (i), takze x € F.

Pouzitim pravidla ¢ — ca napokon dostavame x = wjcaw, pricom
|w| = F#a(w1).

Pre we = € tak moézeme pisat aj x = wjcwoaw, pricom |w| = #4(w1) + #p(w2). Vetna
forma z je teda tvaru (i), ¢ize aj v tomto pripade je x € F.



(i)

(iid)

Ak y = wicwsaw pre nejaké wi,ws,w € {a,b}* splhajuce |w| = #4(wy) + #p(wo),
vznikne vetna forma x z vetnej formy y pouzitim niektorého z pravidiel na jediny vyskyt
neterminélu a.

Pouzitim pravidla o — baa dostavame x = wicwobaaw, pricom

law| = |w| + 1 = #4(w1) + F#p(w2) + 1 = #a(w1) + #o(w2b).

Vetna forma x je tak tvaru (ii), ¢ize = € F.

Pouzitim pravidla o — bab dostavame x = wqcwobabw, pricom

bw| = |w| + 1 = F#a(w1) + #p(w2) + 1 = #a(w1) + #p(w2d).

Vetna forma x je tak tvaru (ii), ¢ize = € F.

Pouzitim pravidla o — aa dostdvame = = wqcwoacw, pricom

|w| = #a(w1) + #p(w2) = #a(w1) + F#p(waa).

Vetna forma x je tak tvaru (ii), ¢ize = € F.

Pouzitim pravidla o — ¢f dostavame x = w1 cwocBw, pricom

[w| = #a(w1) + #o(w2).
Pre ws = ¢ teda = wicwacwsBw, kde |w| = #4(w1) + #p(w2) + #4(w3). Vetna forma x
je tak tvaru (iii), ¢ize z € F.

Ak y = wicwacwsfw pre nejaké wi, wa, w3, w € {a,b}* s |w| = #4(w1)+#Hp(w2) +H#a(ws),
vznikne vetna forma x z vetnej formy y pouzitim niektorého z pravidiel na jediny vyskyt
neterminélu 5.

Pouzitim pravidla 8 — afa dostdvame z = w;cwacwsaBaw, pricom

law| = |w] + 1 = F#a(wr) + #o(w2) + #a(wz) + 1 = F#a(wr) + #p(w2) + #a(wza).

Vetna forma z je tak tvaru (iii), ¢ize z € F.
Pouzitim pravidla g — af8b dostavame x = wicwacwsaBbw, pricom

bw| = |w| + 1 = #a(wr) + #p(w2) + #alwz) + 1 = F#a(wr) + #p(w2) + #4(w3a).

Vetna forma z je tak tvaru (iii), ¢ize z € F.
Pouzitim pravidla f — b8 dostdvame x = wicwacwsbBw, pricom

(w| = #q(w1) + #o(w2) + #a(wz) = #alwr) + #Fp(w2) + #a(wsd).

Vetna forma z je tak tvaru (iii), ¢ize z € F.

Pouzitim pravidla f — ¢ dostavame x = wcwocwscw, pricom

lw| = Fa(w1) + Fp(w2) + F#a(ws).

Vetna forma x je tak tvaru (iv), ¢ize x € F.

Ak y = wycwacwscw pre nejaké wy, we, ws, w € {a,b}* s |w| = #q(w1)+#p(w2) +#a(ws),
neobsahuje vetné forma y ziaden neterminal. Tym padom nemdze platit ani y = z: tento
pripad teda vobec nemoéze nastat.



D: Dokézeme, ze vSetky slova x v jazyku F st vetnymi formami v gramatike G.

(4)

(iid)

Uvazujme najprv slovd x = wyow, kde wi, w € {a,b}* st také, ze |w| = #4(w1): indukciou
vzhladom na |w;| dokdzeme, ze x € F(G).

Ak |wi| = 0, musi byt aj #4(w1) = 0 a v désledku toho |w| = 0. Preto z = o, pricom
trividlne o =* o, a teda x € F(G).

Predpokladajme teraz platnost tvrdenia pre |wi| = k € N a uvazujme Iubovolné slovo
r = wiow také, ze wi,w € {a,b}*, |w| = #4(w1) a |wi| = k + 1. Potom w; = wis
pre nejaké w) € {a,b}* s |wj| =k a s € {a,b}. Ak s = a, musi byt |w| = #4(w1) > 1,
a teda w = tw’ pre nejaké t € {a,b} a w' € {a,b}*. Evidentne potom |w'| = #,(w})
a s pouzitim indukéného predpokladu a pravidla ¢ — aot € P dostavame

/ / / /
o =" wiow = wiactw' = wiow = x,

a teda skutotne z € F(G). Ak s = b, je |w| = #4(w}), z ¢oho s pouzitim indukéného
predpokladu a pravidla ¢ — bo € P dostavame

o =" wiow = wibow = wiow = z,

a teda aj v tomto pripade je x € F(G).
Uvazujme slova x = wycwaow, kde wy, wa, w € {a,b}* st také, ze |w| = #4(w1) + #p(w2):
indukciou vzhladom na |wa| dokdzeme, Ze z € F(G).
Ak |wg| =0 — t. j. ak wp = ¢ — musi byt aj #(w2) = 0 a v dosledku toho |w| = #4(w1).
S pouzitim tvrdenia dokdzaného vysSie pre slova tvaru (i) a pravidla 0 — ca € P tak
dostavame

o =" wiow = wicow = Wicw20w = T,

¢ize x € F(G).
Predpokladajme teraz platnost tvrdenia pre |we| = k € N a uvazujme ubovolné slovo
r = wicwaaw takeé, ze wi,wa,w € {a,b}”, |w| = #q(w1) + #p(w2) a |we| = k + 1.
Potom wy = w}s pre nejaké w), € {a,b}* s |wh| = k a s € {a,b}. V pripade, Ze s = a, je
|w| = #4(w1)+#p(wh), z Coho s pouzitim indukéného predpokladu a pravidla a« — aa € P
dostavame

o =" wicwhaw = wicwjaaw = wicwyow = x,

a teda x € F(G). Ak s = b, musi byt |w| = #a(w1) + #s(w2) > 1, a teda w = tw’

pre nejaké ¢t € {a,b} a w’ € {a,b}*. Evidentne potom |w'| = #4(w1) + #p(wh); s pouzitim
indukéného predpokladu a pravidla a — bat € P teda dostavame

o =" wlcwéaw' = wlcwébatw’ = WiCWqW = T

a aj v tomto pripade je z € F(G).

Uvazujme dalej slova tvaru z = wicwaycwsfw, kde wy, we, w3, w € {a,b}* su také, Ze
|w| = #4(w1) + #p(w2) + #4(ws): indukciou vzhladom na |ws| dokédzeme, ze = € F(G).
Ak |ws| = 0 — t. j. ak w3 = ¢ — musi byt aj #4(w3) = 0 a v dosledku toho |w| =
#a(w1) + #p(w2). S pouzitim tvrdenia dokdzaného vyssie pre slova tvaru (ii) a pravidla
a — ¢f € P tak dostavame

o =" wicwraw = wycwycfw = wicwrcwsfw = x,

¢ize z € F(G).

Predpokladajme platnost dokazovaného tvrdenia pre |ws| = k € N a uvazujme l'ubovolné
slovo z = wycwacwsfw take, ze wy, wa, ws, w € {a, b}, |w| = #a(w1) + #p(w2) + #4(ws3)
a |ws| = k+ 1. Potom w3 = w}s pre nejaké wh € {a,b}* s |w| =k as € {a,b}. Ak s =a,
musi byt |w| = #4(w1) + #p(w2) + #a(ws) > 1, a teda w = tw’ pre nejaké t € {a,b}



(iv)

Uloha 2.

aw' € {a,b}*. Evidentne potom |w'| = #¢q(w1)+#p(w2)+#4(wh) as pouzitim indukéného
predpokladu a pravidla 8 — aft € P dostavame

o =" wlcwgcwéﬂw’ = wlcwgcwéaﬁtw’ = wicwocwsfw = x,

a teda z € F(G). Ak s = b, je |w| = #q(w1) + #p(w2) + #4(wh), z ¢oho s pouzitim
indukéného predpokladu a pravidla 8 — b8 € P dostéavame

o =" wlcwgcwéﬁw = wlcwgcwgbﬁw = wicwocwzfw = x,

a teda opit = € F(G).

UvaZzujme napokon slova tvaru z = wjcwocwscw, kde wy, we, w3, w € {a,b}* su také, ze
|lw| = #a(w1) + #p(w2) + #a(w3). S pouzitim tvrdenia dokazaného vyssie pre slova tvaru
(7i1) a pravidla 5 — ¢ pre kazdé takéto slovo dostavame

o =" wicwrcwsBw = wicwacwzcw = T,
a teda z € F(G). O

Nech G = (N, T, P, o) je bezkontextova gramatika s aspon jednym pravidlom, v ktorej je

najdlhsia prava strana pravidla dizky k € N — {0} - ¢ize P # 0 a

max{|z| |z € (NUT)*; 3 e N:{ -z € P} =k.

Nech n € Naz € (NUT)* je vetna forma v gramatike G taka, ze

g =0

Najdite tesny horny odhad na dlzku vetnej formy z zévisiaci len od hodnot n a k.

Rieenie. DokaZeme, Ze hladany tesny horny odhad je pre vietky n € N a k € N — {0} dany ako
f(n,k)=n(k—1)+1.

Ukéazeme najprv, Ze ide o horng odhad: uvazujme teda l'ubovolné n € N, k € N— {0}, Iubovolnu
bezkontextovu gramatiku G = (N,T,P,0) s P# 0 as

max{|z| |z € (NUT)"; e N:{ -z € P}t=k

a lubovolnu vetna formu x € (N UT)* taka, ze

g =6 T

Potrebujeme dokézat, ze |z| < f(n, k). Indukciou vzhladom na n € N. Pre n =0 je x = 0, a teda

Z| =1<0(k—1)+1=f(0,k).

Predpokladajme d’alej platnost tvrdenia pre n = s € N a uvazujme n = s + 1. Nech x € (NUT)* je

také, Ze

o :>SC‘;+1 z.

Potom existuja slova 21, z2,u € (N UT)* a neterminal £ € N také, 7e ¢ > u € P a

o =g x1éry = Tiurs = .

7 indukéného predpokladu pritom

7 ¢oho

|x1€xa| < f(s,k) =s(k—1)+1,

1] + |22| = |w1€ma| — 1 < s(k —1).



Preto
2] = |z1uze| = (|o1] + |22]) + [u| <s(k 1) +k=(s+1)(k—1) + 1= f(s + 1,k),

¢o bolo treba dokazat.

Zostava nahliadnut, ze ndjdeny horny odhad je tesny. Uvazujme teda napriklad, pre Tubovolné
k € N — {0}, bezkontextovt gramatiku Gy = ({o},{a},{c — a*"'o}, o). Najdlhiia prava strana
pravidla v tejto gramatike je evidentne dlzky k. Pre vietky n € N dalej uvazujme slovo z,, = a™*~1g.
Evidentne |z,| = n(k—1)+1. Zostava dokazat, ze 0 =, ;. Indukciou vzhladomnan € N:pren = 0
je g = o, pricom trividlne o =>%k o. Predpokladajme dalej platnost tvrdenia pre n = s € N
a uvazujme n = s + 1. S pouzitim indukéného predpokladu a pravidla o — a*~'o potom

. :>8Gk Ty = as(kfl)o_ =a, as(kfl)akflo_ — a(erl)(kfl)O_ = Toi1,

a teda naozaj
o :>SG+k1 Tsi1- O



