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Uloha 1. Zostrojte bezkontextovti gramatiku generujicu jazyk

L = {uca’ctev | u,v € {a,b}*; i, € N; #,(u) =i; #4(v) = j}

(nad abecedou ¥ = {a, b, c}). Spravnost svojej konstrukcie dokazte poriadnou matematickou induk-

ciou.

RieSenie. Dokazeme, Ze jazyk L je generovany bezkontextovou gramatikou G = (N, T, P, o), kde

N ={o,a,5}, T ={a,b,c} a

P={0— acf
a— aaa | ba | c
B —bBb | Ba | c}.

Namiesto rovnosti L(G) = L dokaZeme silnejsie tvrdenie F(G) = F, kde jazyk F' je dany ako

F

= {o} U {usa'ct/tv | u,v € {a,b}*; i,j € N; s € {a,c}; t € {B,c}; #alu) =15 #u(v) = j}.

Zrejme F'NT* = L, takZe z rovnosti F'(G) = F naozaj vyplynie aj L(G) = L.

C:

U

Nech z € F(G), ¢ize 0 =™ x pre nejaké n € N. Indukciou vzhladom na n dokézeme, 7e = € F.

Pren =0jex = 0, atedaz € F. Predpokladajme teraz, Ze tvrdenie plati pre n = k a uvazujme
n = k4 1. Nech 0 =**! 2. Pre nejaké y € (N UT)* potom o =F y = z, priom na odvodenie
o =" y sa vztahuje indukény predpoklad. To znamena, 7ze y € F.

Ak y = o, musi slovo x vzniknut zo slova y pouzitim pravidla o — acf, a teda x = acf € F.

V opaénom pripade y = usa‘ch’tv pre nejaké i,j € N, s € {a,c}, t € {B,¢} a u,v € {a,b}*
také, ze #4(u) =i a #p(v) = j. KedZe y = z, musi nastat jedna z dvoch nasledujucich situacii:

a) Je s = a a slovo x vznikne zo slova y pouzitim niektorého z pravidiel na jediny vyskyt
neterminélu o v slove y. V pripade, Ze ide o pravidlo o — aaa, je © = uaca’* cbitv,
pricom #g(ua) = #q(u) +1 = i+ 1 a #p(v) = j; to znamena, ze x € F. V pripade
pouzitia pravidla o — ba je = ubaa’ch’tv, pricom #4(ub) = #4(u) = i a #4(v) = j;
opit teda z € F. Pouzitim pravidla o — ¢ napokon dostaneme z = wuca’ch/tv, kde
#q(u) =i a #p(v) = j — Cize takisto x € F.

b) Je t = (B a slovo x vznikne zo slova y pouzitim niektorého pravidla na jediny vyskyt
neterminalu B v slove y. V pripade pouzitia pravidla 8 — bBb je x = usa’ch/!Bbo,
pricom #,(u) =i a #4(bv) = #p(v) +1 = j+1; v dosledku toho x € F. Pouzitim pravidla
B — Ba dostavame x = usa’ch’Bav, pricom #4(u) = i a #p(av) = #4(v) = j — opit
teda x € F. Pri pouziti pravidla 3 — ¢ napokon dostédvame = = usa’ch/cv, kde #4(u) =i
a #,(v) = j a aj v tomto pripade zistujeme, ze z € F.

: Dokézeme, Ze vSetky slova x v jazyku F' st vetnymi formami v gramatike G.

Ak z =0, je 0 =% 0 =z, ateda aj o =* .

Indukciou vzhladom na ¢ dalej dokdZzme, Ze pre vSetky ¢ € N st vetnymi formami v G
vietky slovd z = uaa’cB, kde i € N a u € {a,b}* je slovo také, ze #4(u) = i. Pre i = 0
je = blacB pre nejaké ¢ € N a indukciou vzhladom na ¢ Tahko dokdZeme, Ze o =* z:
pre £ =0 je 0 = acfl = x; ak d'alej predpokladame platnost tvrdenia pre £ = m, pre £ = m+1
z indukéného predpokladu dostavame o =* bmacf = b™lacf = z, kde v poslednom
kroku sme pouzili pravidlo &« — ba. Predpokladajme teraz, Zze dokazované tvrdenie plati



pre i = k a uvazujme i = k + 1. V takom pripade je x = uaa*t'cB, kde u € {a,b}* je
také, Ze #q(u) = k + 1. Nutne potom u = u/ab’ pre nejaké ¢ € N a v’ € {a,b}* také, 7e
#.(u') = k. Z indukéného predpokladu dostavame o =* v/aa”cf a indukciou vzhladom na ¢
tak mozeme dokazat o =* w'ab’aad®tlcf = x. Pre £ = 0 z dokézaného skuto¢ne vyplyva
o =* vadfcf = vaaad®t1cp, kde v poslednom kroku bolo pouzité pravidlo o — aaa; ak dalej
pre £ =m je 0 =* Wab™aad"T1¢B, tak aj pre £ = m + 1 pouzitim pravidla o — bor dostavame
o =* vabmad e = vabmH aadktes.

Indukciou vzhladom na j teraz dokazme, Ze pre vSetky i,57 € N a v8etky slova u,v € {a,b}*
spliiajiice #4(u) = i a #,(v) = j je slovo x = uaa’ch! v vetnou formou v G. Pre j = 0
je * = uaa‘cBa’ pre nejaké i € N, u € {a,b}* s #4(u) = i a £ € N; indukciou vzhladom
na ¢ dokdzeme, ze o0 =* x. Pre £ = 0 uz mame dokizané ¢ =* uaa’cf; ak teraz predpo-
kladdme platnost tvrdenia pre ¢ = m, pre £ = m + 1 z indukéného predpokladu dostavame
o =* uaa‘cBa™ = uaa’cfa™Tt, kde v poslednom kroku bolo pouzité pravidlo f — [a. Nech
teraz dokazované tvrdenie plati pre j = k; uvazujme j = k + 1. Nech 2 = uaa’ch*+1 Bv pre ne-
jaké v € {a,b}* take, ze #4(v) = k + 1. Potom v = a’bv’ pre nejaké ¢ € N a v’ € {a,b}*
také, ze #,(v') = k. Z indukéného predpokladu potom o =* uaa’eb® B’ a indukciou vzhladom
na ¢ moézeme dokazat aj o =* x: pre £ = 0 je 0 =* uaa'ch*fv’ = uaad’ch* 15w’ = z, kde
v poslednom kroku bolo pouzité pravidlo 8 — bBb; ak tvrdenie plati pre £ = m, pre f = m + 1
z indukéného predpokladu dostavame o =* uaa’ch*+18a™bv’ = uaa’ch* 1 ga™ b’ = x, kde
v poslednom kroku bolo pouzité pravidlo 8 — Sa.

Pre vsetky i,j € N a u,v € {a,b}* s #4(u) = i a #4(v) = j napokon s pouzitim dokazaného
a pravidiel @ — ¢ resp. § — ¢ dostavame

o =* vaa'ch! v = uca'ch’ fu,

o =% uad'el! v = uaa‘ch cv,

o =% uad'el! Bv = uca'eh’ fv = uca'el cv,
takze vSetky slova z jazyka F' st skuto¢ne vetnymi formami v gramatike G. 0

Uloha 2. Zovieobecnenou bezkontextovou gramatikou nazveme — iba pre ucely tejto tlohy — Stvo-
ricu G = (N,T,P,z), kde N je abeceda neterminalov, T je abeceda terminalov, N N T = 0,
P C N x (NUT)* je koneéna mnozina prepisovacich pravidiel a = € (N UT)* je po¢iato¢na vetna
forma, tzv. aridma. Relaciu =¢ kroku odvodenia v gramatike G definujeme rovnako ako pre bez-
kontextové gramatiky a jazyk generovany gramatikou G je dany ako

L(G)={weT" |z = w}.

Kazda bezkontextova gramatika je evidentne zaroven aj zovieobecnenou bezkontextovou gramatikou.
Zistite, ¢i ku kazdej zovseobecnenej bezkontextovej gramatike G existuje bezkontextova gramatika G’
taka, ze L(G') = L(G). Svoje tvrdenie dokazte; v pripade konstrukcie ekvivalentnej gramatiky G’
dokazte jej spravnost poriadnou matematickou indukciou.

Riesenie. Dokazeme, ze kazda zovSeobecnenéd bezkontextova gramatika G = (N, T, P, x) je ekviva-
lentna bezkontextovej gramatike G’ = (N, T, P', o), kde 0 ¢ NUT je novy neterminal, N' = NU{c}
aP' =PU{oc— z}.

Aj pre zov8eobecnenu bezkontextovi gramatiku G mdZzeme definovat jazyk vetnych foriem
FG)={z€ (NUD)" |z =4 z};

evidentne F(G) NT* = L(G). Namiesto tvrdenia L(G’) = L(G) tak staci dokazat silnejsie tvrdenie
F(G') = F(G) U{o} — v takom pripade totiz

L(G') = F(G'YNT* = (F(G)U{o}) NT* = F(G)NT* = L(G).



C:

U

Nech z € F(G'). Pre nejaké n € N potom o =, z. Indukciou vzhladom na n dokazeme, Ze
z € F(G)U{o}.

Ak n = 0, nutne z = 0 € F(G) U {o}. Predpokladajme teda platnost tvrdenia pre n = k
auvazujme n = k+1. Nech z € (NUT)* je také, ze o :éﬁl z. Pre nejaké y € (NUT)* potom
o=k, y =c 2z Kedze 0 =%, y, z indukénsho predpokladu dostavame y € F(G) U {o}. Ak
y = o, musi slovo z vzniknut zo o pouZitim pravidla c — z, ateda z = x € F(G) C F(G)U{c}.
Ak y € F(G), nutne #,(y) = 0 a slovo z musi vzniknit z y pouzitim niektorého pravidla z P’
na niektory neterminél v slove y. Kedze #4(y) = 0, nemoéze ist o pravidlo o — z, a teda musi
byt pouzité pravidlo z P. To znamen4, 7e aj y = ¢ z a z predpokladu y € F(G) tak dostavame

aj z€ F(G) C F(G)U{o}.

: UvaZujme teraz [ubovolné z € F(G)U {o} a dokdzme, 7e 0 =¢, 2. Ak 2 =0, je 0 =0, 0 = z,

a teda aj 0 =7, z. Ak z € F(G), pre nejaké n € N musi byt =@ 2. Indukciou vzhladom
na n dokazeme, ze o0 =7, 2.

Pren = 0 je z = x a v takom pripade je 0 =g = = 2, ateda aj 0 =, 2. Predpokladajme teraz
platnost tvrdenia pre n = k a uvazujme n = k + 1. Nech z € (N UT)* je také, ze = :>Ié+1 zZ.
Pre nejaké y € (N UT)* je v takom pripade x :>’é Yy =¢ 2. Z indukéného predpokladu potom

o=t yakedze P C P/, nutne aj 0 =5 y = 2. O



