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Úloha 1. Zostrojte bezkontextovú gramatiku generujúcu jazyk

L = {w1cw2cw3cw | w1, w2, w3, w ∈ {a, b}∗; |w| = #a(w1) + #b(w2) + #a(w3)}

(nad abecedou Σ = {a, b, c}). Správnosť svojej konštrukcie dokážte poriadnou matematickou induk-
ciou.

Riešenie. Dokážeme, že jazyk L je generovaný bezkontextovou gramatikou G = (N,T, P, σ), kde
N = {σ, α, β}, T = {a, b, c} a

P = {σ → aσa | aσb | bσ | cα
α→ bαa | bαb | aα | cβ
β → aβa | aβb | bβ | c}.

Namiesto rovnosti L(G) = L dokážeme silnejšie tvrdenie F (G) = F , kde F je jazyk obsahujúci práve:

(i) všetky slová w1σw pre w1, w ∈ {a, b}∗ také, že |w| = #a(w1);

(ii) všetky slová w1cw2αw pre w1, w2, w ∈ {a, b}∗ také, že |w| = #a(w1) + #b(w2);

(iii) všetky slová w1cw2cw3βw pre w1, w2, w3, w ∈ {a, b}∗ také, že |w| = #a(w1)+#b(w2)+#a(w3);

(iv) všetky slová w1cw2cw3cw pre w1, w2, w3, w ∈ {a, b}∗ také, že |w| = #a(w1)+#b(w2)+#a(w3).

Zrejme F ∩ T ∗ = L, takže z rovnosti F (G) = F naozaj vyplynie aj L(G) = L.

⊆: Nech x ∈ F (G), čiže σ ⇒n x pre nejaké n ∈ N. Indukciou vzhľadom na n dokážeme, že x ∈ F .
Pre n = 0 je x = σ = w1σw pre w1 = w = ε, pričom v takom prípade je |w| = #a(w1)
– teda x ∈ F . Predpokladajme teraz, že tvrdenie platí pre n = k a uvažujme n = k + 1.
Nech σ ⇒k+1 x. Pre nejaké y ∈ (N ∪ T )∗ potom σ ⇒k y ⇒ x, pričom na odvodenie σ ⇒k y
sa vzťahuje indukčný predpoklad. To znamená, že y ∈ F a slovo y tak musí byť jedného z tvarov
(i) až (iv).

(i) Ak y = w1σw pre nejaké w1, w ∈ {a, b}∗ spĺňajúce |w| = #a(w1), musí vetná forma x
vzniknúť z y použitím niektorého z pravidiel na jediný výskyt neterminálu σ.
V prípade použitia pravidla σ → aσa dostávame x = w1aσaw, pričom

|aw| = |w|+ 1 = #a(w1) + 1 = #a(w1a).

Vetná forma x je tak tvaru (i), takže x ∈ F .
Použitím pravidla σ → aσb dostávame x = w1aσbw, pričom

|bw| = |w|+ 1 = #a(w1) + 1 = #a(w1a).

Vetná forma x je tak tvaru (i), takže x ∈ F .
Použitím pravidla σ → bσ dostávame x = w1bσw, pričom

|w| = #a(w1) = #a(w1b).

Vetná forma x je tak tvaru (i), takže x ∈ F .
Použitím pravidla σ → cα napokon dostávame x = w1cαw, pričom

|w| = #a(w1).

Pre w2 = ε tak môžeme písať aj x = w1cw2αw, pričom |w| = #a(w1) + #b(w2). Vetná
forma x je teda tvaru (ii), čiže aj v tomto prípade je x ∈ F .
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(ii) Ak y = w1cw2αw pre nejaké w1, w2, w ∈ {a, b}∗ spĺňajúce |w| = #a(w1) + #b(w2),
vznikne vetná forma x z vetnej formy y použitím niektorého z pravidiel na jediný výskyt
neterminálu α.
Použitím pravidla α→ bαa dostávame x = w1cw2bαaw, pričom

|aw| = |w|+ 1 = #a(w1) + #b(w2) + 1 = #a(w1) + #b(w2b).

Vetná forma x je tak tvaru (ii), čiže x ∈ F .
Použitím pravidla α→ bαb dostávame x = w1cw2bαbw, pričom

|bw| = |w|+ 1 = #a(w1) + #b(w2) + 1 = #a(w1) + #b(w2b).

Vetná forma x je tak tvaru (ii), čiže x ∈ F .
Použitím pravidla α→ aα dostávame x = w1cw2aαw, pričom

|w| = #a(w1) + #b(w2) = #a(w1) + #b(w2a).

Vetná forma x je tak tvaru (ii), čiže x ∈ F .
Použitím pravidla α→ cβ dostávame x = w1cw2cβw, pričom

|w| = #a(w1) + #b(w2).

Pre w3 = ε teda x = w1cw2cw3βw, kde |w| = #a(w1) + #b(w2) + #a(w3). Vetná forma x
je tak tvaru (iii), čiže x ∈ F .

(iii) Ak y = w1cw2cw3βw pre nejaké w1, w2, w3, w ∈ {a, b}∗ s |w| = #a(w1)+#b(w2)+#a(w3),
vznikne vetná forma x z vetnej formy y použitím niektorého z pravidiel na jediný výskyt
neterminálu β.
Použitím pravidla β → aβa dostávame x = w1cw2cw3aβaw, pričom

|aw| = |w|+ 1 = #a(w1) + #b(w2) + #a(w3) + 1 = #a(w1) + #b(w2) + #a(w3a).

Vetná forma x je tak tvaru (iii), čiže x ∈ F .
Použitím pravidla β → aβb dostávame x = w1cw2cw3aβbw, pričom

|bw| = |w|+ 1 = #a(w1) + #b(w2) + #a(w3) + 1 = #a(w1) + #b(w2) + #a(w3a).

Vetná forma x je tak tvaru (iii), čiže x ∈ F .
Použitím pravidla β → bβ dostávame x = w1cw2cw3bβw, pričom

|w| = #a(w1) + #b(w2) + #a(w3) = #a(w1) + #b(w2) + #a(w3b).

Vetná forma x je tak tvaru (iii), čiže x ∈ F .
Použitím pravidla β → c dostávame x = w1cw2cw3cw, pričom

|w| = #a(w1) + #b(w2) + #a(w3).

Vetná forma x je tak tvaru (iv), čiže x ∈ F .
(iv) Ak y = w1cw2cw3cw pre nejaké w1, w2, w3, w ∈ {a, b}∗ s |w| = #a(w1)+#b(w2)+#a(w3),

neobsahuje vetná forma y žiaden neterminál. Tým pádom nemôže platiť ani y ⇒ x: tento
prípad teda vôbec nemôže nastať.
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⊇: Dokážeme, že všetky slová x v jazyku F sú vetnými formami v gramatike G.

(i) Uvažujme najprv slová x = w1σw, kde w1, w ∈ {a, b}∗ sú také, že |w| = #a(w1): indukciou
vzhľadom na |w1| dokážeme, že x ∈ F (G).
Ak |w1| = 0, musí byť aj #a(w1) = 0 a v dôsledku toho |w| = 0. Preto x = σ, pričom
triviálne σ ⇒∗ σ, a teda x ∈ F (G).
Predpokladajme teraz platnosť tvrdenia pre |w1| = k ∈ N a uvažujme ľubovoľné slovo
x = w1σw také, že w1, w ∈ {a, b}∗, |w| = #a(w1) a |w1| = k + 1. Potom w1 = w′1s
pre nejaké w′1 ∈ {a, b}∗ s |w′1| = k a s ∈ {a, b}. Ak s = a, musí byť |w| = #a(w1) ≥ 1,
a teda w = tw′ pre nejaké t ∈ {a, b} a w′ ∈ {a, b}∗. Evidentne potom |w′| = #a(w′1)
a s použitím indukčného predpokladu a pravidla σ → aσt ∈ P dostávame

σ ⇒∗ w′1σw′ ⇒ w′1aσtw
′ = w1σw = x,

a teda skutočne x ∈ F (G). Ak s = b, je |w| = #a(w′1), z čoho s použitím indukčného
predpokladu a pravidla σ → bσ ∈ P dostávame

σ ⇒∗ w′1σw ⇒ w′1bσw = w1σw = x,

a teda aj v tomto prípade je x ∈ F (G).

(ii) Uvažujme slová x = w1cw2αw, kde w1, w2, w ∈ {a, b}∗ sú také, že |w| = #a(w1)+#b(w2):
indukciou vzhľadom na |w2| dokážeme, že x ∈ F (G).
Ak |w2| = 0 – t. j. ak w2 = ε – musí byť aj #b(w2) = 0 a v dôsledku toho |w| = #a(w1).
S použitím tvrdenia dokázaného vyššie pre slová tvaru (i) a pravidla σ → cα ∈ P tak
dostávame

σ ⇒∗ w1σw ⇒ w1cαw = w1cw2αw = x,

čiže x ∈ F (G).
Predpokladajme teraz platnosť tvrdenia pre |w2| = k ∈ N a uvažujme ľubovoľné slovo
x = w1cw2αw také, že w1, w2, w ∈ {a, b}∗, |w| = #a(w1) + #b(w2) a |w2| = k + 1.
Potom w2 = w′2s pre nejaké w′2 ∈ {a, b}∗ s |w′2| = k a s ∈ {a, b}. V prípade, že s = a, je
|w| = #a(w1)+#b(w

′
2), z čoho s použitím indukčného predpokladu a pravidla α→ aα ∈ P

dostávame
σ ⇒∗ w1cw

′
2αw ⇒ w1cw

′
2aαw = w1cw2αw = x,

a teda x ∈ F (G). Ak s = b, musí byť |w| = #a(w1) + #b(w2) ≥ 1, a teda w = tw′

pre nejaké t ∈ {a, b} a w′ ∈ {a, b}∗. Evidentne potom |w′| = #a(w1) + #b(w
′
2); s použitím

indukčného predpokladu a pravidla α→ bαt ∈ P teda dostávame

σ ⇒∗ w1cw
′
2αw

′ ⇒ w1cw
′
2bαtw

′ = w1cw2αw = x

a aj v tomto prípade je x ∈ F (G).

(iii) Uvažujme ďalej slová tvaru x = w1cw2cw3βw, kde w1, w2, w3, w ∈ {a, b}∗ sú také, že
|w| = #a(w1) + #b(w2) + #a(w3): indukciou vzhľadom na |w3| dokážeme, že x ∈ F (G).
Ak |w3| = 0 – t. j. ak w3 = ε – musí byť aj #a(w3) = 0 a v dôsledku toho |w| =
#a(w1) + #b(w2). S použitím tvrdenia dokázaného vyššie pre slová tvaru (ii) a pravidla
α→ cβ ∈ P tak dostávame

σ ⇒∗ w1cw2αw ⇒ w1cw2cβw = w1cw2cw3βw = x,

čiže x ∈ F (G).
Predpokladajme platnosť dokazovaného tvrdenia pre |w3| = k ∈ N a uvažujme ľubovoľné
slovo x = w1cw2cw3βw také, že w1, w2, w3, w ∈ {a, b}∗, |w| = #a(w1) + #b(w2) + #a(w3)
a |w3| = k+ 1. Potom w3 = w′3s pre nejaké w′3 ∈ {a, b}∗ s |w′3| = k a s ∈ {a, b}. Ak s = a,
musí byť |w| = #a(w1) + #b(w2) + #a(w3) ≥ 1, a teda w = tw′ pre nejaké t ∈ {a, b}
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a w′ ∈ {a, b}∗. Evidentne potom |w′| = #a(w1)+#b(w2)+#a(w′3) a s použitím indukčného
predpokladu a pravidla β → aβt ∈ P dostávame

σ ⇒∗ w1cw2cw
′
3βw

′ ⇒ w1cw2cw
′
3aβtw

′ = w1cw2cw3βw = x,

a teda x ∈ F (G). Ak s = b, je |w| = #a(w1) + #b(w2) + #a(w′3), z čoho s použitím
indukčného predpokladu a pravidla β → bβ ∈ P dostávame

σ ⇒∗ w1cw2cw
′
3βw ⇒ w1cw2cw

′
3bβw = w1cw2cw3βw = x,

a teda opäť x ∈ F (G).

(iv) Uvažujme napokon slová tvaru x = w1cw2cw3cw, kde w1, w2, w3, w ∈ {a, b}∗ sú také, že
|w| = #a(w1) + #b(w2) + #a(w3). S použitím tvrdenia dokázaného vyššie pre slová tvaru
(iii) a pravidla β → c pre každé takéto slovo dostávame

σ ⇒∗ w1cw2cw3βw ⇒ w1cw2cw3cw = x,

a teda x ∈ F (G).

Úloha 2. Nech G = (N,T, P, σ) je bezkontextová gramatika s aspoň jedným pravidlom, v ktorej je
najdlhšia pravá strana pravidla dĺžky k ∈ N− {0} – čiže P 6= ∅ a

max{|x| | x ∈ (N ∪ T )∗; ∃ξ ∈ N : ξ → x ∈ P} = k.

Nech n ∈ N a x ∈ (N ∪ T )∗ je vetná forma v gramatike G taká, že

σ ⇒n
G x.

Nájdite tesný horný odhad na dĺžku vetnej formy x závisiaci len od hodnôt n a k.

Riešenie. Dokážeme, že hľadaný tesný horný odhad je pre všetky n ∈ N a k ∈ N − {0} daný ako
f(n, k) = n(k − 1) + 1.

Ukážeme najprv, že ide o horný odhad : uvažujme teda ľubovoľné n ∈ N, k ∈ N−{0}, ľubovoľnú
bezkontextovú gramatiku G = (N,T, P, σ) s P 6= ∅ a s

max{|x| | x ∈ (N ∪ T )∗; ∃ξ ∈ N : ξ → x ∈ P} = k

a ľubovoľnú vetnú formu x ∈ (N ∪ T )∗ takú, že

σ ⇒n
G x.

Potrebujeme dokázať, že |x| ≤ f(n, k). Indukciou vzhľadom na n ∈ N. Pre n = 0 je x = σ, a teda

|x| = 1 ≤ 0(k − 1) + 1 = f(0, k).

Predpokladajme ďalej platnosť tvrdenia pre n = s ∈ N a uvažujme n = s+ 1. Nech x ∈ (N ∪ T )∗ je
také, že

σ ⇒s+1
G x.

Potom existujú slová x1, x2, u ∈ (N ∪ T )∗ a neterminál ξ ∈ N také, že ξ → u ∈ P a

σ ⇒s
G x1ξx2 ⇒ x1ux2 = x.

Z indukčného predpokladu pritom

|x1ξx2| ≤ f(s, k) = s(k − 1) + 1,

z čoho
|x1|+ |x2| = |x1ξx2| − 1 ≤ s(k − 1).
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Preto

|x| = |x1ux2| = (|x1|+ |x2|) + |u| ≤ s(k − 1) + k = (s+ 1)(k − 1) + 1 = f(s+ 1, k),

čo bolo treba dokázať.
Zostáva nahliadnuť, že nájdený horný odhad je tesný. Uvažujme teda napríklad, pre ľubovoľné

k ∈ N − {0}, bezkontextovú gramatiku Gk = ({σ}, {a}, {σ → ak−1σ}, σ). Najdlhšia pravá strana
pravidla v tejto gramatike je evidentne dĺžky k. Pre všetky n ∈ N ďalej uvažujme slovo xn = an(k−1)σ.
Evidentne |xn| = n(k−1)+1. Zostáva dokázať, že σ ⇒n

Gk
xn. Indukciou vzhľadom na n ∈ N: pre n = 0

je x0 = σ, pričom triviálne σ ⇒0
Gk

σ. Predpokladajme ďalej platnosť tvrdenia pre n = s ∈ N
a uvažujme n = s+ 1. S použitím indukčného predpokladu a pravidla σ → ak−1σ potom

σ ⇒s
Gk

xs = as(k−1)σ ⇒Gk
as(k−1)ak−1σ = a(s+1)(k−1)σ = xs+1,

a teda naozaj
σ ⇒s+1

Gk
xs+1.
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