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Uloha 1. Zostrojte bezkontextovi gramatiku generujucu jazyk

L = {a'ba’ba*ba'** | i,j,k € N}

(nad abecedou ¥ = {a,b}). Spravnost svojej konstrukcie dokazte matematickou indukciou.

RieSenie. DokaZeme, Ze jazyk L je generovany bezkontextovou gramatikou G = (N, T, P, o), kde

N ={o,a,8}, T ={a,b} a

P={0c —aoa | ba
a— aa | bB

B — aBa | b}.

Namiesto rovnosti L(G) = L dokazeme silnejsie tvrdenie F'(G) = F, kde F' je jazyk obsahujuci prave

(i) vietky slova a‘ca’, kde i € N;

(ii) vsetky slova a’ba’aa’, kde i,j € N;

(iii) a vietky slova a’ba’ba*sa’**, kde i,j,k € Na s € {$,b}.

Zrejme pritom F'NT* = L, takze z rovnosti F(G) = F naozaj vyplynie aj L(G) = L.

C:

U

Nech z € F(G), ¢ize o =" z pre nejaké n € N. Indukciou vzhladom na n dokazeme, ze z € F.

Pre n = 0 je x = o, ¢o je slovo tvaru (i). Nech teraz tvrdenie plati pre n = ¢; uvazujme
n = ¢ + 1. Odvodenie ¢ =1 z vieme v takom pripade prepisat ako 0 =¢ y = z, kde
na odvodenie o =¢ y sa vztahuje indukény predpoklad. To znamena, Ze slovo y je jedného
z tvarov (i) az (iit).

Ak y = a’oa’ pre nejaké i € N, musi slovo x vzniknut zo slova y pouZitim niektorého z pravidiel
o — aoa alebo 0 — ba na jediny vyskyt neterminalu o v slove y. V prvom pripade dostavame
r = a'Tlea™!, ¢o je slovo tvaru (i). V zostavajicom pripade zas z = a’baa’, ¢o je slovo
tvaru (i¢). V oboch pripadoch je teda z € F'.

Ak y = a'ba’aa’ pre nejaké i, € N, musi slovo x vzniknit zo slova y pouzitim niektorého
z pravidiel @« — a« alebo o — bf3 na jediny vyskyt neterminélu « v slove y. V prvom pripade je
r = a'ba/ Tlaa?, ¢o je slovo tvaru (i4); v druhom pripade je = a’ba’bBa’, ¢o je slovo tvaru (i44).
V oboch pripadoch teda opat « € F.

Ak napokon y = a’ba’ba¥sat* pre nejaké i,j,k € Na s € {p,b}, musi slovo y vdaka vztahu
y = x obsahovat aspoi jeden neterminéal — z ¢oho s = 8 a y = a’ba’ba®Ba’**. Slovo x teraz
musi vzniknit zo slova y pouzitim niektorého z pravidiel 8 — afa alebo 8 — b na neterminél S.
V prvom pripade z = a'ba?ba*t1atF+1 a v druhom x = a'ba?ba*ba’t*. V oboch pripadoch
ide o slovo tvaru (i), a teda = € F.

: Dokazeme, Ze vietky slova v jazyku F' — ¢ize v8etky slova tvaru (i), (ii), alebo (i7i) — st vetnymi

formami v gramatike G.

Urobme tak najprv pre slové tvaru (i) a indukciou vzhladom na ¢ dokdZzme, Ze pre vSetky i € N
je 0 =* a'oa’. Pre i = 0 je skutotne o =% o. Nech teraz tvrdenie plati pre i = k a uvazujme
i = k+1. Z indukéného predpokladu potom o =* afoa* = a*+loa**!, kde v poslednom kroku
bolo pouzité pravidlo ¢ — aca.



Podobne pre slova tvaru (ii) teraz indukciou vzhladom na j dokdZme, Ze pre vsetky i,j € N
je 0 =* a'ba’aa’. Pre j = 0 z tvrdenia pre (i) dostdvame o =* a’ca’ pre vietky i € N,
z &oho 0 =* a'oa’ = a'baa’, kde v poslednom kroku bolo pouzité pravidlo ¢ — ba.. Nech d'alej
tvrdenie plati pre j = £ a uvazujme j = £ + 1. Z induk¢éného predpokladu potom pre vsetky
i € N vyplyva 0 =* a’ba‘aa’ = a'ba’*'aa’, kde v poslednom kroku odvodenia bolo pouzité
pravidlo o — aa.

Pre slova tvaru (7i7) najprv indukciou vzhladom na k dokdzme, Ze pre vsetky 7,5,k € N je
o =* a'ba’ba*Ba’TF. Pre k = 0 z tvrdenia pre (ii) dostavame o =* a’ba’aa’ = a’ba’bBa’
pre vietky i, 7 € N, kde v poslednom kroku bolo pouZité pravidlo o — b3. Nech dalej tvrdenie
plati pre £k = m a uvazujme k = m + 1. Z induk¢éného predpokladu potom pre vSetky ¢,j € N
vyplyva o =* a’ba’ba™Ba’t™ = a'ba’ba™ Ba'TF!, kde v poslednom kroku odvodenia bolo
pouZzité pravidlo 8 — afa.

Zostéava napokon dokazaf, ze pre vietky i,j,k € N je 0 =* a’ba’ba*ba’**. 7 dokazaného ale
o =" a'balbakBa’t* a pouzitim S — b dostavame o =* a'balba’BaiTF = a’balbaFbaiTF. O

Uloha 2. Superbezkontextovou gramatikou pre tcely tejto tlohy nazveme stvoricu G = (N, T, P, S),
kde N a T st disjunktné abecedy neterminéalnych resp. terminalnych symbolov, P C N x (N UT)*
je konecnd mnozina pravidiel a S C N je mnozina pociatoénych netermindlov. Krok odvodenia
gramatiky G je binarna relacia =g na (N UT)* taka, ze pre u,v € (NUT)* je u = v prave vtedy,
ked existuja uj,ug,z € (NUT)* a & € N také, ze u = uilug, v = wyzug a & — = € P. Jazyk
generovany gramatikou G napokon definujeme ako

LG)={weT"|Jo €S :0=¢w}

Poriadne dokazte, ze ku kazdej superbezkontextovej gramatike existuje ekvivalentné bezné bezkon-
textova gramatika. Tvrdenia zname z prednasky dokazovat nemusite.

Riesenie. Nech G = (N, T, P,S) je superbezkontextova gramatika. Pre kazdy neterminal o € S
oznacme ako G, bezkontextovu gramatiku G, = (N, T, P, o). Potom

LG ={weT |FoeS:o=guwt= | J{weT o =5 w} = | L(G,).
oeSs o€eS

Jazyk L(G) je teda konecngm zjednotenim bezkontextovych jazykov L(Gy) cez o € S. Vdaka uzav-
retosti triedy -Zor na zjednotenie tak musi byt tiez bezkontextovy — a teda existuje bezkontextova
gramatika G’ taka, ze L(G') = L(G). O



