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Uloha 1. Zostrojte (deterministicky alebo nedeterministicky) koneény automat akceptujtci jazyk

L ={acycz |,y 2 € {a,b}"; #a(2) + #s(y) = |2| (mod 2)}

(nad abecedou ¥ = {a, b, c}). Spravnost svojej konstrukcie dokazte poriadnou matematickou induk-
ciou.

Riesenie. Dokazeme, 7e L = L(A) pre nedeterministicky! koneény automat A = (K, ¥, d, qo, F), kde
K =75 x{1,2,3},

5([p,1],a):{[p+1,1]} Vp € Za, 5([1772]’&):{[29’2}} Vp € Za,
5([p,1],b):{[p,1]} Vp € Za, 5([p,2],b):{[p—|—1,2]} Vp € Za,
5(@71}76):{[73’2]} Vp € Za, 6(@72]70):{@73” Vp € Za,

6([p,3],a) ={lp—1,3]} Vp € Zy,
5([p,3],0) ={lp— 1,3} Vpe Zy,
3 0 Vp € Zs,

d(q,e) = O pre vietky g € K, qo = [0,1] a F' = {[0, 3]}. VSetky operécie s¢itania a od¢itania prvkov Zs

st, samozrejme, modulo 2. Rovnost L(A) = L vyplynie z nasledujtcich invariantov pre jednotlivé
stavy automatu.

a) Prep € Zoaw € ¥*je ([0,1],w) F* ([p, 1], &) prave vtedy, ked w € {a,b}* a #,(w) = p (mod 2).

b) Prep € Zsaw € ¥* je ([0, 1], w) F* ([p, 2], ) prave vtedy, ked w = zcy pre nejaké x,y € {a,b}*
také, ze #4(x) + #p(y) = p (mod 2).

c) Pre p € Zy aw € ¥* je ([0,1],w) F* ([p,3],e) prave vtedy, ked w = zcycz pre nejaké
x,y, z € {a,b}* také, ze #4(x) + #p(y) — |2| = p (mod 2).
Dokézeme teraz jednotlivé implikacie.
=: Indukciou vzhl'adom na n dokaZzeme pre vietky n € N nasledujiice dve tvrdenia:
a) Pre vetky p € Zy a w € ¥* take, ze ([0,1],w) F" ([p,1],¢), je w € {a,b}* a salasne
#4(w) = p (mod 2).
b) Pre vietky p € Zy a w € ¥* také, ze ([0,1],w) F" ([p,2],¢), je w = xcy pre nejaké
z,y € {a,b}* splhajice #,(x) + #p(y) = p (mod 2).
c) Pre vietky p € Zo a w € ¥* také, ze ([0,1],w) F" ([p,3],¢), je w = xcycz pre nejaké
2,9,% € {0, b}* sphiaiice #a(z) + #4(y) — 2] = p (mod 2)

Pre n = 0 mozu byt predpoklady prvého tvrdenia pravdivé iba ak p = 0; v takom pripade
nutne w = ¢, ¢ize skutotne w € {a,b}* a #,(w) =0 (mod 2). Vo zvysnych dvoch tvrdeniach
nie st pre n = 0 predpoklady splnené nikdy. Tvrdenia ako celok st teda pravdivé.

Predpokladajme, Ze tvrdenia platia pre n = k € N a uvazujme n = k + 1.

!Kondtruovany automat bude v podstate deterministicky, ale nebude mat @plni prechodovii funkciu; budeme ho
preto formélne povazovat za nedeterministicky koneény automat.



Ak p € Zy aw € ¥* st takeé, ze ([0,1],w) FFFT! ([p,1],¢), musia existovat s € K, u € ©*
av € XU {e} také, ze w = wv a ([0,1],uv) F* (s,v) b ([p,1],¢); stadial [p,1] € d(s,v).
Bud teda s = [p—1,1] a v = a, alebo s = [p,1] a v = b. V prvom pripade je z indukéného
predpokladu u € {a,b}* a #4(u) = p — 1 (mod 2); v désledku toho aj w = wa € {a,b}*
a #q(w) = #4(u) + 1 = p (mod 2). V druhom pripade je u € {a,b}* a #,(u) = p (mod 2);
preto aj w = ub € {a,b}* a #,(w) = #4(u) = p (mod 2).

Nech dalej p € Zy a w € ¥* st také, ze ([0,1],w) F*1 ([p,2],€). Pre nejaké s € K, u € X*
aveXU{e} potom w = wv a ([0,1],uv) F* (s,v) F ([p,2],¢). Nutne teda [p,2] € (s,v),
¢o moze nastat v troch réznych pripadoch: pre s = [p,2] av =a,pre s = [p— 1,2l av =10
apre s = [p,1] av=c. Ak s =[p,2] a v = a, je z indukéného predpokladu u = zcy’ pre nejaké
z,y € {a,b}* také, ze #4(x) + #p(y') = p (mod 2); ak teda polozime y = y'a, je skutocne
w = zcy, kde z,y € {a,b}* a #.(z) + #(y) = #a(x) + #p(y') = p (mod 2). Podobne ak
s=[p—1,2lav=0,jeu=uxcy pre x,y € {a,b}* také, ze #,(x) + #p(y') =p — 1 (mod 2);
pre y = y'b tak w = zey, kde x,y € {a,b}* a #4(x) +#u(y) = #a(x) +#(v') +1 = p (mod 2).
Ak s = [p,1] a v = ¢, je z indukéného predpokladu u € {a,b}*, pricom #,(u) = p (mod 2);
pre £ = u a y = € preto naozaj w = xcy, pricom #4,(x) + #p(y) = #4(u) = p (mod 2).

Nech napokon p € Zs a w € X* st také, ze ([0, 1],w) ¥+ ([p, 3], ). Pre nejaké s € K, u € ©*
av € XU{e} potom w = uv a ([0,1],uv) F* (s,v) F ([p,3],e). Nutne teda [p,3] € §(s,v), ¢o
moZe nastat v troch réznych pripadoch: pre s = [p+ 1,3|av =a,pre s=[p+1,3lav=1»>
apres=[p,2lav=c Ak s=[p+1,3] av € {a,b}, je z indukéného predpokladu u = zcycz’
pre nejaké x,y, 2" € {a,b}* také, Ze #.(x) + #(y) — |2'| = p+ 1 (mod 2); ak teda polozime
z = Z'v, je skutotne w = xeycz, kde x,y, 2z € {a,b}* a

#a(@) + #5(y) — |2 = #a(2) + #(y) — 2] = 1 =p (mod 2).

Ak s = [p,2] a z = ¢, je z indukéného predpokladu u = xcy pre nejaké x,y € {a,b}* take, ze
#aq(x) + #4(y) = p (mod 2); pre z = € preto naozaj w = xcycz, pricom

#a(x) + #(y) — 2| = #a(x) + #(y) = p (mod 2).

: Dokazeme nasledujtce tri tvrdenia:

a) Pre vietky p € Zs a = € {a,b}* splhajice #,(z) = p (mod 2) je ([0,1],z) F* ([p, 1], ¢).

b) Pre vietky p € Zy, a z,y € {a,b}* splhajice #4(x) + #3(y) = p (mod 2) je ([0, 1], zcy) F*
(Ip, 2] ).

c) Pre vietky p € Zy, a x,y,2z € {a,b}* splhajice #4(x) + #4(y) — |2| = p (mod 2) je
([0, 1], zeycez) H* ([p, 3], €).

Prvé z tvrdeni dokdZeme indukciou vzhladom na |z|. Ak |x| = 0, nutne = = &, z ¢oho p = 0,
a teda aj ([0,1],w) F* ([p,1],€). Nech teda tvrdenie plati pre vietky = € {a,b}* dlzky k € N
a uvazujme pripad, ked z € {a,b}*!; nech #,(z) = p (mod 2). Pre nejaké u € {a,b}”
potom x = ua alebo x = ub. V prvom pripade nutne #,(u) = p — 1 (mod 2) a z indukéného
predpokladu tak dostavame ([0, 1],u) F* ([p — 1,1],¢), z ¢oho

([0,1),2) = ([0,1], ua) =" ([p = 1,1],a) & ([p, 1], ).

V druhom je #,(u) = p (mod 2) a vdaka indukénému predpokladu teda ([0, 1], u) F* ([p, 1], ¢€);
z toho
(10,1], ) = ([0,1],ub) =" ([p, 1],0) & ([p, 1], €).



Druhé tvrdenie dokdzeme indukciou vzhladom na |y|. Pre |y| = 0 nutne y = . Ako désledok
prvého tvrdenia tak pre vietky x € {a,b}* spliajice #,(z) + #u(y) = #4(z) = p (mod 2)
skuto¢ne dostavame ([0, 1], zcy) = ([0,1],zc) F* ([p,1],¢) F ([p,2],e). Predpokladajme dalej,
7e tvrdenie plati pre vietky y € {a,b}* dizky & € N a uvazujme pripad, ked y € {a,b}*+1;
nech = € {a,b}* je I'ubovolné a nech #,(z) + #4(y) = p (mod 2). Pre nejaké u € {a,b}”
potom y = ua alebo y = ub. V prvom pripade je #4(x) + #,(u) = p (mod 2) a z indukéného
predpokladu tak dostavame ([0, 1], zcu) F* ([p, 2], ), z ¢oho

([0,1], zcy) = ([0, 1], xcua) F* ([p,2],a) F ([p, 2], €).

V druhom pripade je #4(x) 4+ #p(u) = p—1 (mod 2) a z indukéného predpokladu teda vyplyva
([0,1], zcu) H* ([p — 1,2],¢), z ¢oho

([0,1], zcy) = ([0, 1], zcub) =* ([p — 1,2],b) F ([p, 2], ¢).

Zostava dokazat tretie tvrdenie, a to indukciou na |z|. Pre |z] = 0 nutne z = e. Z druhého
tvrdenia tak pre vietky z,y € {a, b}* splhajice #, () +#5(y)—|2| = #a(z)+#s(y) = p (mod 2)
dostavame ([0, 1], zcycz) = ([0, 1], zcyc) F* ([p,2],¢) F ([p,3],e). Predpokladajme dalej, Ze
tvrdenie plati pre vietky z € {a,b}* dizky k € N a uvazujme pripad, ked z € {a,b}*+1;
nech z,y € {a,b}* st [ubovolné a nech #,(z) + #4(y) = p (mod 2). Pre nejaké u € {a,b}”
av € {a,b} potom z = wv. Preto #,(x) + #(y) — |u| = p+ 1 (mod 2) a z indukéného
predpokladu tak dostavame ([0, 1], zcycu) H* ([p + 1, 3],¢), z ¢oho

([0, 1], zeycz) = ([0, 1], zeycuv) H* ([p + 1, 3],v) F ([p, 3], €).

Slovo w € ¥* teraz patri do jazyka L(A) prave vtedy, ked (]0,1],w) F* ([0,3],e). To ale podla
dokézaného nastane préave vtedy, ked w = xcycz pre nejaké x,y, z € {a, b}* take, ze #4(x) + #u(y) —
|z| =0 (mod 2), t. j. #a(z) +#(y) = |2| (mod 2). Tato podmienka je ekvivalentné prislusnosti slova
w do jazyka L. O

Uloha 2. Zistite, ¢ ku kazdému regularnemu jazyku L existuje nedeterministicky koneény automat
A= (K,%,0,q,F) taky, ze L(A) = L a sacasne pre vietky ¢ € K a z € X U {e} je |d(q, z)| = 2.
Svoje tvrdenie dokézte.

Riesenie. Dokazeme, ze takyto nedeterministicky konecny automat vZdy ezistuje. Nech L je regularny
jazyk a A = (K, X%,0,qo, F) je lubovolny deterministicky koneény automat taky, ze L(A) = L. Ne-
deterministicky koneény automat A’ = (K’,%, 0, qo, F') splhajtci podmienku zo zadania zostrojime
nasledujicim sposobom: K’ = K U {x1, X2} pre nové stavy X1, xo & K,

5,(Q7 C) = {6(% C)7 Xl}

pre vietky g€ K ace X,
&'(g,€) = {x1, 2}

pre vSetky ¢ € K a
(5/(><1,Z) = (5/(><2,Z) = {Xl, Xg}

pre vietky z € ¥ U {e}. Podmienka zo zadania je tak pre automat A’ ofividne splnena.

Indukciou by sme Tahko dokazali, Ze pre vietky ¢ € K a w € ¥* je (qo, w) %, (¢, €) prave vtedy,
ked (go,w) F% (q,¢). KedZe je navySe mnozina akceptaénych stavov automatu A’ oproti automatu A
nezmenend, nutne L(A") = L(A) = L. O



