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Úloha 1. Zostrojte (deterministický alebo nedeterministický) konečný automat akceptujúci jazyk

L = {xcycz | x, y, z ∈ {a, b}∗; #a(x) + #b(y) ≡ |z| (mod 2)}

(nad abecedou Σ = {a, b, c}). Správnosť svojej konštrukcie dokážte poriadnou matematickou induk-
ciou.

Riešenie. Dokážeme, že L = L(A) pre nedeterministický1 konečný automat A = (K,Σ, δ, q0, F ), kde
K = Z2 × {1, 2, 3},

δ([p, 1], a) = {[p+ 1, 1]} ∀p ∈ Z2, δ([p, 2], a) = {[p, 2]} ∀p ∈ Z2,

δ([p, 1], b) = {[p, 1]} ∀p ∈ Z2, δ([p, 2], b) = {[p+ 1, 2]} ∀p ∈ Z2,

δ([p, 1], c) = {[p, 2]} ∀p ∈ Z2, δ([p, 2], c) = {[p, 3]} ∀p ∈ Z2,

δ([p, 3], a) = {[p− 1, 3]} ∀p ∈ Z2,

δ([p, 3], b) = {[p− 1, 3]} ∀p ∈ Z2,

δ([p, 3], c) = ∅ ∀p ∈ Z2,

δ(q, ε) = ∅ pre všetky q ∈ K, q0 = [0, 1] a F = {[0, 3]}. Všetky operácie sčítania a odčítania prvkov Z2

sú, samozrejme, modulo 2. Rovnosť L(A) = L vyplynie z nasledujúcich invariantov pre jednotlivé
stavy automatu.

a) Pre p ∈ Z2 a w ∈ Σ∗ je ([0, 1], w) `∗ ([p, 1], ε) práve vtedy, keď w ∈ {a, b}∗ a #a(w) ≡ p (mod 2).

b) Pre p ∈ Z2 a w ∈ Σ∗ je ([0, 1], w) `∗ ([p, 2], ε) práve vtedy, keď w = xcy pre nejaké x, y ∈ {a, b}∗
také, že #a(x) + #b(y) ≡ p (mod 2).

c) Pre p ∈ Z2 a w ∈ Σ∗ je ([0, 1], w) `∗ ([p, 3], ε) práve vtedy, keď w = xcycz pre nejaké
x, y, z ∈ {a, b}∗ také, že #a(x) + #b(y)− |z| ≡ p (mod 2).

Dokážeme teraz jednotlivé implikácie.

⇒: Indukciou vzhľadom na n dokážeme pre všetky n ∈ N nasledujúce dve tvrdenia:

a) Pre všetky p ∈ Z2 a w ∈ Σ∗ také, že ([0, 1], w) `n ([p, 1], ε), je w ∈ {a, b}∗ a súčasne
#a(w) ≡ p (mod 2).

b) Pre všetky p ∈ Z2 a w ∈ Σ∗ také, že ([0, 1], w) `n ([p, 2], ε), je w = xcy pre nejaké
x, y ∈ {a, b}∗ spĺňajúce #a(x) + #b(y) ≡ p (mod 2).

c) Pre všetky p ∈ Z2 a w ∈ Σ∗ také, že ([0, 1], w) `n ([p, 3], ε), je w = xcycz pre nejaké
x, y, z ∈ {a, b}∗ spĺňajúce #a(x) + #b(y)− |z| ≡ p (mod 2).

Pre n = 0 môžu byť predpoklady prvého tvrdenia pravdivé iba ak p = 0; v takom prípade
nutne w = ε, čiže skutočne w ∈ {a, b}∗ a #a(w) ≡ 0 (mod 2). Vo zvyšných dvoch tvrdeniach
nie sú pre n = 0 predpoklady splnené nikdy. Tvrdenia ako celok sú teda pravdivé.

Predpokladajme, že tvrdenia platia pre n = k ∈ N a uvažujme n = k + 1.
1Konštruovaný automat bude v podstate deterministický, ale nebude mať úplnú prechodovú funkciu; budeme ho

preto formálne považovať za nedeterministický konečný automat.
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Ak p ∈ Z2 a w ∈ Σ∗ sú také, že ([0, 1], w) `k+1 ([p, 1], ε), musia existovať s ∈ K, u ∈ Σ∗

a v ∈ Σ ∪ {ε} také, že w = uv a ([0, 1], uv) `∗ (s, v) ` ([p, 1], ε); stadiaľ [p, 1] ∈ δ(s, v).
Buď teda s = [p − 1, 1] a v = a, alebo s = [p, 1] a v = b. V prvom prípade je z indukčného
predpokladu u ∈ {a, b}∗ a #a(u) ≡ p − 1 (mod 2); v dôsledku toho aj w = ua ∈ {a, b}∗
a #a(w) = #a(u) + 1 ≡ p (mod 2). V druhom prípade je u ∈ {a, b}∗ a #a(u) ≡ p (mod 2);
preto aj w = ub ∈ {a, b}∗ a #a(w) = #a(u) ≡ p (mod 2).

Nech ďalej p ∈ Z2 a w ∈ Σ∗ sú také, že ([0, 1], w) `k+1 ([p, 2], ε). Pre nejaké s ∈ K, u ∈ Σ∗

a v ∈ Σ ∪ {ε} potom w = uv a ([0, 1], uv) `∗ (s, v) ` ([p, 2], ε). Nutne teda [p, 2] ∈ δ(s, v),
čo môže nastať v troch rôznych prípadoch: pre s = [p, 2] a v = a, pre s = [p − 1, 2] a v = b
a pre s = [p, 1] a v = c. Ak s = [p, 2] a v = a, je z indukčného predpokladu u = xcy′ pre nejaké
x, y′ ∈ {a, b}∗ také, že #a(x) + #b(y

′) ≡ p (mod 2); ak teda položíme y = y′a, je skutočne
w = xcy, kde x, y ∈ {a, b}∗ a #a(x) + #b(y) = #a(x) + #b(y

′) ≡ p (mod 2). Podobne ak
s = [p− 1, 2] a v = b, je u = xcy′ pre x, y′ ∈ {a, b}∗ také, že #a(x) + #b(y

′) ≡ p− 1 (mod 2);
pre y = y′b tak w = xcy, kde x, y ∈ {a, b}∗ a #a(x) + #b(y) = #a(x) + #b(y

′) + 1 ≡ p (mod 2).
Ak s = [p, 1] a v = c, je z indukčného predpokladu u ∈ {a, b}∗, pričom #a(u) ≡ p (mod 2);
pre x = u a y = ε preto naozaj w = xcy, pričom #a(x) + #b(y) = #a(u) ≡ p (mod 2).

Nech napokon p ∈ Z2 a w ∈ Σ∗ sú také, že ([0, 1], w) `k+1 ([p, 3], ε). Pre nejaké s ∈ K, u ∈ Σ∗

a v ∈ Σ ∪ {ε} potom w = uv a ([0, 1], uv) `∗ (s, v) ` ([p, 3], ε). Nutne teda [p, 3] ∈ δ(s, v), čo
môže nastať v troch rôznych prípadoch: pre s = [p + 1, 3] a v = a, pre s = [p + 1, 3] a v = b
a pre s = [p, 2] a v = c. Ak s = [p+ 1, 3] a v ∈ {a, b}, je z indukčného predpokladu u = xcycz′

pre nejaké x, y, z′ ∈ {a, b}∗ také, že #a(x) + #b(y) − |z′| ≡ p + 1 (mod 2); ak teda položíme
z = z′v, je skutočne w = xcycz, kde x, y, z ∈ {a, b}∗ a

#a(x) + #b(y)− |z| = #a(x) + #b(y
′)− |z′| − 1 ≡ p (mod 2).

Ak s = [p, 2] a z = c, je z indukčného predpokladu u = xcy pre nejaké x, y ∈ {a, b}∗ také, že
#a(x) + #b(y) ≡ p (mod 2); pre z = ε preto naozaj w = xcycz, pričom

#a(x) + #b(y)− |z| = #a(x) + #b(y) ≡ p (mod 2).

⇐: Dokážeme nasledujúce tri tvrdenia:

a) Pre všetky p ∈ Z2 a x ∈ {a, b}∗ spĺňajúce #a(x) ≡ p (mod 2) je ([0, 1], x) `∗ ([p, 1], ε).

b) Pre všetky p ∈ Zm a x, y ∈ {a, b}∗ spĺňajúce #a(x) + #b(y) ≡ p (mod 2) je ([0, 1], xcy) `∗
([p, 2], ε).

c) Pre všetky p ∈ Zm a x, y, z ∈ {a, b}∗ spĺňajúce #a(x) + #b(y) − |z| ≡ p (mod 2) je
([0, 1], xcycz) `∗ ([p, 3], ε).

Prvé z tvrdení dokážeme indukciou vzhľadom na |x|. Ak |x| = 0, nutne x = ε, z čoho p = 0,
a teda aj ([0, 1], w) `∗ ([p, 1], ε). Nech teda tvrdenie platí pre všetky x ∈ {a, b}∗ dĺžky k ∈ N
a uvažujme prípad, keď x ∈ {a, b}k+1; nech #a(x) ≡ p (mod 2). Pre nejaké u ∈ {a, b}k
potom x = ua alebo x = ub. V prvom prípade nutne #a(u) ≡ p − 1 (mod 2) a z indukčného
predpokladu tak dostávame ([0, 1], u) `∗ ([p− 1, 1], ε), z čoho

([0, 1], x) = ([0, 1], ua) `∗ ([p− 1, 1], a) ` ([p, 1], ε).

V druhom je #a(u) ≡ p (mod 2) a vďaka indukčnému predpokladu teda ([0, 1], u) `∗ ([p, 1], ε);
z toho

([0, 1], x) = ([0, 1], ub) `∗ ([p, 1], b) ` ([p, 1], ε).
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Druhé tvrdenie dokážeme indukciou vzhľadom na |y|. Pre |y| = 0 nutne y = ε. Ako dôsledok
prvého tvrdenia tak pre všetky x ∈ {a, b}∗ spĺňajúce #a(x) + #b(y) = #a(x) ≡ p (mod 2)
skutočne dostávame ([0, 1], xcy) = ([0, 1], xc) `∗ ([p, 1], c) ` ([p, 2], ε). Predpokladajme ďalej,
že tvrdenie platí pre všetky y ∈ {a, b}∗ dĺžky k ∈ N a uvažujme prípad, keď y ∈ {a, b}k+1;
nech x ∈ {a, b}∗ je ľubovoľné a nech #a(x) + #b(y) ≡ p (mod 2). Pre nejaké u ∈ {a, b}k
potom y = ua alebo y = ub. V prvom prípade je #a(x) + #b(u) ≡ p (mod 2) a z indukčného
predpokladu tak dostávame ([0, 1], xcu) `∗ ([p, 2], ε), z čoho

([0, 1], xcy) = ([0, 1], xcua) `∗ ([p, 2], a) ` ([p, 2], ε).

V druhom prípade je #a(x)+#b(u) ≡ p−1 (mod 2) a z indukčného predpokladu teda vyplýva
([0, 1], xcu) `∗ ([p− 1, 2], ε), z čoho

([0, 1], xcy) = ([0, 1], xcub) `∗ ([p− 1, 2], b) ` ([p, 2], ε).

Zostáva dokázať tretie tvrdenie, a to indukciou na |z|. Pre |z| = 0 nutne z = ε. Z druhého
tvrdenia tak pre všetky x, y ∈ {a, b}∗ spĺňajúce #a(x)+#b(y)−|z| = #a(x)+#b(y) ≡ p (mod 2)
dostávame ([0, 1], xcycz) = ([0, 1], xcyc) `∗ ([p, 2], c) ` ([p, 3], ε). Predpokladajme ďalej, že
tvrdenie platí pre všetky z ∈ {a, b}∗ dĺžky k ∈ N a uvažujme prípad, keď z ∈ {a, b}k+1;
nech x, y ∈ {a, b}∗ sú ľubovoľné a nech #a(x) + #b(y) ≡ p (mod 2). Pre nejaké u ∈ {a, b}k
a v ∈ {a, b} potom z = uv. Preto #a(x) + #b(y) − |u| ≡ p + 1 (mod 2) a z indukčného
predpokladu tak dostávame ([0, 1], xcycu) `∗ ([p+ 1, 3], ε), z čoho

([0, 1], xcycz) = ([0, 1], xcycuv) `∗ ([p+ 1, 3], v) ` ([p, 3], ε).

Slovo w ∈ Σ∗ teraz patrí do jazyka L(A) práve vtedy, keď ([0, 1], w) `∗ ([0, 3], ε). To ale podľa
dokázaného nastane práve vtedy, keď w = xcycz pre nejaké x, y, z ∈ {a, b}∗ také, že #a(x)+#b(y)−
|z| ≡ 0 (mod 2), t. j. #a(x)+#b(y) ≡ |z| (mod 2). Táto podmienka je ekvivalentná príslušnosti slova
w do jazyka L.

Úloha 2. Zistite, či ku každému regulárnemu jazyku L existuje nedeterministický konečný automat
A = (K,Σ, δ, q0, F ) taký, že L(A) = L a súčasne pre všetky q ∈ K a z ∈ Σ ∪ {ε} je |δ(q, z)| = 2.
Svoje tvrdenie dokážte.

Riešenie. Dokážeme, že takýto nedeterministický konečný automat vždy existuje. Nech L je regulárny
jazyk a A = (K,Σ, δ, q0, F ) je ľubovoľný deterministický konečný automat taký, že L(A) = L. Ne-
deterministický konečný automat A′ = (K ′,Σ, δ′, q0, F ) spĺňajúci podmienku zo zadania zostrojíme
nasledujúcim spôsobom: K ′ = K ∪ {×1,×2} pre nové stavy ×1,×2 6∈ K,

δ′(q, c) = {δ(q, c),×1}

pre všetky q ∈ K a c ∈ Σ,
δ′(q, ε) = {×1,×2}

pre všetky q ∈ K a
δ′(×1, z) = δ′(×2, z) = {×1,×2}

pre všetky z ∈ Σ ∪ {ε}. Podmienka zo zadania je tak pre automat A′ očividne splnená.
Indukciou by sme ľahko dokázali, že pre všetky q ∈ K a w ∈ Σ∗ je (q0, w) `∗A′ (q, ε) práve vtedy,

keď (q0, w) `∗A (q, ε). Keďže je navyše množina akceptačných stavov automatu A′ oproti automatu A
nezmenená, nutne L(A′) = L(A) = L.
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