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Uloha 1. Nech m € N je Tubovolné pevne dané prirodzené ¢islo. Zostrojte (deterministicky alebo
nedeterministicky) kone¢ny automat A,, akceptujuci jazyk

Lin = {w € {a,0}" | #a(w) = m}.
Spravnost svojej konstrukcie dokézte matematickou indukciou.

Riesenie. Dokazeme, Ze jazyk L,, zo zadania je akceptovany deterministickym koneénym automatom
Ay = (K,%,0,q0, F), kde: K ={0,...,m+ 1}; ¥ = {a,b}; pre vetky q € K je

[ ¢g+1 akgqge{0,...,m},
(5((]7@)_{(] ak g=m+1,

3(q,0) = ¢;

g =0; a F={m}.
Sformulujeme teraz invarianty, ktorych platnost budeme dokazovat pre jednotlivé stavy auto-
matu A,,. Pre vSetky ¢ € {0,...,m} dokdZeme invariant

I: Ywe X : (0,w) F* (¢g,e) <= #a(w) = ¢;
pre stav m + 1 napokon dokéZzeme invariant
Imy1: Ywe X" : (0,w) F* (m+1,e) <= #4(w)>m+ 1.
=: Matematickou indukciou vzhladom na n dokaZzeme, Ze pre vietky n € N platia implikacie

I Yw e X*: (0,w) F" (q,¢) = #4(w) = ¢

pre vietky g € {0,...,m}, ako aj implikacia
I Ywe X (0,w)F" (m+1,e) = #4(w) >m+ 1.

1. Pre n = 0 moze byt lava strana pravdiva iba pri implikacii I). V takom pripade je w = ¢
a ¢ =0, pricom #,(w) = #4(e) =0 =gq.

2. Predpokladajme platnost implikacii Iy, ..., I, ., pre n =k a uvazujme n =k + 1.
Pre n = k+ 1 najprv dokédzeme implikacie I, ..., I,. Uvazujme teda situaciu, ked pre ne-
jaké ¢ € {0,...,m} aw € ¥* je (0,w) F**1 (g,¢). Potom existuji u € ¥* a ¢ € X také,
7€e W = uc a

(0,uc) ¥ (p,e) F (¢,¢)

pre nejaky stav p € K. V takom pripade nutne d(p,c) = ¢ a z definicie prechodovej
funkcie automatu A,, teda vyplyva, ze bud p = ¢ ac = b, alebo ¢ > 0, p = ¢ — 1
a ¢ = a. V prvom pripade je z indukéného predpokladu #,(u) = p = ¢, a teda aj
#Ha(w) = #o(uc) = #4(ub) = q. V zostavajucom pripade zas #4(u) = p = ¢ — 1, z ¢oho
opit #q(w) = #a(uc) = #a4(ua) = q. Implikacia I; je teda dokdzand aj pre n =k + 1.
Zostéava pre n = k + 1 dokazat aj poslednt implikaciu 17, ;. Nech teda w € £* je takeé, ze
(0,w) FF¥1 (m +1,¢). Potom existuji u € ¥* a ¢ € X také, Ze w = uc a

(0, uc) -k (p,c) F (m+1,¢)

pre nejaky stav p € K. Z toho §(p,c) = m + 1 a z definicie prechodovej funkcie vidime,
7Ze mozu nastat tri moznosti: p = mac=a,p =m+1ac=a, alehop = m+1
a ¢ = b. V prvom pripade z indukéného predpokladu dostavame #,(u) = m, z ¢oho
#a(w) = #4(ua) > m+ 1. Vo zvy$nych dvoch pripadoch zas z indukéného predpokladu
mame #,(u) > m + 1, a teda aj #4(w) = #4(uc) > m+ 1. Pre n = k 4+ 1 sme teda
dokézali aj implikaciu I, ;.



<: 7 tuplnosti prechodovej funkcie deterministického konecéného automatu A,, vyplyva, Ze pre
kazdé slovo w € ¥* existuje stav ¢ € K taky, ze (0,w) F* (gq,¢). Ak #,(w) = p pre nejaké
p € {0,...,m}, nutne musi byt ¢ = p; v opacnom pripade by totiz z implikacii Iy,..., I},
dokézanych vyssie vyplyvalo, Ze musi byt bud #,(w) = ¢ # p (ak ¢ € {0,...,m}), alebo
#q(w) >m+1>p (ak g =m+1). V oboch pripadoch by islo o spor s rovnostou #,(w) = p.
Podobne ak #,(w) > m + 1, musi byt ¢ = m + 1, pretoZe v opacnom pripade by sme vdaka
implikaciam Ij, ..., I}, dostali #,(w) = q¢ < m + 1, ¢o je opét spor.

KedZe je m jedinym akcepta¢nym stavom automatu A,,, slovo w € ¥* patri do jazyka L(A,,) prave
vtedy, ked (0,w) F* (m,¢e). To ale vdaka invariantu I,,, nastane prave vtedy, ked #,(w) = m, ¢ize
ked w € L,,. Skutocne teda L(A,,) = L. d

Uloha 2. Nech A = (K, %, 6, qo, F) je ,,bezepsilonovy“ nedeterministicky koneény automat — teda
nedeterministicky koneény automat taky, ze d(g,e) = () pre vietky ¢ € K. Matematickou indukciou
dokazte, Ze ak pre w € ¥*, n € Na g € K je (qo,w) F" (q,¢), tak nutne n = |w].

Riesenie. Indukciou vzhladom na m dokdZeme o nieco silnejsie tvrdenie: ak pre w € X*, n € N
ap,q€ K je(p,w)kE"(q¢e), tak nutne n = |w|.

Pre n = 0 musi byt ¢ = p a w = ¢, pricom |w| = |e| = 0 = n. Nech teraz tvrdenie plati pre n = k
a uvazujme n = k + 1. Ak (p,w) F**1 (g,€) pre nejaké w € ¥* a p,q € K, nutne existuji r € K
ax € X" také, ze

(psw) F (r,2) F* (q,€).

Zo vztahu (p,w) - (r,x) vyplyva w = zx pre nejaké z € X U {e} také, ze r € d(p, z); kedze je pritom
automat A ,bezepsilonovy“, je z € ¥. Na vypocet (r,z) F¥ (q,e) sa navyse vztahuje indukény
predpoklad, podla ktorého je || = k. Preto |w| = |zz| = |z| + 1 = k + 1, ¢o bolo treba dokazat. [



