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Uloha 1. Nech 4,5 € N st lubovolné pevne dané prirodzené &isla. Zostrojte (deterministicky alebo
nedeterministicky) kone¢ény automat A; ; akceptujici jazyk

Lij = (a'b)* U (a/b)*.
Spravnost svojej konstrukcie dokézte poriadnou matematickou indukciou.

Riesenie. DokaZeme, Ze jazyk L;; zo zadania tlohy je akceptovany nedeterministickym konecnym
automatom A; ; = (K,%,0,qo, F), kde K = {qo} U {po,...,pi} U{ro,...,r;}, £ = {a,b},

4(q0,€) = {po, o},
d(ptya) = {pr+1} pret=0,...,i—1,
(pi, b) = {po},
)
)

S

(reya) = {reg1} pret=0,...,7—1,
§(rj,b) = {ro},

d(q, z) = 0 pre vSetky dalsie dvojice (¢, 2) € K x (X U{e}) a F = {po, 70}
Sformulujeme teraz invarianty, ktorych platnost budeme dokazovat pre jednotlivé stavy auto-
matu A; ;. Pre stav gop dokdZeme invariant
Iy Yw e X% : (qo,w) F* (qo,e) <= w=c¢;
pre t =0, ..., dalej dokdZeme invariant
I,,: Ywe X" : (g, w) F* (pr,e) <= w= (a'b)*a’ pre nejaké s € N;
pret =0,...,j napokon dokdZeme invariant

I, :

L Yw e X (qo,w) F* (r1,6) <= w = (a’b)a’ pre nejaké s € N,
=: Matematickou indukciou vzhladom na n dokadZeme pre vietky n € N implikaciu

I, 0 Ywe X (qo,w) F" (o, ) = w =,

implikacie
I, : Ywe X : (g, w) " (pre) = w= (a'b)*a’ pre nejaké s € N
pre t =0,...,7 a implikacie

Il :

o Yw e X (qo,w) F" (r,6) B w = (a’b)*a’ pre nejaké s € N,
pret=0,...,7.

1. Pre n = 0 mozZe byt l'ava strana pravdiva iba pri implikécii 7, ;O, pri¢om zaroven w = €.

2. Predpokladajme platnost dokazovanych implikécii pre n = k a uvazujme n = k + 1.
Pre n = k+1 najprv dokazeme implikaciu Iy, — nech w € ¥* je také, Ze (qo, w) L (qo, €).
Potom existuji v € £* a z € ¥ U {e} také, ze w = uz a

(q0,uz) F* (q,2) F (q0,¢€)



pre nejaky stav ¢ € K. V takom pripade nutne gy € 6(q,2) — Ziadne také ¢ € K
a z € XU {e} ale v automate A;; neexistuji. To znamena, Ze Tava strana implikicie I
nie je pre n = k + 1 nikdy splnena a implikicia ako celok je teda pravdiva.

Pokra¢ujme implikiciami I, , ..., I}, . Uvazujme teda situdciu, ked pre nejakét € {0,...,i}
aw € X je (go,w) F*F (py, €). Potom existujt u € ¥* a z € LU {e} také, ze w = uz a

(q0,uz) F¥ (q,2) F (p1,€)

pre nejaky stav ¢ € K. V takom pripade je p; € d(q, z) a z definicie prechodovej funkcie
automatu A; ; teda vyplyva, Ze nastane jeden z nasledujucich troch pripadov:
a) Akt > 0, ¢ = pt1 a z = a, je podla indukéného predpokladu v = (a'b)®a’~!
pre nejaké s € N. Potom ale tieZz w = ua = (a'b)*a’.
b) Ak t = 0, ¢ = qo a z = ¢, je podla indukéného predpokladu u = ¢, z ¢oho
w=u=c¢c=(a'b)’a.
c) Akt =0, ¢=p; az=n>b, je podla indukéného predpokladu u = (a’b)*a’ pre nejaké
s €N, z ¢oho w = ub = (a'b)®a’b = (a’b)*T1a".
.,I,(j. Nech teda pre nejaké t € {0,...,j} a w € ¥* je
(qo, w) FE*L (ry, €). Potom existujti u € X* a z € XU {e} také, ze w = uz a

Zostava dokazat implikacie I} , ..

(a0, uz) F* (¢,2) = (2, €)

pre nejaky stav ¢ € K. Z toho r; € §(q,2) a podla definicie prechodovej funkcie auto-
matu A; ; musi nastat jeden z nasledujtcich troch pripadov:
a) Akt > 0,q = 71 a z = a, je podla indukéného predpokladu u = (a’b)*a’~!
pre nejaké s € N. Potom ale tiez w = ua = (a’b)*a’.
b) Ak t = 0, ¢ = qo a z = ¢, je podla indukéného predpokladu u = &, z ¢oho
w=u=¢e=(a’b)%°.
¢) Akt =0,q=r; az=0b, je podla indukéného predpokladu u = (a’b)*a’ pre nejakeé
s €N, z ¢oho w = ub = (a’b)*a’b = (a’b)**'aP.

<: Nech w € ¥*. Platnost implikacie
I(/]/o w=e= (QOaw) H* (QO,E)
vyplyva zo skuto¢nosti, ze F° je identicka relacia. Pre t =0, ..., teraz dokdzme implikcie
I . w=(a'b)’a’ pre nejaké s € N = (qo,w) F* (pt, €).
Matematickou indukciou vzhladom na s.

1. Pre s = 0 dokazujme matematickou indukciou vzhladom na ¢.
1.1. Ak s=t=0, jew=c¢a (qo,¢) F (po, ).
1.2. Predpokladajme platnost dokazovaného tvrdenia pre s = 0 a t = k < ¢ a uvazujme
t = k+ 1. Potom w = a**!, pricom z indukéného predpokladu je (qo,a”) F* (p,€).
V takom pripade ale tiez (qo, a**') F* (pg, a) F (pr1,€).
2. Predpokladajme platnost dokazovanych implikacii pre s = £ a uvazujme s = £ + 1; dalej
opit dokazujme indukciou vzhladom na t.
2.1. Pret = 0jew = (a’b)*T! = (a'b)’a’b. Z predpokladu platnosti implikacie I pres =/
pritom (qo, (a*b)’a’) F* (p;,€), z Eoho (qo, (a'b)¢a’d) H* (ps,b) F (po,€).
2.2. Predpokladajme platnost dokazovaného tvrdenia pre s = £+ 1 at = k < i a uva-
7ujme t = k + 1. Potom w = (a'b)**t'aF*!, pricom z indukéného predpokladu je
(qo, (a’b)**1a®) F* (pr,€) — preto aj (qo, (a’d)T1a* 1) H* (pr,a) F (prs1, ).



Obdobnym sposobom teraz pre t = 0, ..., j matematickou indukciou vzhladom na s dokaZeme
implikacie
I': w = (a’b)’a’ pre nejaké s € N = (go, w) F* (ry, ).

1. Nech s = 0. Bazu indukcie dokdZeme matematickou indukciou vzhladom na ¢.
1.1. Ak s=t=0, je w=c¢ a (qo,¢) I (10, ).
1.2. Predpokladajme platnost dokazovaného tvrdenia pre s = 0 at = k < j a uvazujme
t = k + 1. Potom w = a**1, pricom z indukéného predpokladu je (qo,a®) F* (ry,€).
V désledku toho ale (qq, a*™1) F* (rg,a) F (rpg1,€).

2. Predpokladajme platnost dokazovanych implikacii pre s = £ a uvazujme s = £ + 1; dalej
opéit dokazujme indukciou vzhladom na t.
2.1. Pret = 0jew = (a?b)*T! = (a?b)’a?b. Z predpokladu platnosti implikacie I,’,’J pres=1/{
je (qo, (a?b)fa?) F* (r;,€), z ¢oho (qo, (a’b)’alb) * (rj,b) F (ro,€).
2.2. Predpokladajme platnost dokazovaného tvrdenia pre s = £+ 1 at =k < i a uva-

7ujme t = k + 1. Potom w = (a/b)*T'a**+!, pricom z indukéného predpokladu je
(qo, (a7b)F1ak) F* (ry,€). Z toho (qo, (a?b) 1k 1) " (rg,a) F (1gy1,€).

KedZe st jedinymi dvoma akcepta¢nymi stavmi automatu A;; stavy po a qo, patri slovo w € ¥~
do jazyka L(A; ;) prave vtedy, ked (go, w) F* (po, €) alebo (go, w) F* (19, ¢). To ale vdaka invariantom
I, a I, nastane prave vtedy, ked existuje s € N také, Ze w = (a’b)® alebo w = (a’b)® — ¢ize
prave vtedy, ked w € (a'b)* alebo w € (a/b)*. Zistujeme teda, ze w € L(A; ;) prave vtedy, ked
w € (a'b)* U (a/b)* = L; ; — vdaka ¢omu je skutoéne L(4; ;) = L; ;. O

Uloha 2. Deterministickym koneénym poloautomatom rozumieme deterministicky kone¢ny automat
bez pociatoénych a koncovych stavov — ide teda o trojicu A = (K, ¥, ), kde K je neprazdna koneénéa
mnoZina stavov, X je vstupné abeceda a 6: K x ¥ — K je prechodova funkcia.

Rovnako ako pre konetné automaty nazveme konfigurdciou deterministického kone¢ného polo-
automatu A = (K, X,6) dvojicu (¢, w), kde ¢ € K je stav a w € X* reprezentuje nedo¢itanu cast
vstupného slova. Krok vyjpoctu takéhoto poloautomatu A je binarna relécia -4 na mnozine jeho kon-
figuracii taka, ze pre p,q € K a u,v € ¥* je (p,u) F4 (q,v) prave vtedy, ked existuje ¢ € ¥ také, ze
u=cvadlpc)=q.

Pre deterministicky kone¢ny poloautomat A = (K,X,6) a jazyk L budeme pisat L € Z(A), ak
pre nejaké gy € K a F' C K deterministicky koneény automat Ag, r = (K,3,6,qo, F') akceptuje
jazyk L — ¢ize L(Aqy,r) = L. Evidentne tak dostavame kone¢nu triedu jazykov Z(A) C Z.

Nech A = (K1,%,01), As = (K2, %, §2) st deterministické kone¢né poloautomaty nad spolo¢nou
abecedou Y. Deterministicky kone¢ny poloautomat A; X Ao definujeme ako

A1 X A2 = (Kl X KQ,E,(S),
kde pre vietky p € K1, g € Kz a c € ¥ je §([p, q], ¢) = [01(p, ¢), d2(q, ¢)].

a) Nech Ay = (K1,%,61), Ay = (K2,%,d2) st deterministické koneéné poloautomaty nad abe-
cedou Y. Matematickou indukciou dokézte, Ze pre vSetky p1,pe € K1, q1,q20 € Ko a w € X*
je

([ph Ch], ’LU) le x Ao ([p2a QQ]v 5)

prave vtedy, ked (p1,w) Fy, (p2,€) a zarovel (g1, w) Fy, (g2,¢€).
b) Nech Aj, Ay st deterministické kone¢né poloautomaty nad abecedou ¥ a Ly, Lo C ¥* st jazyky

také, 7e L1 € ZL(A1) a Ly € Z(As). Dokaizte, ze jazyky L1, Lo, L1 U Ly a Ly N Lo patria
do X(Al X AQ)



Riesenie.

a)

DokaZzme najprv pomocné tvrdenie: nech A = (K, %, 0) je deterministicky konecny poloautomat
a pre nejaké n € N, p,qg € K a w € ¥* je (p,w) ' (q,€); potom nutne n = |w|. Pre n = 0
skuto¢ne musi byt w = e a n =0 = |w|. Ak dalej predpokladame platnost tvrdenia pre n = k
a (p,w) I—ZH (q,€), existujii ¢’ € K,z € ¥* ac € ¥ taks, ze w = xca (p, zc) F5 (¢, ¢) Fa (g, €);
z indukéného predpokladu teda k = |z|, z ¢oho k + 1 = |xc| = |w|.

Nech teraz Ay x As = (K1 x K2, %, ). Vdaka dokazanému pomocnému tvrdeniu! staéi dokazat,
ze pre vietky n € N a vietky p1,p2 € K1, q1,q2 € Kz aw € X" je ([p1, 1], w) F'4, « 4, ([P2; q2], €)
prave vtedy, ked (p1,w) F, (p2,€) a stcasne (g1, w) %, (g2,¢). Indukciou vzhladom na n.

Pre n = 0 je ([p1,q1], w) '_?4le2 ([p2, q2],€) préave vtedy, ked p1 = p2, 1 = @2 a w = ¢, ¢o
nastane vtedy a len vtedy, ked (p1,w) I—OA1 (p2,€) a zaroven (q1,w) I—%Q (g2,¢€).

Predpokladajme teraz platnost dokazovaného tvrdenia pre n = k a uvazujme n = k + 1. Nech
p1,p2 € K1, q1,42 € Ky a w € ¥*. Potom ([p1,q1],w) I—]XlriAQ ([p2, g2], €) préave vtedy, ked

existuju x € X*, c€ X, pe€ K1 a q € Ky také, Zze w = xzc a
k
([plv Q1]7 :UC) l_Al X Ao ([P, Q]) C) 41 xAs ([va QQL 5)
— Cize stcCasne
([p1, @], @) "lfathQ ([p.dl,¢) a (Ip, al; ¢) Fayxa, ([p2, 2] €).
To podla indukéného predpokladu nastane prave vtedy, ked

(p1,$) l_ljil (p7 {5)’ (qhx) |_1k42 (Q7€) a ([ ,q],c) F A% As ([pQ,QQ],E)-

Kedze ([p,ql,c) Fa,xa, ([p2; q2], €), musi byt 6([p, q],¢) = [p2, g2]. To podla definicie poloauto-
matu A; x Ay nastane prave vtedy, ked §1(p,c) = p2 a d2(q,c) = qo — ¢ize prave vtedy, ked
(p,¢) Fa, (p2,€) & (g,¢) Fa, (q2,€). Zistujeme teda, Ze ([p1, 1], w) FiTL 10 ([p2, g2],€) préve

vtedy, ked existuja x € ¥*, c € X, p € K7 a q € K5 také, ze w = xc,
(pb l‘) '_?41 (p7 6)5 (p7 C) }_A1 (p27 5)7 (Qh .%') l_lib (qa 6) a (Q7 C) l_Az (Q% E)
— Cize (p1,w) I—Ztl (p2,€) a (q1,w) I—fgl (g2, ¢€).
Nech A1 X AQ = (Kl X Kg,E,(S) a nech Bl = (K1,2,51,qo,1,F1) a BQ = (KQ,E,(SQ,QQQ,FQ)
st deterministické koneéné automaty také, ze L(By) = L1 a L(Bg) = Lo. DokdZeme, Ze jazyky

Li,Lo, L1 ULsg a Ly N Lo st postupne akceptované nasledujicimi deterministickymi koneé¢nymi
automatmi:

C1 = (K1 x K2,%,9,[q0,1,q0,2], F1 x K»),
Co = (K1 x K2,%,9,[q0,1,q0,2], K1 % F),
Cy = (K1 x K2,%,0,[q0.1,902], F1 X Ko UK x F3),
Cn = (K1 x K2,%,0,[q0,1,q0,2], F1 X F3);

kedZe s prvé tri zlozky vSetkych tychto automatov zhodné s poloautomatom A; X Ao, dokdZeme
tak pre vietky uvazované jazyky prislusnost do £ (A; x As).

Cy: Pre w € ¥* je w € L(Cy) prave vtedy, ked existuju stavy p € F} a ¢ € Ko takeé, Ze
([g0,1, q0.2], w) B¢, ([P, ), ). KedZe oy = Fayxa,, je aj =5, = Fy 4, — uvedené tvrdenie
je teda ekvivalentné existencii p € Fy a q¢ € K3 takych, Ze ([qo0,1,q0,2], w) Fi, x4, ([Pl €).
To podla tvrdenia dokédzaného v Casti a) nastane prave vtedy, ked pre nejaké p € Fj
aq€ Kaje(qo1,w) Fy, (p,e) alqoz,w)Fy, (¢,¢). Kedze ba, =Fp, aba, =Fp, avdo-
sledku toho st si rovné aj reflexivno-tranzitivne uzévery tychto relacii, je uvedené tvrdenie
ekvivalentné existencii p € F1 a ¢ € Ka takych, Ze (qo1,w) Fp, (p,€) a (qo2,w) Fp, (¢,€).
To nastane prave vtedy, ked w € L(By) = L1, takze skuto¢ne L(C) = L.

'Podla tohto tvrdenia musi v pripade, Ze (p1,w) Fa, (p2,€) a (q1,w) Fh, (q2,€), byt stcasne aj (p1,w) F4, (p2,€)
a (q1,w) F4, (g2,¢) pre n = |wl.



CQ:

Cﬁl

Podobne ako vyssie je w € L(Cy) prave vtedy, ked existuju p € K; a ¢ € Fy také,
ze ([q0,1,90,2],w) Fi, xa, ([Pql;€), Co vdaka tvrdeniu z Casti a) nastane prave vtedy,
ked (qo1,w) Fy, (p,e) a (qo2,w) Fy, (¢,€) — ¢ize ked w € L(B2) = La. Naozaj teda
L(Cs) = Lo.

: Pre w € ¥* je w € L(Cy) prave vtedy, ked existuji p € K1 a q € Ko také, ze p € Fy alebo

q € Faa([qo,1,90.2], w) iy, x4, ([P,ql,€), €0 je podla tvrdenia z ¢asti a) ekvivalentné tomu,
ze sucasne (qo1,w) Fy, (p,e) a (qo2,w) Fy, (¢,¢). To je dalej ekvivalentné akceptacii
slova w aspon jednym z automatov B; a Ba, ¢ize prislusnosti w do L(B;)UL(B2) = L1ULs.
Skuto¢ne teda L(Cy) = L1 U Lo.

Podobne zistujeme, ze w € L(CRH) prave vtedy, ked existuju p € Fy a ¢ € Fy take,

Ze ([QO,L QO,2]77~U) l_j(41 X Ao ([p7 Q]75)> t. J (QO,l,w) I_:k41 (p75) a (QO,%U)) I_j<42 (Q75)' To je
ekvivalentné prislusnosti slova w do jazyka L(B1) N L(Bg) = L1 N Ls — dokézali sme teda,
7e L(Cm) = LN Ls. L]



