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Úloha 1. Nech Σ je abeceda a L ⊆ Σ∗ je jazyk. Komutatívnou redukciou jazyka L nazveme pre účely
tejto úlohy jazyk

]L[ = {u ∈ L | ∀v ∈ Σ∗ : (∀c ∈ Σ : #c(u) = #c(v))⇒ v ∈ L}.

Jazyk ]L[ ⊆ Σ∗ tak pozostáva z práve všetkých slov u z jazyka L takých, že ľubovoľným „po-
prehadzovaním“ písmen slova u dostaneme opäť slovo z jazyka L (vyššie pre toto slovo používame
označenie v).

Zistite, či je trieda R uzavretá na komutatívnu redukciu. Svoje tvrdenie dokážte.

Riešenie. Dokážeme, že trieda R nie je uzavretá na komutatívnu redukciu. Uvažujme napríklad
abecedu Σ = {a, b} a jazyk

L = Σ∗ −
(
(ab)∗a+ ∪ (ab)∗b+

)
;

nie je ťažké nahliadnuť, že L je regulárny jazyk. Dokážeme, že jazyk ]L[ nie je regulárny.
Uvažujme najprv slová u ∈ Σ∗ také, že #a(u) = #b(u). Pre ľubovoľné slovo v ∈ Σ∗ spĺňajúce

#c(u) = #c(v) pre všetky c ∈ Σ je potom tiež #a(v) = #b(v). To znamená, že v nemôže byť prvkom
jazyka (ab)∗a+ ∪ (ab)∗b+, a teda v ∈ L (a špeciálne aj u ∈ L). V dôsledku toho je u ∈ ]L[.

Nech je teraz u ∈ Σ∗ slovo také, že #a(u) < #b(u). Slovo

v = (ab)#a(u)b#b(u)−#a(u) ∈ (ab)∗b+

potom pre všetky c ∈ Σ evidentne spĺňa #c(u) = #c(v). Tým pádom u 6∈ ]L[.
Podobne pre slová u ∈ Σ∗ také, že #a(u) > #b(u) je

v = (ab)#b(u)a#a(u)−#b(u) ∈ (ab)∗a+

slovo spĺňajúce #c(u) = #c(v) pre všetky c ∈ Σ. Opäť teda u 6∈ ]L[.
Zisťujeme teda, že

]L[ = {w ∈ Σ∗ | #a(w) = #b(w)},

čo nie je regulárny jazyk – keby totiž bol regulárny, musel by byť vďaka regulárnosti jazyka a∗b∗

a uzavretosti triedy R na prienik regulárny aj jazyk

]L[ ∩ a∗b∗ = {anbn | n ∈ N} 6∈ R.

Úloha 2. Nech Σ je abeceda a L ⊆ Σ∗ je jazyk. Sufixovou redukciou jazyka L nazveme jazyk suf↓(L)
obsahujúci práve všetky slová w z jazyka L také, že aj všetky sufixy slova w patria do L – čiže

suf↓(L) = {w ∈ L | ∀v ∈ Σ∗ : (∃u ∈ Σ∗ : w = uv)⇒ v ∈ L}.

Zistite, či je trieda R uzavretá na sufixovú redukciu. Svoje tvrdenie dokážte.

Riešenie. Dokážeme, že trieda R je uzavretá na sufixovú redukciu. Nech L je ľubovoľný regulárny
jazyk a A = (K,Σ, δ, q0, F ) je deterministický konečný automat taký, že L(A) = L. Zostrojíme
deterministický konečný automat A′ = (K ′,Σ, δ′, q′0, F

′) taký, že L(A′) = suf↓(L).
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Automat A′ bude musieť v priebehu jediného prechodu cez vstupné slovo w ∈ Σ∗ overiť, či všetky
sufixy slova w – vrátane slova w samotného – patria do jazyka L. To nastane práve vtedy, keď sú
všetky tieto sufixy akceptované automatom A. Idea konštrukcie automatu A′ tak bude nasledujúca:
jeho výpočet na slove w bude spočívať v simulácii výpočtu automatu A na tomto slove, pričom
po každom prečítanom písmene sa spustí nová simulácia automatu A na dosiaľ neprečítanom sufixe
vstupného slova. Keďže ale vstupné slovo môže byť ľubovoľne dlhé, nie je možné udržiavať si v stave
automatu A′ prehľad o všetkých týchto simulovaných výpočtoch automatu A zvlášť: stavov auto-
matuA′ by v takom prípade nemohlo byť konečne veľa. Namiesto toho využijeme skutočnosť, že stavy,
v ktorých sa tieto simulované výpočty nachádzajú, tvoria vždy podmnožinu množiny K. Takýchto
podmnožín je vždy iba konečne veľa – možno si ich teda pamätať v stave automatu A′. Na základe
znalosti takejto množiny stavov Q, v ktorých sa nachádzajú jednotlivé simulácie automatu A, pritom
ľahko vypočítame množinu stavov, v ktorých sa tieto simulácie budú nachádzať po prečítaní ďalšieho
písmena c ∈ Σ: pôjde o práve všetky stavy δ(q, c) pre q ∈ Q spoločne so stavom q0, v ktorom sa začne
simulácia automatu A na novom sufixe vstupného slova. Takýmto spôsobom možno po prečítaní ce-
lého vstupného slova w zistiť množinu všetkých stavov automatu A, v ktorých tento automat dočíta
niektorý zo sufixov slova w – stačí teda akceptovať v prípade, že sú všetky tieto stavy akceptačné
(v tejto množine sa bude nutne nachádzať vždy aspoň jeden stav).

Formálne teda automat A′ = (K ′,Σ, δ′, q′0, F
′) skonštruujeme nasledujúcim spôsobom: vezmeme

K ′ = 2K , q′0 = {q0}, F ′ = 2F a prechodovú funkciu δ′ definujeme ako

δ′(Q, c) = {δ(q, c) | q ∈ Q} ∪ {q0}

pre všetky Q ⊆ K a c ∈ Σ. Správnosť konštrukcie vyplýva z horeuvedených úvah.
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