Formaélne jazyky a automaty (1)
Zimny semester 2023/24

RieSenia stvrtej sady domacich dloh
Peter Kostolanyi
22. novembra 2023

Uloha 1. Nech ¥ je abeceda a Li, Lo C X* jazyky. Jazyk ®(Li, Lo) ziskame tak, Ze pre kazda
dvojicu slov u € L1 a v € Ly rovnakej dizky |u| = |v| = n vezmeme do jazyka ®(L1, La) slovo
dlzky 2n obsahujtce striedavo pismena oboch tychto slov — zretazenim jeho symbolov na nepéarnych
poziciach teda ziskame slovo u a zretazenim symbolov na parnych poziciach slovo v. Presnejsie:

q)(Ll, L2) = {alblagbg ... Gpby | néeN; ay,...,an,b1,...,b, €3
a1...anp € Ly; b1...b, € LQ}
Zistite, ¢ je trieda Z uzavreta na operaciu ®. Svoje tvrdenie dokézte.

Riesenie. DokaZzeme, Ze trieda Z je uzavretd na operaciu ®. Nech L1, Lo st lubovolné dva regularne
jazyky nad abecedou ¥ a A; = (K1,%,61,q0,1,F1) a Ay = (K2,%,02,q0,2, F2) st deterministické
kone¢né automaty také, ze L(A;) = L1 a L(Az) = La. Zostrojime deterministicky kone¢ny automat
A= (K,X%,9,q,F) akceptujuci jazyk ®(L1, Lo).

Automat A bude na vstupnom slove w sti¢asne simulovat vypocet automatu A; na slove tvorenom
symbolmi na neparnych poziciach slova w a vypocet automatu As na slove tvorenom symbolmi
na parnych poziciach slova w. V stave si teda bude paméatat stavy oboch automatov, ako aj to, ktory
z nich mé byt simulovany v nasledujicom kroku vypoctu. Akceptovat bude automat A v pripade, Ze
st v akceptac¢nom stave obidva simulované automaty a stucasne bolo preéitané slovo parnej dlzky —
na rade by teda v danom momente mala byt simulacia automatu A;.

Formdlne: vezmime K = K1 x Ko x {1,2}, g0 = [q0,1,0,2,1], FF = F1 x Fy x {1} a pre vSetky
p € Ki, q € Ko a c € X polozme

5([P7 q, 1]’ C) = [51(])7 C)v q, 2]

a
§([p, 4,2}, ¢) = [p, d2(q, ¢), 1].
Lahko by sme dokazali, ze pre vietky w € ¥* p € K; a ¢ € Ky je (q,w) Fy ([p,q,1],¢)
prave vtedy, ked w = aibiashs...a,b, pre neJake n € Naag,... an,bl,... b, € X také, ze
(q0,1,01-..an) Fi, (p,€) a (qo2,b1...bn) F}, (g,€); podobne (qo,w) F ([p,q,2],€) prave vtedy,
ked w = ajbiagby...anbpan+1 pre nejaké n € N a pismené al,...,an+1,b1,...,bn € X také, ze
(qo1,a1 .. ant1) Fi, (ps€) a (qo2,b1...bn) 7, (g,€). Z volby mnoziny akceptaénych stavov teda
vyplyva L(A) = ®(Ly, La). O
Uloha 2. Nech ¥ je abeceda a Ly, Ly C X* jazyky. Jazyk (L, Ly) ziskame tak, Ze pre kazda
dvojicu slov u € Ly a v € Lo rovnakej dizky |u| = |v| = n vezmeme do jazyka W(Lq, L) vietky
slova dlzky 2n ziskané ,premiesanim* slov u a v zachovavajicim relativne poradie symbolov v oboch
slovach. Pre Tubovolné faktorizacie u = 41 ... Upm, UV = V1 ... Um, kde u1, ..., Um & v1,. .., Uy si slovd,
tak do jazyka W(L1, L) bude patrit slovo u1v1ugvs . . . Uy, U ; niektoré z podslov uy, . . ., U, V1, - ., Uy

pritom mozu byt aj prazdne. Presnejsie:
U (L1, Lo) = {ujviugvy . .. UV, | m € Ny U, .o U, U1, ..o, Uy € X7
|ug .o | =01 Om|; wr e Uy € Ly; vr ...y € Lo}
Zistite, ¢ je trieda Z uzavreta na operaciu W. Svoje tvrdenie dokéizte.

Riesenie. Trieda Z nie je uzavretd na operiaciu V. Ak totiz vezmeme regularne jazyky L1 = a*

a Lo = b* — obidva mozeme uvazovat napriklad nad spolo¢nou abecedou ¥ = {a, b} — dostaneme
W(Ly, Lo) = {a™b" . afmbf | myky, o ko by, b €N ki 4 Ak =l 4 4l =
={we{a,b}" | In e N: #o(w) =n A #y(w) = n} ={w € {a,b}" | #a(w) = #p(w)},

O jazyku L = {w € {a,b}* | #4(w) = #p(w)} pritom vieme, Ze nie je regularny, kedze napriklad
LNna*b* ={a"b" |ne N} ¢ %. O



