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Úloha 1. Nech Σ je abeceda a L1, L2 ⊆ Σ∗ sú jazyky. Pripomeňme si, že vložením jazyka L2

do jazyka L1 nazývame jazyk

L1 ← L2 = {uxv | u, v ∈ Σ∗; uv ∈ L1; x ∈ L2}.

Zistite, či je trieda LCF uzavretá na vloženie. Svoje tvrdenie dokážte.

Riešenie. Trieda LCF je uzavretá na vloženie. Nech Σ je abeceda, L1, L2 ⊆ Σ∗ bezkontextové jazyky
a A1 = (K1,Σ,Γ1, δ1, q0,1, Z0,1, F1), A2 = (K2,Σ,Γ2, δ2, q0,2, Z0,2, F2) zásobníkové automaty také, že
L(A1) = L1 a N(A2) = L2. Bez ujmy na všeobecnosti predpokladajme, že automat A1 na žiadnom
zo svojich vstupných slov w ∈ Σ∗ nevyprázdni zásobník.1 Opíšeme zásobníkový automat A taký, že
L(A) = L1 ← L2.

Automat A skonštruujeme tak, aby na vstupnom slove w ∈ Σ∗ simuloval výpočet automatu A1,
pričom po dočítaní ľubovoľného prefixu u slova w sa bude môcť nedeterministicky rozhodnúť túto
simuláciu prerušiť a pokračovať na nejakom bezprostredne nasledujúcom podslove so simuláciou au-
tomatu A2. Ešte pred začiatkom tejto simulácie automatu A2 umiestni automat A na vrch zásobníka
symbol reprezentujúci „falošné dno“ zásobníka automatu A2, takže na simuláciu bude možné využiť
zásobník automatu A aj bez toho, aby sa z neho odstránili symboly, ktoré doň mohli byť vložené be-
hom simulácie automatu A1 na prefixe u. V prípade, že sa počas tejto časti výpočtu napokon prečíta
podslovo x slova w a simulovaný automat A2 toto slovo x akceptuje prázdnym zásobníkom, obnoví
sa započatá simulácia automatu A1 a pokračuje sa v nej na zvyšnom sufixe v vstupného slova w.
Automat A bude akceptovať práve vtedy, keď sa po dočítaní celého slova dostane do akceptačnej
konfigurácie simulovaný automat A1.

Zostáva opísať detaily konštrukcie automatu A = (K,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ): vezmeme

K = (K1 × {1}) ∪ (K1 ×K2 × {2}) ∪ (K1 × {3}),

Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ {D} pre nejaký nový symbol D 6∈ Γ1 ∪ Γ2, q0 = [q0,1, 1], Z0 = Z0,1, F = F1 × {3}
a prechodovú funkciu automatu A definujeme nasledovne:

δ([p, 1], c, Z) = {([q, 1], γ) | q ∈ K1; γ ∈ Γ∗1; (q, γ) ∈ δ1(p, c)}

pre všetky p ∈ K1, c ∈ Σ a Z ∈ Γ1;

δ([p, 1], ε, Z) = {([q, 1], γ) | q ∈ K1; γ ∈ Γ∗1; (q, γ) ∈ δ1(p, ε)} ∪ {([p, q0,2, 2], ZDZ0,2)}

pre všetky p ∈ K1 a Z ∈ Γ1;

δ([p, r, 2], z, Z) = {([p, q, 2], γ) | q ∈ K2; γ ∈ Γ∗2; (q, γ) ∈ δ2(r, z)}

pre všetky p ∈ K1, r ∈ K2, z ∈ Σ ∪ {ε} a Z ∈ Γ2;

δ([p, r, 2], ε,D) = {([p, 3], ε)}

pre všetky p ∈ K1 a r ∈ K2;

δ([p, 3], z, Z) = {([q, 3], γ) | q ∈ K1; γ ∈ Γ∗1; (q, γ) ∈ δ1(p, z)}

pre všetky p ∈ K1, z ∈ Σ ∪ {ε} a Z ∈ Γ1;

δ(q, z, Z) = ∅

pre všetky zvyšné q ∈ K, z ∈ Σ ∪ {ε} a Z ∈ Γ.
Ľahko vidieť, že takýto automat A akceptuje slovo w ∈ Σ∗ práve vtedy, keď existujú u, x, v ∈ Σ∗

také, že x ∈ L2 a uv ∈ L1 – čiže keď w ∈ L1 ← L2. Naozaj teda L(A) = L1 ← L2.
1Stačí na začiatku výpočtu pridať na dno zásobníka nový špeciálny symbol.
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Úloha 2. Nech Σ je abeceda a L1, L2 ⊆ Σ∗ sú jazyky. Stredovým vložením jazyka L2 do jazyka L1

nazveme jazyk
L1 � L2 = {uxv | u, v ∈ Σ∗; uv ∈ L1; x ∈ L2; |u| = |v|}.

Slová z jazyka L2 sa teda vkladajú iba do slov párnej dĺžky z jazyka L1, a to vždy do ich stredu.
Zistite, či je trieda LCF uzavretá na stredové vloženie. Svoje tvrdenie dokážte.

Riešenie. Trieda LCF nie je uzavretá na stredové vloženie. Uvažujme jazyky

L1 = {aibiajbj | i, j ∈ N}

a
L2 = {c}

nad spoločnou abecedou Σ = {a, b, c}. Evidentne L1, L2 ∈ LCF . Dokážeme, že L1 � L2 6∈ LCF .
Sporom. Predpokladajme, že L1 � L2 ∈ LCF ; vďaka uzavretosti triedy LCF na prienik s regu-

lárnym jazykom ale v takom prípade musí byť bezkontextový aj jazyk

(L1 � L2) ∩ a+b+ca+b+ = {anbncanbn | n ∈ N} =: L.

Jazyk L ale bezkontextový nie je: v opačnom prípade by k nemu podľa pumpovacej lemy pre bez-
kontextové jazyky prislúchala nejaká konštanta p ∈ N. Pre w = apbpcapbp je potom súčasne w ∈ L
a |w| ≥ p – z pumpovacej lemy preto vyplýva existencia slov x, u, y, v, z ∈ Σ∗ takých, že w = xuyvz,
|uyv| ≤ p, |uv| ≥ 1 a xuiyviz ∈ L pre všetky i ∈ N.

Keby teda bolo #c(u) > 0 alebo #c(v) > 0, bolo by súčasne xu2yv2z ∈ L a #c(xu
2yv2z) ≥ 2 –

spor s definíciou jazyka L. Pre #c(x) > 0 by ďalej bolo xu2yv2z = apbpcz′ pre nejaké z′ ∈ {a, b}∗
také, že |z′| > 2p a pre #c(z) > 0 by bolo xu2yv2z = x′capbp pre nejaké x′ ∈ {a, b}∗ také, že
|x′| > 2p; v oboch prípadoch ide opäť o spor s definíciou jazyka L. Pre #c(y) > 0 je napokon
xu2yv2z = apbp+scap+tbp pre nejaké s, t ∈ N také, že s > 0 alebo t > 0 – takisto spor s definíciou
jazyka L.
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