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Uloha 1. Nech ¥ je abeceda a Li,Ly C X* st jazyky. Pripomenme si, Ze vloZenim jazyka Lo
do jazyka L; nazyvame jazyk

Ly < Ly = {uxv | u,v € ¥¥; wv € L1; = € La}.
Zistite, ¢ je trieda Zop uzavreta na vlozenie. Svoje tvrdenie dokazte.
Riesenie. Trieda Lo je uzavretd na vloZenie. Nech X je abeceda, L1, Ly C 3* bezkontextové jazyky
a Ay = (K1,%,T1, 0, 90,1, 20,15 F), Ay = (KQ, 3,9, 09, 40,25 20,2, F5) zasobnikové automaty také, ze
L(A;) = Ly a N(A3) = Ly. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze automat A; na Ziadnom
zo svojich vstupnych slov w € £* nevyprazdni zasobnik.! OpiSeme zasobnikovy automat A taky, Ze
L(A) = L1 — L2.

Automat A skonStruujeme tak, aby na vstupnom slove w € ¥* simuloval vypocet automatu Ay,
pricom po doé&itani l'ubovolného prefixu u slova w sa bude moct nedeterministicky rozhodnut tato
simuléciu prerusit a pokracovat na nejakom bezprostredne nasledujicom podslove so simuléciou au-
tomatu As. Este pred zaciatkom tejto simulacie automatu A, umiestni automat A na vrch zasobnika
symbol reprezentujici ,faloSné dno“ zasobnika automatu As, takZe na simuléciu bude mozné vyuzit
zésobnik automatu A aj bez toho, aby sa z neho odstranili symboly, ktoré dofi mohli byt vloZzené be-
hom simulécie automatu Ay na prefixe u. V pripade, Ze sa pocas tejto ¢asti vypoctu napokon precita
podslovo z slova w a simulovany automat As toto slovo x akceptuje prazdnym zésobnikom, obnovi
sa zapocata simulécia automatu A; a pokracuje sa v nej na zvy$nom sufixe v vstupného slova w.
Automat A bude akceptovat prave vtedy, ked sa po docitani celého slova dostane do akceptacnej
konfiguracie simulovany automat Aj.

Zostéava opisat detaily konstrukcie automatu A = (K, %, T, 4, qo, Zo, F'): vezmeme

K = (K1 x {1}) U (K1 x K2 x {2}) U (K1 x {3}),

I' =T1UTl'y U {D} pre nejaky novy symbol D ¢ I'y UT'2, qo = [qo0,1,1], Zo = Zo,1, F = F1 x {3}
a prechodovi funkciu automatu A definujeme nasledovne:

5([p, 1], ¢, Z) = {([g;1},7) | ¢ € K15 v € T'T; (¢,7) € d1(p, o)}

pre vSetky p € K1, ce ¥ a Z €I'y;
5([p,1],e,2) ={(la. 1],7) [ ¢ € K1; v € I'7; (¢,7) € 01(p,€)} U{([p, 00,2, 2], ZD Zo 2)}
pre vietky p € K1 a Z € I'y;
o(lp.r 2,2, Z2) = {([p, 4,21, 7) | ¢ € K25 v €T%; (q,7) € d2(r, 2)}
pre vietky p € K1, r € Ky, z € XU {e} a Z € I'y;
6(lp, 2], ¢, D) = {([p, 3], €)}

pre vietky p € K1 ar € Ko;

o([p,3],2,Z2) = {([a,3],7) | ¢ € K15 v €TT; (¢,7) € 61(p,2)}
pre vietky p € K1, z € ¥U{e} a Z € I'y;

8q,2,2) =10

pre vietky zvysné ¢ € K, z € Y U{c} a Z €T.
Lahko vidiet, ze takyto automat A akceptuje slovo w € ¥* prave vtedy, ked existujt u,z,v € ¥*
také, ze x € Lo a uwv € Ly — Cize ked w € Ly < Lo. Naozaj teda L(A) = Ly < Lo. O

!Stadi na zadiatku vypoctu pridat na dno zasobnika novy Specialny symbol.



Uloha 2. Nech ¥ je abeceda a L1, Ly C X* st jazyky. Stredovgm vloZenim jazyka Ly do jazyka L
nazveme jazyk
Ly « Ly ={uzv |u,v € £ uv € L1; x € La; |u] = |v|}.

Slové z jazyka Lo sa teda vkladaju iba do slov pdrnej dizky z jazyka Li, a to vzdy do ich stredu.
Zistite, ¢ je trieda Zop uzavreta na stredové vloZenie. Svoje tvrdenie dokézte.

Riesenie. Trieda Lo nie je uzavretd na stredové vlozenie. Uvazujme jazyky

Ly = {a'b'a’V | i,j € N}

L2 = {C}

nad spolo¢nou abecedou ¥ = {a, b, c}. Evidentne L, Ly € Zop. DokdZeme, ze Ly « Lo & LoF.
Sporom. Predpokladajme, Ze L1 « Lo € %o p; vdaka uzavretosti triedy Zop na prienik s regu-
larnym jazykom ale v takom pripade musi byt bezkontextovy aj jazyk

(L1 « Lo)Natbca™d™ = {a"b"ca™"™ | n € N} =: L.

Jazyk L ale bezkontextovy nie je: v opacnom pripade by k nemu podla pumpovacej lemy pre bez-
kontextové jazyky prislichala nejaka konstanta p € N. Pre w = aPbPcaPb? je potom stcasne w € L
a |w| > p — z pumpovacej lemy preto vyplyva existencia slov z,u,y, v, z € ¥* takych, 7Ze w = zuyvz,
luyv| < p, luv| > 1 a zulyv’z € L pre vietky i € N.

Keby teda bolo #.(u) > 0 alebo #.(v) > 0, bolo by stcasne zu’yv?z € L a #.(zuyv?z) > 2 -
spor s definiciou jazyka L. Pre #.(x) > 0 by dalej bolo zu’yv?z = aPbPcz’ pre nejaké 2’ € {a,b}*
také, ze |2'| > 2p a pre #.(z) > 0 by bolo zu?yv?z = 2'caPb? pre nejaké =’ € {a,b}* také, 7e
|#’/| > 2p; v oboch pripadoch ide opét o spor s definiciou jazyka L. Pre #.(y) > 0 je napokon
zulyv?z = aPbPTocaP TP pre nejaké s,t € N také, ze s > 0 alebo t > 0 — takisto spor s definiciou
jazyka L. O



