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Úloha 1. Zistite, či je trieda LCF sufixovo uzavretá. Svoje tvrdenie dokážte.

Riešenie. Dokážeme, že trieda LCF je sufixovo uzavretá. Nech L je ľubovoľný bezkontextový jazyk
a A = (K,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) je zásobníkový automat taký, že L(A) = L. Skonštruujeme zásobníkový
automat A′ taký, že L(A′) = suf(L).

Automat A′ bude pracovať podobne ako automat A, avšak s tým rozdielom, že na začiatku
výpočtu bude môcť do istého okamihu namiesto krokov na písmeno vykonávať kroky na ε. V prvej
fáze výpočtu teda bude pracovať ako automat A, ale namiesto krokov na písmeno bude vykonávať
kroky na ε; v ktoromkoľvek momente sa bude môcť nedeterministicky prepnúť do druhej fázy, v ktorej
už len bude simulovať automat A. Automat A′ bude akceptovať práve vtedy, keď v rámci ktorejkoľvek
z dvoch fáz1 výpočtu dočíta vstup v akceptačnom stave simulovaného automatu A.

Vstupné slovo v ∈ Σ∗ tak bude automat A′ akceptovať práve vtedy, keď existuje slovo u ∈ Σ∗

také, že automat A akceptuje slovo uv – čiže práve vtedy, keď existuje u ∈ Σ∗ také, že uv ∈ L.
To nastane práve vtedy, keď v ∈ suf(L).

Formálne teda zásobníkový automat A′ = (K ′,Σ,Γ, δ′, q′0, Z0, F
′) skonštruujeme nasledujúcim

spôsobom: vezmeme K ′ = K × {1, 2}; q′0 = [q0, 1]; F ′ = F × {1, 2};

δ′([p, 1], ε, Z) = {([q, 1], γ) | q ∈ K; γ ∈ Γ∗; ∃z ∈ Σ ∪ {ε} : (q, γ) ∈ δ(p, z, Z)} ∪ {([p, 2], Z)}

pre všetky p ∈ K a Z ∈ Γ; a

δ′([p, 2], z, Z) = {([q, 2], γ) | q ∈ K; γ ∈ Γ∗; (q, γ) ∈ δ(p, z, Z)}

pre všetky p ∈ K, z ∈ Σ ∪ {ε} a Z ∈ Γ. Automat A′ nebude mať žiadne ďalšie prechody.

Úloha 2. Zistite, či je trieda LCF uzavretá na operáciu MAX. Svoje tvrdenie dokážte.

Riešenie. Dokážeme, že trieda LCF nie je uzavretá na operáciu MAX. Uvažujme napríklad jazyk

L = {aibjck | i, j, k ∈ N− {0}; i ≥ k} ∪ {aibjck | i, j, k ∈ N− {0}; j ≥ k}.

Keďže evidentne ide o zjednotenie dvoch bezkontextových jazykov, je jazyk L takisto bezkontextový.
Zrejme

MAX(L) = {aibjcmax{i,j} | i, j ∈ N− {0}};

dokážeme, že tento jazyk nie je bezkontextový.
Sporom: nech MAX(L) ∈ LCF . Podľa pumpovacej lemy pre bezkontextové jazyky potom k ja-

zyku L prislúcha nejaká konštanta p ∈ N; bez ujmy na všeobecnosti môžeme predpokladať, že p > 0.
Pre w = apbpcp potom evidentne w ∈ MAX(L) a |w| ≥ p. Podľa pumpovacej lemy pre bezkontextové
teda existujú slová x, u, y, v, z ∈ {a, b, c}∗ také, že:

(i) w = xuyvz;

(ii) |uyv| ≤ p;

(iii) |uv| ≥ 1;

(iv) pre všetky i ∈ N je xuiyviz ∈ MAX(L).
1Kvôli prázdnemu slovu ε nie je postačujúce akceptovať iba v druhej fáze výpočtu – môže sa totiž napríklad stať,

že pôvodný automat A sa do akceptačného stavu dostane iba súčasne s vyprázdnením zásobníka v rámci prechodu
na písmeno; automat A′ sa už v takom prípade nebude vedieť prepnúť do druhej fázy.
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Ak niektoré zo slov u, v obsahuje výskyty dvoch rôznych písmen abecedy, je xu2yv2z 6∈ a+b+c+, čo je
spor s podmienkou (iv). Môžeme teda predpokladať, že obidve tieto slová pozostávajú z niekoľkých
(aj nula) výskytov jediného písmena.

Ak #c(u) = #c(v) = 0, pre i = 2 evidentne dostávame

xu2yv2z = ap+sbp+tcp,

kde s, t ∈ N, pričom vďaka podmienke (iii) je aspoň jedno z týchto dvoch čísel kladné. Toto slovo
teda nepatrí do jazyka MAX(L), čo je spor s podmienkou (iv).

Ak naopak #c(u) > 0 alebo #c(v) > 0, vďaka podmienke (ii) je

xu0yv0z = apbp−scp−t,

kde s, t ∈ N a t > 0. Slovo teda nepatrí do jazyka MAX(L) – spor s podmienkou (iv) pre i = 0.
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