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Uloha 1. Pre l'ubovolni abecedu ¥ nazveme prefizovym uzdverom jazyka L C ¥* jazyk
pref(L) ={u e ¥* | Jv e X% :uv € L}.

Nech teraz X,I' su abecedy, h: 3* — I'* homomorfizmus a L C ¥* jazyk. Porovnajte jazyky
h(pref(L)) a pref(h(L)).

Riesenie. Dokazeme, ze h(pref(L)) C pref(h(L)), kym opafné inkluzia vo vSeobecnosti neplati.

C: Nech w € h(pref(L)). Potom existuje u € pref(L) také, ze w = h(u). Kedze u € pref(L),
pre nejaké v € ¥* musi byt uv € L. Potom ale h(uv) € h(L), pricom stuc¢asne h(uv) = h(u)h(v).
Teda h(u)h(v) € h(L), z ¢oho w = h(u) € pref(h(L)).

2: Uvazujme napriklad abecedy ¥ = I' = {a}, homomorfizmus h: ¥* — I'* dany ako h(a) = aa
ajazyk L = {a}. Potom pref(L) = {e,a} a h(pref(L)) = {e,aa}. Na druhej strane h(L) = {aa},
a teda pref(h(L)) = {e,a,aa}. Vidime teda, ze a € pref(h(L)), ale a & h(pref(L)). O



Uloha 2. Zostrojte bezkontextovi gramatiku generujucu jazyk

L = {a™ba'ba’ | i,j € N}
(nad abecedou ¥ = {a, b}). Spravnost svojej konstrukcie dokazte poriadnou matematickou indukciou.
Rieenie. Dokazeme, ze L = L(G) pre gramatiku G = (N, T, P,0), kde N = {o,a}, T = {a,b} a

P={oc—aca|ab
a — aaa | b}.

Ukézeme, Ze slovo x € (N UT)* je vetnou formou gramatiky G préave vtedy, ked patri do jazyka F
obsahujiceho prave

(i) vietky slova a’oa’, kde j € N
(ii) a vietky slova a'™/sa'ba’, kde i,j € N a s € {a, b}.
KedZe evidentne F'NT* = L, vyplynie z tohto pozorovania aj rovnost L(G) = L.

C: Nech x € (NUT)* je vetnou formou gramatiky G — pre nejaké n € N teda o =" x. Indukciou
vzhladom na n dokaZzeme, 7e v € F.

Pre n =0 je x = o, ¢o je slovo tvaru (7). Predpokladajme teda platnost tvrdenia pre n = k € N
a uvazujme n = k + 1. Ak o =*+1 2 musi existovat slovo y € (N UT)* takeé, 7e 0 =% y = x.
Z indukéného predpokladu potom vyplyva, ze slovo y je tvaru (i) alebo (ii).

Ak y = a’oa’ pre nejaké j € N, vyplyva zo vztahu y = , Ze slovo « musi vzniknit z y pouzitim
niektorého z pravidiel ¢ — aca alebo ¢ — ab na jediny vyskyt netermindlu o v slove y.
V pripade pouzitia pravidla ¢ — aca je + = a’tloa’*!, o je slovo tvaru (7). Pre pravidlo
o — abje z = a’aba’ = a*aa’ba’, ¢o je slovo tvaru (ii). V oboch pripadoch teda z € F.

Ak y = a"Jsa’ba’ pre i,j € N a s € {a,b}, moze y = = platit iba v pripade, ze s = a; slovo
z dalej musi vzniknut z y pouZitim pravidla a — aaa alebo o — b na tento jediny vyskyt
neterminéalu o Pre prvé z tychto pravidiel dostavame z = a'aaaa’ba? = o)+’ 1bal,
¢o je slovo tvaru (ii); pre druhé z nich je z = a**/ba’ba’, ¢o je opit slovo tvaru (7). Aj tu teda
nutne z € F.

U

: Indukciou na j najprv dokazeme, ze st v gramatike G odvoditelné vietky slova a’ca’ pre j € N.
Pre j = 0 je trividlne 0 =* ¢ = a%¢a’. Predpokladajme teda platnost tvrdenia pre j = k € N
a uvazujme j = k + 1. Z indukéného predpokladu potom o =* afoa® = aFTloa*+!, kde
v poslednom kroku odvodenia sme pouzili pravidlo o — aca.

Indukciou na i teraz dokdzme, Ze pre vSetky ¢,j € N je v gramatike G odvoditelné slovo
a™Jaa'ba’. Pre i = 0 z dokdzaného dostavame o =* a/oa’ = a’aba’ = a®aa®ba’; v posled-
nom kroku odvodenia sme tu pouzili pravidlo ¢ — ab. Nech teda tvrdenie plati pre : = k € N
a uvazujme i = k+1. Z indukéného predpokladu potom o =* a¥aafba? = a ¥+ aak1ba’,
kde v poslednom kroku odvodenia sme pouzili pravidlo @ — aaa.

Zostava dokazat, Ze st v gramatike G odvoditelné aj vsetky slova a'*/ba’ba’ pre i,j € N.
7Z dokazaného ale 0 =* a'T/aa’bal = a'*Iba’ba?, kde v poslednom kroku sme pouzili pravidlo
a —b. O



Uloha 3. Nech G = (N, T, P,0) je regularna gramatika s N = {0, o, 8}, T = {a,b} a

P ={0 — aao | ba | baa
a—aa|p|e
B — aa | b}.

Zostrojte nedeterministicky kone¢ny automat A taky, ze L(A) = L(G). Tuto rovnost nie je potrebné
dokazovat v pripade pouzitia Standardnej konstrukcie; v opa¢nom pripade je ddokaz nutny.

Riesenie. Skonstruujeme najprv regularnu gramatiku G’ = (N', T, P’, o) ekvivalentntu gramatike G
takt, ze P C N’ x (TN'UN'UT U{e}). Za tymto ucelom zavedme nasledujice oznacenia pravidiel:

71 := (0 — aao),

g := (0 — baa).
Potom N/ = {07 a, /85 Q;Z)ﬂ'l,la ’¢7T2,17 ¢ﬂ2,2} a

P={o = ar 1 | ba | bipr,
a—aa|f|e

B —aa|b
Ve 1 — a0
Yyl — Ay 2
Yry2 — a}.

Obr. 1: Nedeterministicky koneény automat A ekvivalentny gramatike G.

Nedeterministicky kone¢ny automat A ekvivalentny gramatike G je nasledne dany diagramom
na obrazku 1. O



Uloha 4 (Bonus). Deterministicky koneény automat A = (K,X, 0, qo, F) nazveme resetujicim, ak
je pre kazdé ¢ € ¥ splnené jedna z nasledujtcich dvoch podmienok:

(i) pre vsetky p € K je d(p,c) = p, alebo
(11) existuje stav ¢ € K taky, ze pre vietky p € K je d(p,c) = q.

Zistite, Ci existuje regularny jazyk, ktory nie je akceptovany Ziadnym resetujicim automatom. Svoje
tvrdenie dokazte.

Rieenie. DokaZzeme, Ze napriklad jazyk L = (aa)* — ten je evidentne regularny — nie je akceptovany
ziadnym resetujicim automatom. Nech A = (K, X, J, qo, F') je deterministicky koneény automat taky,
7e L(A) = L. Kedze e € Laa ¢ L, musi byt qo € F a ¢ = 0(qo,a) € F, z ¢oho q # qo. Pre c = a
tak nie je splnena podmienka (i) definicie resetujucich automatov. KedZe navyse aa € L, musi byt
d(g,a) € F, z ¢oho 6(qo,a) # 0(g,a). Pre ¢ = a tak nie je splnend ani podmienka (ii) definicie
resetujucich automatov: automat A nemoze byt resetujuci. O



