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Úloha 1. Pre ľubovoľnú abecedu Σ nazveme prefixovým uzáverom jazyka L ⊆ Σ∗ jazyk

pref(L) = {u ∈ Σ∗ | ∃v ∈ Σ∗ : uv ∈ L}.

Nech teraz Σ,Γ sú abecedy, h : Σ∗ → Γ∗ homomorfizmus a L ⊆ Σ∗ jazyk. Porovnajte jazyky
h(pref(L)) a pref(h(L)).

Riešenie. Dokážeme, že h(pref(L)) ⊆ pref(h(L)), kým opačná inklúzia vo všeobecnosti neplatí.

⊆: Nech w ∈ h(pref(L)). Potom existuje u ∈ pref(L) také, že w = h(u). Keďže u ∈ pref(L),
pre nejaké v ∈ Σ∗ musí byť uv ∈ L. Potom ale h(uv) ∈ h(L), pričom súčasne h(uv) = h(u)h(v).
Teda h(u)h(v) ∈ h(L), z čoho w = h(u) ∈ pref(h(L)).

6⊇: Uvažujme napríklad abecedy Σ = Γ = {a}, homomorfizmus h : Σ∗ → Γ∗ daný ako h(a) = aa
a jazyk L = {a}. Potom pref(L) = {ε, a} a h(pref(L)) = {ε, aa}. Na druhej strane h(L) = {aa},
a teda pref(h(L)) = {ε, a, aa}. Vidíme teda, že a ∈ pref(h(L)), ale a 6∈ h(pref(L)).

1



Úloha 2. Zostrojte bezkontextovú gramatiku generujúcu jazyk

L = {ai+jbaibaj | i, j ∈ N}

(nad abecedou Σ = {a, b}). Správnosť svojej konštrukcie dokážte poriadnou matematickou indukciou.

Riešenie. Dokážeme, že L = L(G) pre gramatiku G = (N,T, P, σ), kde N = {σ, α}, T = {a, b} a

P = {σ → aσa | αb
α→ aαa | b}.

Ukážeme, že slovo x ∈ (N ∪ T )∗ je vetnou formou gramatiky G práve vtedy, keď patrí do jazyka F
obsahujúceho práve

(i) všetky slová ajσaj , kde j ∈ N

(ii) a všetky slová ai+jsaibaj , kde i, j ∈ N a s ∈ {α, b}.

Keďže evidentne F ∩ T ∗ = L, vyplynie z tohto pozorovania aj rovnosť L(G) = L.

⊆: Nech x ∈ (N ∪ T )∗ je vetnou formou gramatiky G – pre nejaké n ∈ N teda σ ⇒n x. Indukciou
vzhľadom na n dokážeme, že x ∈ F .
Pre n = 0 je x = σ, čo je slovo tvaru (i). Predpokladajme teda platnosť tvrdenia pre n = k ∈ N
a uvažujme n = k + 1. Ak σ ⇒k+1 x, musí existovať slovo y ∈ (N ∪ T )∗ také, že σ ⇒k y ⇒ x.
Z indukčného predpokladu potom vyplýva, že slovo y je tvaru (i) alebo (ii).

Ak y = ajσaj pre nejaké j ∈ N, vyplýva zo vzťahu y ⇒ x, že slovo x musí vzniknúť z y použitím
niektorého z pravidiel σ → aσa alebo σ → αb na jediný výskyt neterminálu σ v slove y.
V prípade použitia pravidla σ → aσa je x = aj+1σaj+1, čo je slovo tvaru (i). Pre pravidlo
σ → αb je x = ajαbaj = a0+jαa0baj , čo je slovo tvaru (ii). V oboch prípadoch teda x ∈ F .
Ak y = ai+jsaibaj pre i, j ∈ N a s ∈ {α, b}, môže y ⇒ x platiť iba v prípade, že s = α; slovo
x ďalej musí vzniknúť z y použitím pravidla α → aαa alebo α → b na tento jediný výskyt
neterminálu α. Pre prvé z týchto pravidiel dostávame x = ai+jaαaaibaj = a(i+1)+jαai+1baj ,
čo je slovo tvaru (ii); pre druhé z nich je x = ai+jbaibaj , čo je opäť slovo tvaru (ii). Aj tu teda
nutne x ∈ F .

⊇: Indukciou na j najprv dokážeme, že sú v gramatike G odvoditeľné všetky slová ajσaj pre j ∈ N.
Pre j = 0 je triviálne σ ⇒∗ σ = a0σa0. Predpokladajme teda platnosť tvrdenia pre j = k ∈ N
a uvažujme j = k + 1. Z indukčného predpokladu potom σ ⇒∗ akσak ⇒ ak+1σak+1, kde
v poslednom kroku odvodenia sme použili pravidlo σ → aσa.

Indukciou na i teraz dokážme, že pre všetky i, j ∈ N je v gramatike G odvoditeľné slovo
ai+jαaibaj . Pre i = 0 z dokázaného dostávame σ ⇒∗ ajσaj ⇒ ajαbaj = a0+jαa0baj ; v posled-
nom kroku odvodenia sme tu použili pravidlo σ → αb. Nech teda tvrdenie platí pre i = k ∈ N
a uvažujme i = k+1. Z indukčného predpokladu potom σ ⇒∗ ak+jαakbaj ⇒ a(k+1)+jαak+1baj ,
kde v poslednom kroku odvodenia sme použili pravidlo α→ aαa.

Zostáva dokázať, že sú v gramatike G odvoditeľné aj všetky slová ai+jbaibaj pre i, j ∈ N.
Z dokázaného ale σ ⇒∗ ai+jαaibaj ⇒ ai+jbaibaj , kde v poslednom kroku sme použili pravidlo
α→ b.
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Úloha 3. Nech G = (N,T, P, σ) je regulárna gramatika s N = {σ, α, β}, T = {a, b} a

P = {σ → aaσ | bα | baa
α→ aα | β | ε
β → aα | b}.

Zostrojte nedeterministický konečný automat A taký, že L(A) = L(G). Túto rovnosť nie je potrebné
dokazovať v prípade použitia štandardnej konštrukcie; v opačnom prípade je dôkaz nutný.

Riešenie. Skonštruujeme najprv regulárnu gramatiku G′ = (N ′, T, P ′, σ) ekvivalentnú gramatike G
takú, že P ′ ⊆ N ′× (TN ′ ∪N ′∪T ∪{ε}). Za týmto účelom zaveďme nasledujúce označenia pravidiel:

π1 := (σ → aaσ),

π2 := (σ → baa).

Potom N ′ = {σ, α, β, ψπ1,1, ψπ2,1, ψπ2,2} a

P = {σ → aψπ1,1 | bα | bψπ2,1
α→ aα | β | ε
β → aα | b

ψπ1,1 → aσ

ψπ2,1 → aψπ2,2

ψπ2,2 → a}.
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Obr. 1: Nedeterministický konečný automat A ekvivalentný gramatike G.

Nedeterministický konečný automat A ekvivalentný gramatike G je následne daný diagramom
na obrázku 1.
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Úloha 4 (Bonus). Deterministický konečný automat A = (K,Σ, δ, q0, F ) nazveme resetujúcim, ak
je pre každé c ∈ Σ splnená jedna z nasledujúcich dvoch podmienok:

(i) pre všetky p ∈ K je δ(p, c) = p, alebo

(ii) existuje stav q ∈ K taký, že pre všetky p ∈ K je δ(p, c) = q.

Zistite, či existuje regulárny jazyk, ktorý nie je akceptovaný žiadnym resetujúcim automatom. Svoje
tvrdenie dokážte.

Riešenie. Dokážeme, že napríklad jazyk L = (aa)∗ – ten je evidentne regulárny – nie je akceptovaný
žiadnym resetujúcim automatom. Nech A = (K,Σ, δ, q0, F ) je deterministický konečný automat taký,
že L(A) = L. Keďže ε ∈ L a a 6∈ L, musí byť q0 ∈ F a q = δ(q0, a) 6∈ F , z čoho q 6= q0. Pre c = a
tak nie je splnená podmienka (i) definície resetujúcich automatov. Keďže navyše aa ∈ L, musí byť
δ(q, a) ∈ F , z čoho δ(q0, a) 6= δ(q, a). Pre c = a tak nie je splnená ani podmienka (ii) definície
resetujúcich automatov: automat A nemôže byť resetujúci.
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