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Uloha 1. Pre abecedu ¥ a jazyk L C ¥* oznaéme ako MAX(L) jazyk
MAX(L)={w € L |Vr € X" :wx g L}
pozostavajuci zo vietkych slov z jazyka L, ktoré nie st vlastngm prefixom! Ziadneho iného slova

z jazyka L.
Nech teraz ¥ je abeceda a L1, Lo C ¥* jazyky. Porovnajte jazyky

MAX(Ll U LQ) a MAX(Ll) U MAX(LQ)
Svoje tvrdenia dokazte.

Riesenie. Dokazeme, ze MAX(L1ULg2) C MAX(L;)UMAX(L2), kym opac¢na inkluzia vo vieobecnosti
neplati.

C: Nech w € MAX(L; U Ly). Potom w € L1 U Ly a pre vietky z € X7 je wx & L1 U Ly. KedZe
w € L1 ULs, je w € Ly alebo w € Ly. Ak w € Ly, z wx € Li U Ly pre vietky 2 € BT
vyplyva aj wx & Ly, z ¢oho w € MAX(Lq), a teda aj w € MAX(L;) UMAX(L2). Podobne
ak w € Lo, z wx € L1 U Ly pre vietky z € X7 mame aj wz &€ Lo, z oho w € MAX(L3), a teda
aj w € MAX(L;) UMAX(Ly).

2: Nech ¥ = {a}, L1 = {a} a Ly = {aa}. Potom a € MAX(L;), z ¢oho a € MAX(L;) UMAX(Ls).
Na druhej strane ale a € MAX(Ly U Lg) = MAX({a,aa}) = {aa}. O

Uloha 2. Zostrojte bezkontextovii gramatiku generujicu jazyk L = {a*t’a’ | i,j € N}. Spravnost
svojej konstrukcie dokézte poriadnou matematickou indukciou.

RieSenie. Dokazeme, ze jazyk L je generovany bezkontextovou gramatikou G = (N, T, P, o), kde
N ={o,a}, T ={a,b} a
P={0—aoa|«
a — ba | e}
Namiesto rovnosti L(G) = L dokaZeme silnejsie tvrdenie F/(G) = F, kde F' je jazyk obsahujuci prave
(i) vietky slova a‘ca’, kde i € N;
(ii) a vietky slova a’b/sa’, kde i, € N a s € {a,}.
Zrejme pritom F'NT* = L, takze z rovnosti F(G) = F naozaj vyplynie aj L(G) = L.
C: Nech z € F(G), ¢ize 0 =" x pre nejaké n € N. Indukciou vzhladom na n dokézeme, 7e = € F.

Pre n = 0 je x = o, ¢o je slovo tvaru (i). Nech teraz tvrdenie plati pre n = k; uvazujme
n = k + 1. Odvodenie ¢ =**! 2 vieme v takom pripade prepisat ako ¢ =% y = =, kde
na odvodenie o =" y sa vztahuje indukény predpoklad. To znamend, Ze slovo y je tvaru (i)
alebo (7).

Ak y = a’oa’ pre nejaké i € N, musi slovo z vzniknut zo slova y pouZitim niektorého z pravidiel
0 — aoa alebo ¢ — « na jediny vyskyt neterminalu o v slove y. V prvom pripade dostavame
r = atloa’t ¢o je slovo tvaru (i). V zostavajicom pripade zas = a‘aa’, ¢o je slovo tvaru (i4).
V oboch pripadoch je teda x € F.

Ak y = a'bsa’ pre nejaké i,j € N a s € {a, e}, musi slovo y vdaka vzfahu y = x obsahovat
aspofi jeden neterminal — z ¢oho s = a a y = a'b’aa’. Slovo = teraz musi vzniknit zo slova y
pouzitim niektorého z pravidiel &« — ba alebo @ — ¢ na neterminal «. V prvom pripade
r = a't’aa’ a v druhom z = a’ba’. V oboch pripadoch ide o slovo tvaru (ii), a teda = € F.

'Pod vlastnym prefixom slova u rozumieme prefix slova u rézny od u samotného.



D: Dokazeme, ze vietky slova v jazyku F' — Cize vSetky slova tvaru (i) alebo (ii) — st vetnymi
formami v gramatike G.

Urobme tak najprv pre slova tvaru (i) a indukciou vzhladom na i dokazme, Ze pre vietky ¢ € N
je 0 =* a'oa’. Pre i = 0 je skutotne o =% o. Nech teraz tvrdenie plati pre i = k a uvazujme
i = k+1. Z indukéného predpokladu potom o =* afoa* = a*Tloa**1, kde v poslednom kroku
bolo pouzité pravidlo ¢ — aca.

Podobne pre slova tvaru (i7) najprv indukciou vzhladom na j dokdzme, Ze pre vSetky i,j € N
je 0 =* a'Vaa’. Pre j = 0 z tvrdenia pre (i) dostdavame o =* a‘ca’ pre vietky i € N,
z ¢oho 0 =* aloa’ = da'aad’ = a'baa’, kde v poslednom kroku bolo pouzité pravidlo o — a.
Nech dalej tvrdenie plati pre j = £ a uvazujme j = £ + 1. Z indukéného predpokladu potom
pre vietky i € N vyplyva o =* a’b’aa’ = a’b*aa’, kde v poslednom kroku odvodenia bolo
pouzité pravidlo o — ba.

Zostava napokon dokazat, Ze pre vietky i,j € N je 0 =* a’¥a’. Z dokdzaného ale o =* a'b’ aa’

a pouzitim pravidla o — ¢ dostavame o =* a’b aa’ = a'bla’. O

Uloha 3. Uvazujme nedeterministicky koneény automat A nad abecedou ¥ = {a, b} dany nasledu-
jacim diagramom.

N4ajdite nedeterministicky koneény automat A’ neobsahujtci prechody na prazdne slovo taky, Ze
L(A’) = L(A). Tato rovnost nie je potrebné dokazovat v pripade pouzitia tandardnej konstrukcie;
v opac¢nom pripade je dékaz nutny.

Riegenie. Nech A = (K, X, 6, qo, F). Pre kazdy stav ¢ € K najprv najdeme ,epsilonovy chvost® [g].:

[90]e = {90, 01}, [q1]e = {q1}, [q2]e = {q2},
lg3le = {43, 94,45}, lqa]e = {@, a5}, lg5]e = {a5}

Nasledne odstranime prechody na e vedice z gg do ¢1, z g3 do q4 a z g4 do gs.

Pre vietky stavy ¢ € K\ {qo} a ¢ € X dalej pre vietky ¢’ € §(q, ¢) povedieme nové prechody na ¢
zo stavu ¢ aj do vSetkych stavov p € [¢].. Takto pribudnu prechody na b z g2 do g4 a g5 a prechod
na a z q4 do ¢s.

V ramci dalsieho kroku pre vSetky ¢ € [qo]s, ¢ € ¥ a ¢’ € d(q,¢) povedieme nové prechody na ¢
zo stavu qo do vSetkych stavov p € [¢'].. Takto dostaneme prechody na a aj na b z gy do ¢1, ako aj
prechod na a z ¢y do gs.

b

Obr. 1: Prechodovy diagram nedeterministického koneéného automatu A’.

V poslednom kroku sa stane akceptaénym aj stav qg, pretoze g1 € [go]e N F. Vysledny automat
A= (K',¥ 0, ¢, F') je potom znazorneny diagramom na obrazku 1. O



Uloha 4 (Bonus). Pre jazyk L C ©* nad abecedou ¥ oznaéme ako MIN(L) jazyk vietkych slov w
z jazyka L takych, Ze Ziaden vlastng prefix slova w nie je v jazyku L:

MIN(L) = {w € L | neexistujt ziadne u € L a v € X7 také, ze w = uv}.

Jazyk MAX(L) definujeme rovnako ako v prvej tlohe.
Nech je teraz 3 abeceda a L C ¥* jazyk. Najdite maximalnu mozni kardinalitu mnoziny jazykov

ML) = {Mp(Myg_1(...(Ma(Mi(L)))...)) | k€ N; My, ..., My € {MIN,MAX}}.
Svoje tvrdenia dokazte.

Riesenie. Jazyk L C X* je bezprefivovy, ak neexistuju Ziadne u € ¥* a v € U1 také, 7e u € L
a zaroven uv € L.

Lahko dokazeme, ze pre vsetky L C ¥* su jazyky MIN(L) a MAX(L) bezprefixové. Keby totiz
pre u € X* av € 1 bolo u € MIN(L) aj uv € MIN(L), mali by sme tiez v € L a uv € L, z ¢oho
uv € MIN(L): spor. Podobne pre u € ¥* a v € 31 také, ze u € MAX(L) a uv € MAX(L) nutne
u € L ajuv € L, z ¢oho u ¢ MAX(L): spor.

Pre vSetky bezprefixové jazyky L C ¥* dalej MIN(L) = L a MAX(L) = L. Inklazie MIN(L) C L
a MAX(L) C L vyplyvaju priamo z definicie tej-ktorej operacie. Ak naopak w € L, musi byt aj
w € MIN(L), pretoZe v opacnom pripade by pre nejaké u € L a v € ¥ bolo w = uv a prislusnost
obidvoch slov 4 a uv = w do L by odporovala bezprefixovosti jazyka L. Podobne pre vSetky w € L
musi byt aj w € MAX(L), pretoZze v opatnom pripade by existovalo z € X1 také, Ze wx € L
a prislusnost obidvoch slov w a wx do L by opét znamenala spor s bezprefixovostou jazyka L.

Z dokédzaného vyplyva, ze pre vietky L C ¥* je MIN(MIN(L)) = MAX(MIN(L)) = MIN(L)
a MIN(MAX(L)) = MAX(MAX(L)) = MAX(L).

Indukciou vzhlTadom na k € N uz teraz lahko dokazeme, Ze pre vetky My, ..., My € {MIN, MAX}
je

My(My_1 (... (My(My(L)))...)) € {L,MIN(L), MAX(L)}.
Pre k = 0 je totiz My(Mg—1(...(M2(M1(L)))...)) = L; ak teraz tvrdenie plati pre k = s, je
Mg(Ms_q(...(Ma(M;(L)))...)) € {L,MIN(L),MAX(L)} a z dokdzaného vyplyva, ze aj pre Tubo-
volné My, € {MIN, MAX} je

My (My(... (My(My(L)))...)) € {MIN(L), MAX(L)} C {L, MIN(L), MAX(L)}.

Preto nutne |.#(L)| < 3. Napriklad pre L = {a,aa} je navyse MIN(L) = {a} a MAX(L) = {aa},
pri¢om vSetky tri jazyky patria do .# (L). Najvicsi mozny pocet prvkov mnoZiny 4 (L) je teda 3. [



