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Uloha 1. Nech ¥ je abeceda a L1, Ly C ¥* su jazyky. VioZenim jazyka Ly do jazyka L, nazveme
jazyk
Ly <+ Ly ={uzv | u,v € ¥*; wv € L1; x € Lo}.

Nech teraz Ly, L}, Ls C ¥* st Tubovolné jazyky. Porovnajte jazyky
(L1 N Lll) — Lo a <L1 — LQ) N (Lll — Lg)
Svoje tvrdenia dokazte.

Riesenie. Dokazeme, ze (L1 NL}) < Ly C (L1 < L2) N (L} < L2), kym opa¢né inkltzia vo vSeobec-
nosti neplati.

C: Nech w € (L1 N L)) < Lg. Potom w = uzv pre nejaké u,v,x € ¥* také, ze wv € Ly N L]
ax € Ly. Zuwv € Ly N LY dostavame uv € Ly a zaroveh uv € L. KedZe w = uzv, kde uv € L4
ax € Ly, je w € Ly < Lo; kedZe navySe w = uzv pre wv € L} a x € Ly, je w € L} < Lo.
Sucasne teda w € Ly < Lo a w € L) < Lo, z ¢oho w € (Ly < L2) N (L} < L2).

2: Uvazujme napriklad abecedu ¥ = {a} a jazyky L1 = {e}, L} = {a} a Ly = {¢,a}. Potom
a € Ly < Lo, pretoze a =uxv preu =e,x =a a v = ¢, priCom uv =¢ € L1 ax = a € Ls.
Sucasne a € L} < Lo, leboa =uzvpreu =a,z =cav =c¢, priomuv =a € Ly axz = € L.
To znamena, 7e a € (L1 < L) N (L} < L2). Na druhej strane ale neexistuja ziadne u, z,v € X*
také, ze a = uzv preuv € LiNLy =0 ax € Ly —teda a & (L1 N L)) < Lo. O



Uloha 2. Zostrojte bezkontextovi gramatiku generujucu jazyk

L={a*cv|ieN; ve{ab} o] =i}

nad abecedou ¥ = {a, b, c¢}. Spravnost svojej konstrukcie dokazte poriadnou matematickou indukciou.

RieSenie. DokaZeme, Ze jazyk L je generovany bezkontextovou gramatikou G = (N, T, P, o), kde

N ={o}, T ={a,b,c} a

P ={0 — aaca | aacbd | c}.

Namiesto rovnosti L(G) = L dokazeme silnejsie tvrdenie F'(G) = F, kde

F={a*sv|ieN; ve{ab}"; |v|=1i; s€{oc}}

Zrejme pritom F'NT* = L, takze z rovnosti F(G) = F naozaj vyplynie aj L(G) = L.

C:

v

Nech z € F(G), ¢ize 0 =™ x pre nejaké n € N. Indukciou vzhladom na n dokazeme, ze x € F.

Pren =0jex =0 = a¥svprei =0,s =0 av = ¢, pricom v takom pripade je aj

|v| = |e] = 0 =i; preto z € F.

Nech teraz tvrdenie plati pre n = k; uvazujme n = k + 1. Odvodenie o =**!  vieme v takom

pripade prepisat ako o = y = z, kde na odvodenie o =* 3 sa vztahuje indukény predpoklad.
To znamend, 7e y = a*/tu pre nejaké j € N, u € {a,b}* take, ze |u| = j a t € {o,c}.

Kedze y = x, musi slovo y obsahovat aspon jeden neterminal — nutne teda ¢t = o. Slovo x
musi vzniknat zo slova y pouZitim niektorého z pravidiel ¢ — aaca, 0 — aacb alebo ¢ — ¢
na jediny vyskyt neterminalu o v slove y. V prvom pripade dostivame z = a?*?cau; stadi
teda vziat i = j + 1, s = 0, v = au a zistujeme, ze = a**sv € F. Podobne v druhom pripade
je x = a®*20bu, takze mozeme vziat i = j+1, s =0, v = bu a x = a*'sv € F. V zostavajicom
pripade je © = a¥ cu, takZe pre i = j, s = ¢, v = u je opit = a*'sv € F.

: Dokazeme, 7e vietky slova v jazyku F — ¢ize vietky slova o = a®sv pre i € N, v € {a,b}* takeé,

ze [v| =i a s € {o,c} — st vetnymi formami v gramatike G. Indukciou vzhladom na i.

Pre i = 0 je bud = = o, alebo = ¢. Stcasne ale 0 =° ¢ a vdaka existencii pravidla ¢ — ¢
aj o = ¢; v oboch pripadoch teda = € F(G).

Nech teraz tvrdenie plati pre i = k; uvazujme i = k+1 a Iubovolné 2 = a®?*+D sy pre v € {a, b}*
také, ze [v| = k+1 a s € {o,c}. Nech v = du pre nejaké d € {a,b} a u € {a,b}*. Z indukéného
predpokladu potom o =* a**cu, z ¢oho pouzitim pravidla o — aacd € P dostavame

2k k

o =* a?*ou = o aaodu = a2* Vg,

Indukény krok je teda uz dokdzany v pripade, ze s = 0. Pre s = ¢ napokon pouzitim pravidla
o — ¢ z uvedeného dostavame

o =* a2kt gy = g2+,

?

takze naozaj = € F(G). O



Uloha 3. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika s N = {0, o, 3,7}, T = {a, b} a

P={oc— afaf | af | aby
a—afp | boby | a
B—af|e
v —bBB | BB | a}.

Preved'te gramatiku G do ,bezepsilonového* normélneho tvaru. Ekvivalenciu vyslednej gramatiky
s povodnou netreba dokazovat v pripade pouZitia §tandardnej konstrukcie; pri pouziti akejkol'vek inej
konstrukcie je dokaz jej spravnosti nutny.

Riesenie. Nadjdeme najprv mnozinu vymazavajicich neterminélov E:
1. Ey = {8},
2. By = EoU{B,7} ={8,7},
3. Ea = E1U{B,v} ={B,7} = Ex,

Teda E = Ey = {3,~}. Z pravidiel gramatiky G néasledne ziskame nasledujuce nové pravidla:

o — aBaf ~ o — afaf | afa | aaf | aa,
oc— af ~ oc—af | a,
o — aby ~ o — aby | ab,
a—aBf  ~  a—aBf|af|a,
a — boby ~ a — baby | bob,
a—a ~ a— a,
Boaf  ~  Boafla
B8 —¢ ~ 8 — e,
Y bBB e v BR8] b,
v — BB ~ Y= BB|B|e,
v —=a ~ v = a.

Po odstraneni duplikdtov a pravidiel s prazdnym slovom na pravej strane tak dostavame vysledni
gramatiku G’ = (N, T, P',0) s

P'={oc—aBaB | aBa | aaB | aa| aB | a|aby | ab
a—aff | af | alboby | bob
B—aB|a
T bBBILB L[ BB S a} O



Uloha 4 (Bonus). Nech ¥ je abeceda a h: ¥* — ¥* homomorfizmus. Ozna¢me ako h%: ¥* — ¥
identické zobrazenie na ¥* a pre vietky n € N polozme A"t := h™ o h. Pre vietky n € N tak
dostavame homomorfizmus! A": ¥* — ¥*, ktory ku kazdému w € ¥* priradi slovo ziskané zo slova w
pomocou n postupnych aplikicii homomorfizmu h.

Uvazujme d'alej nekoneéné postupnosti (uy, )52, (vn)o2, slov nad abecedou ¥ = {a, b} definované
nasledovne: ug = a, vg = b a pre vSetky n € N je

Upt+1 = UpUn a Up41 = Unlny.

Néjdite homomorfizmus h: ¥* — ¥* a slovo w € ¥* také, ze pre vietky n € N je u,, = h™(w). Svoje
tvrdenie dokazte.

Riesenie. Dokézeme, Ze hladanym homomorfizmom je homomorfizmus h: ¥* — ¥* taky, Ze
h(a) = ab a h(b) = ba,

pricom hladanym slovom je w = a. Spolu s rovnostou h"(a) = u, pre vietky n € N indukciou
vzhladom na n dokédZeme aj rovnost h"(b) = vy,.

Pre n = 0 je skuto¢ne h°(a) = a = ug a h°(b) = b = vy. Nech teraz tvrdenie plati pre n = k € N.
Pre n = k + 1 potom z indukéného predpokladu

R** 1 (a) = h*(h(a)) = h*(ab) = h*(a)h*(b) = upvr = Upsr

W) = hF(h(b)) = h*(ba) = B (b)P* (a) = veur = vis1,
¢o bolo treba dokéazat. O

1Zobrazenie h" je homomorfizmom pre vietky n € N, pretoze identické zobrazenie na ©* je homomorfizmus a zlozenie
dvoch homomorfizmov na X* je opat homomorfizmus: ak f: ¥* — X* a g: ¥* — X" st homomorfizmy, pre vSetky
u,v € X je (go f)(uv) = g(f(w)) = g(f(u)f(v)) = g(f(u)g(f(v)) = (go f)(u)(ge f)(v) agof:T" — X" je teda

opat homomorfizmus.



