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Úloha 1. Uvažujme jazyk L = a∗b ∪ a+ nad abecedou Σ = {a, b}.

a) Zostrojte deterministický konečný automat A1 = (K1,Σ, δ1, q0,1, F1) taký, že L(A1) = L.

b) Pre každý stav q automatu A1 sformulujte invariant charakterizujúci jazyk všetkých slov w ∈ Σ∗

takých, že (q0,1, w) `∗A1
(q, ε).

c) Zostrojte nedeterministický konečný automat A2 = (K2,Σ, δ2, q0,2, F2) s dvoma stavmi taký, že
L(A2) = L.

d) Pre každý stav q automatu A2 sformulujte invariant charakterizujúci jazyk všetkých slov w ∈ Σ∗

takých, že (q0,2, w) `∗A2
(q, ε).

Riešenie.

a) Deterministický konečný automat A1 môže byť daný napríklad nasledujúcim prechodovým diagra-
mom.
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b) Invarianty I0, I1, I2, I× pre stavy 0, 1, 2,× ∈ K1 sú postupne dané nasledovne:

I0 : ∀w ∈ Σ∗ : (0, w) `∗A1
(0, ε) ⇐⇒ w = ε;

I1 : ∀w ∈ Σ∗ : (0, w) `∗A1
(1, ε) ⇐⇒ w ∈ a+;

I2 : ∀w ∈ Σ∗ : (0, w) `∗A1
(2, ε) ⇐⇒ w ∈ a∗b;

I× : ∀w ∈ Σ∗ : (0, w) `∗A1
(×, ε) ⇐⇒ w 6∈ a∗ ∪ a∗b.

c) Nedeterministický konečný automat A2 môže byť daný nasledujúcim prechodovým diagramom.
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d) Invarianty J0, J1 pre stavy 0, 1 ∈ K2 sú dané nasledovne:

J0 : ∀w ∈ Σ∗ : (0, w) `∗A2
(0, ε) ⇐⇒ w ∈ a∗;

J1 : ∀w ∈ Σ∗ : (0, w) `∗A2
(1, ε) ⇐⇒ w ∈ a∗b ∪ a+.

1



Úloha 2. Preverte pravdivosť nasledujúcich tvrdení a svoje odpovede vyznačte krížikmi do príslušných
políčok. Zdôvodnenia odpovedí nie sú potrebné.

áno nie
1. Nech Σ,Γ sú abecedy a h : Σ∗ → Γ∗ homomorfizmus. Pre všetky konečné jazyky ×

L ⊆ Σ∗ je potom |h(L)| = |L|.
2. Nech Σ,Γ sú abecedy a h : Σ∗ → Γ∗ homomorfizmus. Pre všetky L1, L2 ⊆ Γ∗ ×

potom h−1(L1 ∩ L2) = h−1(L1) ∩ h−1(L2).
3. Jazyk L = {ww | w ∈ {a, b}∗} ∩ a∗b∗a∗ je regulárny. ×
4. Trieda R je uzavretá na prienik s bezkontextovým jazykom. ×
5. Ak L1, L2 ∈ LCF , tak L1 − L2 6∈ LCF . ×
6. Nech L je bezkontextový jazyk nad abecedou Σ a x, u, y, v, z ∈ Σ∗ sú slová také, že ×

xuyvz ∈ L. Potom aj xu0yv0z ∈ L.
7. Nech A je zásobníkový automat taký, že jazyk N(A) je regulárny. Potom musí byť ×

regulárny aj jazyk L(A).
8. Ak L1, L2 sú jazyky také, že L1 6∈ Lrec a L1 ⊆ L2, tak L2 6∈ Lrec. ×
9. Ak L1 ∈ Lrec a L2 6∈ LRE , tak problém prislúchajúci k jazyku L1 ∩ L2 môže, ×

ale nemusí byť rozhodnuteľný.
10. Nech G1, G2 sú frázové gramatiky také, že L(G1) = L(G2)

C . Potom sú obidva ×
jazyky L(G1) a L(G2) rekurzívne.

Riešenie.

1. Nie. Napríklad pre Σ = Γ = {a}, homomorfizmus h : a∗ → a∗ daný ako h(a) = ε a konečný jazyk
L = {ε, a} je |L| = 2 a |h(L)| = |{ε}| = 1.

2. Áno. Pre slovo w ∈ Σ∗ je w ∈ h−1(L1 ∩ L2) práve vtedy, keď h(w) ∈ L1 ∩ L2 – čiže keď h(w) ∈ L1

a súčasne h(w) ∈ L2. To nastane práve vtedy, keď w ∈ h−1(L1) a zároveň w ∈ h−1(L2) – čiže práve
vtedy, keď w ∈ h−1(L1) ∩ h−1(L2).

3. Áno. Evidentne L = (aa)∗ ∪ (bb)∗.

4. Nie. Napríklad L1 = {a, b}∗ ∈ R a L2 = {anbn | n ∈ N} ∈ LCF , ale L1 ∩ L2 = L2 6∈ R. Trieda LCF

je uzavretá na prienik s regulárnym jazykom, ale o tom tvrdenie zo zadania nehovorilo.

5. Nie. Napríklad pre L1 = L2 = ∅ je L1, L2 ∈ LCF , ale L1 − L2 = ∅ je bezkontextový jazyk.

6. Nie. Nech napríklad Σ = {a, b, c, d, e}, x = a, u = b, y = c, v = d, z = e a L = {abcde}. Ja-
zyk L je konečný, a teda bezkontextový. Súčasne ale xuyvz = abcde ∈ L, kým xu0yv0z = ace 6∈ L.
S pumpovacou lemou pre bezkontextové jazyky uvedené tvrdenie veľa spoločného nemá.

7. Nie. Nech L je ľubovoľný bezkontextový jazyk, ktorý nie je regulárny. Potom existuje zásobníkový
automat A taký, že L(A) = L, pričom A na žiadnom vstupe nevyprázdni zásobník – teda N(A) = ∅.
Pre takýto automat je N(A) ∈ R, ale L(A) 6∈ R.

8. Nie. Tvrdenie neplatí napríklad pre L1 = LD a L2 = {0, 1}∗.

9. Áno. Ak napríklad L1 = ∅, je L1 ∩ L2 = ∅ bez ohľadu na L2 a príslušný problém je rozhodnuteľný.
Ak naopak Σ je abeceda taká, že L2 ⊆ Σ∗ a jazyk L2 nie je rekurzívne vyčísliteľný, pre L1 = Σ∗

je L1 ∩ L2 = L2 a príslušný problém tak nie je rozhodnuteľný (dokonca nie je ani len rekurzívne
vyčísliteľný).

10. Áno. Označme L = L(G1) = L(G2)
C . Keďže L = L(G1) pre frázovú gramatiku G1, je L ∈ LRE .

Keďže LC = (L(G2)
C)C = L(G2) pre frázovú gramatiku G2, je LC ∈ LRE . Keďže L ∈ LRE

a zároveň LC ∈ LRE , je L = L(G1) ∈ Lrec. A keďže LC ∈ LRE a (LC)C = L ∈ LRE , je aj
LC = L(G2) ∈ Lrec.
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Úloha 3. Zistite, či je jazyk L = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) ≤ 2 ·#b(w)} regulárny. Svoje tvrdenie dokážte.

Riešenie. Jazyk L nie je regulárny. Sporom: nech L ∈ R. Podľa pumpovacej lemy pre regulárne jazyky
tak jazyku L prislúcha nejaké p ∈ N. Pre w = a2pbp potom w ∈ L a zároveň |w| ≥ p. Existujú preto slová
u, x, v ∈ Σ∗ také, že:

(i) w = uxv;

(ii) |ux| ≤ p;

(iii) |x| ≥ 1;

(iv) uxiv ∈ L pre všetky i ∈ N.

Vďaka podmienkam (i) až (iii) tak existujú r, s ∈ N také, že s ≥ 1 a r + s ≤ p, pričom u = ar, x = as

a v = a2p−r−sbp. Z podmienky (iv) napokon pre i = 2 dostávame ux2v = a2p+sbp ∈ L – čo je spor, pretože
#a(ux

2v) = 2p+ s > 2p = 2 ·#b(ux
2v).
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Úloha 4. Nech Σ je abeceda a L ⊆ Σ∗ jazyk. Ako MIN(L) potom označujeme jazyk

MIN(L) = {w ∈ L | ∀u, v ∈ Σ∗ : (w = uv ∧ u ∈ L)⇒ v = ε}

pozostávajúci z práve všetkých slov w z jazyka L takých, že žiaden vlastný prefix u slova w nepatrí do L.
Zistite, či je trieda R uzavretá na operáciu MIN. Svoje tvrdenie dokážte.

Riešenie. Trieda R je uzavretá na operáciu MIN.
Nech L ∈ R a A = (K,Σ, δ, q0, F ) je deterministický konečný automat taký, že L(A) = L. Slovo w ∈ Σ∗

patrí do jazyka MIN(L) práve vtedy, keď patrí do L a súčasne žiaden jeho vlastný prefix do jazyka L nepatrí.
Keďže je automat A deterministický, nastane toto práve vtedy, keď sa automat A po prečítaní slova w
dostane po prvý raz do akceptačného stavu – počas výpočtu na w teda nemohol byť použitý žiaden prechod
vedúci z akceptačného stavu. Konečný automat akceptujúci jazyk MIN(L) tak z automatu A dostaneme
jednoducho odstránením všetkých prechodov z akceptačných stavov; keďže ale výsledný automat A′ nemusí
mať úplnú prechodovú funkciu, budeme tento automat pokladať za nedeterministický.

Jazyk MIN(L) je teda akceptovaný nedeterministickým konečným automatom A′ = (K,Σ, δ′, q0, F )
takým, že pre všetky q ∈ K a c ∈ Σ je

δ′(q, c) =

{
{δ(q, c)} ak q 6∈ F ,
∅ ak q ∈ F .

Pre všetky q ∈ K je δ′(q, ε) = ∅.
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Úloha 5. Nech G = (N,T, P, σ) je bezkontextová gramatika s N = {σ, α, β}, T = {a, b} a

P = {σ → aσbσ | αα | ba
α→ aβ | βa | ε
β → aaαb | b}.

a) Zostrojte zásobníkový automat A taký, že N(A) = L(G). Túto rovnosť netreba dokazovať v prípade
použitia štandardnej konštrukcie; pri použití inej konštrukcie je dôkaz správnosti nutný.

b) Preveďte gramatiku G do Chomského normálneho tvaru. Ekvivalenciu výslednej gramatiky s pôvod-
nou gramatikou netreba dokazovať v prípade použitia štandardnej konštrukcie; pri použití akejkoľvek
inej konštrukcie je dôkaz jej správnosti nutný.

Riešenie.

a) Automat A bude daný ako A = (K,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ), kde K = {q0}, Σ = {a, b}, Γ = {a, b, σ, α, β},
Z0 = σ, F = ∅, a kde prechodová funkcia δ je daná nasledovne:

δ(q0, ε, σ) = {(q0, σbσa), (q0, αα), (q0, ab)},
δ(q0, ε, α) = {(q0, βa), (q0, aβ), (q0, ε)},
δ(q0, ε, β) = {(q0, bαaa), (q0, b)},
δ(q0, a, a) = {(q0, ε)},
δ(q0, b, b) = {(q0, ε)};

pre všetky ostatné (q, z, Z) ∈ K × (Σ ∪ {ε})× Γ je δ(q, z, Z) = ∅.

b) Pre všetky c ∈ T zaveďme nový neterminál ξc a pravidlo ξc → c; následne nahraďme všetky termi-
nály c na pravých stranách pôvodných pravidiel neterminálom ξc. Po tejto transformácii dostaneme
gramatiku s pravidlami

σ → ξaσξbσ | αα | ξbξa,
α→ ξaβ | βξa | ε,
β → ξaξaαξb | ξb,
ξa → a,

ξb → b.

Zaveďme ďalej nový neterminál ξε s pravidlom ξε → ε a predĺžme neterminálom ξε „príliš krátku“
pravú stranu pravidla β → ξb. Získame tak gramatiku s pravidlami

σ → ξaσξbσ | αα | ξbξa,
α→ ξaβ | βξa | ε,
β → ξaξaαξb | ξbξε,
ξa → a,

ξb → b,

ξε → ε.

Zaveďme napokon označenia

π1 := (σ → ξaσξbσ),

π2 := (β → ξaξaαξb)

a „rozbime“ príliš dlhé pravé strany týchto dvoch pravidiel pomocou nových neterminálov, čím dosta-
neme bezkontextovú gramatiku G′ = (N ′, T, P ′, σ) s N ′ = {σ, α, β, ξa, ξb, ξε, ψπ1,1, ψπ1,2, ψπ2,1, ψπ2,2}
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a

P ′ = {σ → ξaψπ1,1 | αα | ξbξa
α→ ξaβ | βξa | ε
β → ξaψπ2,1 | ξbξε

ψπ1,1 → σψπ1,2

ψπ1,2 → ξbσ

ψπ2,1 → ξaψπ2,2

ψπ2,2 → αξb

ξa → a,

ξb → b

ξε → ε}.
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Úloha 6. Uvažujme rozhodovací problém daný nasledovne:
Vstup: Kódy 〈A〉, 〈B〉 deterministických Turingových strojov A,B nad abecedou {0, 1}; slovo w ∈ {0, 1}∗.

Výstup: „Áno“ práve vtedy, keď w patrí do práve jedného z jazykov L(A) a L(B).

Je tento problém rozhodnuteľný? Ak nie, je rekurzívne vyčísliteľný? Svoje tvrdenia dokážte.

Riešenie. Redukciou komplementárneho diagonálneho problému na problém zo zadania dokážeme, že prob-
lém nie je ani rekurzívne vyčísliteľný.

Sporom: označme jazyk prislúchajúci k danému problému ako L a predpokladajme, že L ∈ LRE .
V takom prípade by bolo možné skonštruovať deterministický Turingov stroj akceptujúci jazyk LCD, ktorý
by pracoval nasledujúcim spôsobom:

1. Vstup 〈A〉 prerobí na trojicu vstupov 〈A〉, 〈B〉, w = 〈A〉 problému L, kde B je ľubovoľný pevne daný
deterministický Turingov stroj taký, že L(B) = {0, 1}∗.

2. Na týchto troch vstupoch odsimuluje Turingov stroj akceptujúci jazyk L, ktorého existenciu pred-
pokladáme a akceptuje práve vtedy, keď akceptuje simulovaný stroj. To nastane práve vtedy, keď
slovo w = 〈A〉 patrí do práve jedného z jazykov L(A) a L(B). Keďže L(B) = {0, 1}∗, je zakaždým
〈A〉 ∈ L(B) a vstup 〈A〉 je tak akceptovaný práve vtedy, keď 〈A〉 6∈ L(A) – čiže práve vtedy, keď
〈A〉 ∈ LCD.

Zisťujeme teda, že LCD ∈ LRE : spor. Jazyk L v dôsledku toho nemôže byť rekurzívne vyčísliteľný. Schéma
redukcie je znázornená na obrázku nižšie.

LC
D

L

〈A〉 accept acceptTransf.

〈A〉
〈B〉

w = 〈A〉
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Úloha 7 (Bonus). Bezkontextovú gramatiku G = (N,T, P, σ) nazývame lineárnou, ak

P ⊆ N × (T ∗NT ∗ ∪ T ∗)

– čiže ak sa na pravej strane každého pravidla vyskytuje nanajvýš jeden neterminál. Jazyk nazveme lineár-
nym, ak je generovaný nejakou lineárnou gramatikou. Triedu všetkých lineárnych jazykov označujeme Llin.

Zistite, či je trieda Llin uzavretá na prienik s regulárnym jazykom. Svoje tvrdenie dokážte.

Riešenie. Dokážeme, že trieda Llin je uzavretá na prienik s regulárnym jazykom. Nech L1 ∈ Llin a L2 ∈ R
sú jazyky také, že pre nejakú abecedu Σ je L1, L2 ⊆ Σ∗. Nech G = (N,Σ, P, σ) je lineárna gramatika taká,
že L(G) = L1 a A = (K,Σ, δ, q0, F ) je deterministický konečný automat taký, že L(A) = L2. Zostrojíme
lineárnu gramatiku G′ = (N ′,Σ, P ′, σ′) takú, že L(G′) = L(G) ∩ L(A) = L1 ∩ L2.

Gramatika G′ bude pre každý neterminál ξ ∈ N gramatiky G a každú dvojicu stavov p, q ∈ K au-
tomatu A obsahovať neterminál [p, ξ, q]; pravidlá gramatiky G′ pritom skonštruujeme tak, aby pre všetky
w ∈ Σ∗ bolo [p, ξ, q]⇒∗G′ w práve vtedy, keď ξ ⇒∗G w a zároveň (p, w) `∗A (q, ε). Vo výsledku tak bude stačiť
vygenerovať práve všetky slová generované z neterminálov [q0, σ, q] pre q ∈ F ; nový počiatočný neterminál σ′

gramatiky G′ teda bude možné prepísať práve na ktorýkoľvek z týchto neterminálov.
Lineárna gramatika G′ = (N ′,Σ, P ′, σ′) teda bude daná ako N ′ = (K ×N ×K) ∪ {σ′} (kde bez ujmy

na všeobecnosti predpokladáme, že N ′ ∩ Σ = ∅) a

P ′ = {σ′ → [q0, σ, q] | q ∈ F} ∪
∪ {[p, ξ, q]→ x[p′, η, q′]y | p, q, p′, q′ ∈ K; ξ, η ∈ N ; x, y ∈ Σ∗; ξ → xηy ∈ P ;

(p, x) `∗A (p′, ε); (q′, y) `∗A (q, ε)} ∪
∪ {[p, ξ, q]→ w | p, q ∈ K; ξ ∈ N ; w ∈ Σ∗; ξ → w ∈ P ; (p, w) `∗A (q, ε)}.
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