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Uloha 1. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika s N = {o, o, 3,7}, T = {a,b} a

P={0—aca|ba|ap
a— afy | aa
B—=bBB | byy]|e
v — BB | afbary | a}.

Najdite ,,bezepsilonovia® gramatiku G’ taku, ze L(G'") = L(G) — {e}.

Riesenie. Najdeme najprv mnozinu E vSetkych neterminélov gramatiky G, ktoré mozno na niekol'ko krokov
prepisat na prézdne slovo:

1. EO = {B}v
2. By =EoU{B,7} ={B:},
3. E2:E1U{B,’y}:{ﬁ,'y}:E1.

Teda F = Ey = {f,7}. Z kazdého pravidla gramatiky G nésledne vSetkymi moZnymi spésobmi vypustime
nejaku cast neterminalov z E na pravej strane. Ziskame tak nasledujtce pravidla:

o — aow ~ o — aoa,
o — ba ~ o — ba,
oc— af ~ o—af | a,
a—aBy ~  a—apylaBlay]a,
a — aa ~ a — aa,
Bob88  ~ B 08| |D,
B=byy o~ Bobyy|by b,
B —e ~ B — e,
188~ B8] e
v — aBbary ~ v — afBbary | afba | abary | aba,
vy —a ~ v — a.

Po odstraneni duplikatov a pravidiel s prdzdnym slovom na pravej strane tak dostavame vyslednta gramatiku
G'=(N,T,P' o) s

P ={oc—aca|ba|aB |«
o apy|aB|ay|a) aa

B—bBB b3 | byy | by | b
v — BB | B | apbay | aBba | abary | aba | a}. d



Uloha 2.
a) Zostrojte deterministicky alebo nedeterministicky kone¢ny automat pre jazyk L = (ab)*b.

b) Pre kazdy stav g zostrojeného automatu A = (K, 3,9, qo, F)) sformulujte invariant charakterizujuci
jazyk vsetkych slov w € ¥* takych, ze (g0, w) F% (q,¢).

c) Dokézte platnost tychto invariantov poriadnou matematickou indukciou a vyvodte z nej spravnost
konstrukcie automatu A.

RieSenie. Jazyk L je akceptovany nedeterministickym koneénym automatom A = (K,3,0,qo, F'), kde
K={0,1,v},Y={a,b}, F={v}a

5(0,a) = {1}, 5(1,a) =10, 0(V,a) =10,
5(0,b) ={v'}, 0(1,b) = {0}, o(v',b) =10,
§(0,e) =0, 5(1,e) =0, 8(v,e) =

Prechodovy diagram automatu A je na obrazku 1.

a
U To——
b
Obr. 1: Prechodovy diagram nedeterministického kone¢ného automatu A.

Pre stavy automatu A dokéZeme nasledujiice invarianty:
:(0,w) F* (0,e) <= w € (ab)*

L:VweX : (0,w)F* (1,e) < w € (ab)*a,
I/ :Vwe X : (0,w) " (V,e) < w € (ab)"b.

Ip:Vw e X" : (0,w
0,w

=: Matematickou indukciou vzhladom na n dokaZeme, Ze pre vietky n € N:

Ih:Vw e X 1 (0,w) F" (0,¢) = w € (ab)*,
I:Vw € ¥ : (0,w) F" (1,€) = w € (ab)*a,
I :Vw e X : (0,w) F" (V,e) = w € (ab)*b.

Pre n = 0 moze byt lava strana pravdiva iba pri implikacii If;. V takom pripade tieZ nutne w = ¢,
pricom ¢ € (ab)*.

Predpokladajme teda pravdivost uvedenych implikacii pre n = k € N a uvazujme n = k + 1.

I): Nech (0,w) F**1 (0,¢). Potom existuji ¢ € K, u € ¥* a z € YU {e} take, ze w = uz a (0,uz) F*
(g,2) F (0,¢). Kedze (¢,2) F (0,¢), je 0 € 6(q,z). Z definicie funkcie § teda vyplyva, ze ¢ = 1
a z = b. Z indukéného predpokladu teda u € (ab)*a, z ¢oho w = uz = ub € (ab)*.

I}: Nech (0,w) F**1 (1,¢). Potom existuji ¢ € K, u € ¥* a z € XU {e} take, ze w = uz a (0,uz) F*
(q,2) F (1,¢). Kedze (q,2) F (1,¢), je 1 € (q, z). Z definicie funkcie § teda ¢ = 0 a z = a. Vdaka
indukénému predpokladu potom u € (ab)*, z ¢oho w = uz = ua € (ab)*a.

I'): Nech (0,w) FFFL (v,e). Potom existuji ¢ € K, u € £* a z € Y U {e} také, Ze w = uz
a (0,uz) F* (q,2) F (v,¢). Vdaka (q,2) - (v, &) dostavame v € (g, 2), a teda nutne ¢ = 0
a z = b. Z indukéného predpokladu teda u € (ab)*, z ¢oho w = uz = ub € (ab)*b.



<: Matematickou indukciou vzhladom na |w| dokdZeme, Ze pre vSetky w € ¥*:

I{: w e (ab)* = (0,w) F* (0,¢),
Il w e (ab)*a = (0,w) F* (1,¢),
I w e (ab)*b = (0,w) H* (v, €).

Ak pritom |w| = 0, je w = € — lava strana je teda pravdiva iba pri implikacii I}, pri¢om trividlne

(0,e) F* (0,¢).

Nech teda implikacie platia pre vietky w € ¥* splhajtce |lw| = k € N a uvazujme w € ¥* také, ze

|lw| =k + 1.

Iif: Ak w € (ab)* a |w| = k+ 1 > 0, nutne w = b pre nejaké = € (ab)*a s |z| = k. Z indukéného
predpokladu teda (0,z) H* (1,¢) a kedze 0 € §(1,b), mame aj (0,w) = (0,2zb) F* (1,b) - (0,¢).

IY: Ak w € (ab)*a, nutne w = za pre nejaké x € (ab)* s |z| = k. Z indukéného predpokladu teda
(0,z) F* (0,¢) a vdaka 1 € 6(0, a) tak dostavame aj (0,w) = (0,za) F* (0,a) - (1,¢).

'_*
I: Ak w € (ab)*b, nutne w = xb pre nejaké x € (ab)* s |z| = k. Z indukéného predpokladu teda
(0,z) F* (0,¢) a kedze v' € §(0,b), dostavame aj (0,w) = (0,2b) H* (0,b) - (v, &).

KedzZe je v jedinym akceptatnym stavom automatu A, slovo w € ¥* patri do L(A) prave vtedy, ked
(0,w) F* (v, €). To vdaka invariantu I, nastane prave vtedy, ked w € (ab)*b. Skutoc¢ne teda L(A) = L. O



Uloha 3. Preverte pravdivost nasledujucich tvrdeni a svoje odpovede vyznacte krizikmi do prislusnych
poli¢ok. Zdévodnenia odpovedi nie st potrebné.

ano | nie

1. | Pre vsetky abecedy 3, ', homomorfizmy h: ¥* — I'* a kone¢né jazyky L C I'* ma X
jazyk h~!(L) najviac tol'ko prvkov, ¢o L.

2. | Pre vSetky abecedy 3, I', homomorfizmy h: ¥* — I'* a kone¢né jazyky L C I'* ma X
jazyk h~1(L) aspot tolko prvkov, ¢o L.

3. | Ku kazdej regularnej gramatike existuje ekvivalentné bezkontextova gramatika X
v Chomského normélnom tvare.

4. | Ku kazdému zasobnikovému automatu A existuje deterministicky Turingov stroj B | x
taky, ze L(B) = N(A).

5. | Pre kazdy jazyk L C X* existuje p € N — {0} také, Ze ak pre slovo w € L s |w| > p X
existujt u, z,v € £* s w = uzv, |uz| < p, |z| > 1 a ur?v € L, nutne L ¢ Z.

6. | Ak je jazyk L C ¥* regularny, pre vSetky p € N a vetky w € L s |w| > p je X
ur?v € L kedykolvek u,z,v € ¥* st také, ze w = uwv, |uz| < pa|z| > 1.

T ARk LW &R alo X, tak L1 ULy & XA. X

8. | Ak L1 € Zor a Lo € Lo, tak L1 N Ly & Zop. X

9. | Komplement kazdého rekurzivne vy¢islitelného jazyka je rekurzivne vyéislitelny. X

10. | Pre vSetky L1 € ZrE a Lo € Zrec je L1 N Ly € LrE, ale vo vieobecnosti nemusi X
byt L1 N Ly € Lyee.
Riesentie.
1. Nie. Ak napriklad ¥ = {a,b}, I' = {a}, h(a) = h(b) = a a L = {a}, je h"1(L) = {a,b} — a teda

10.

2=|n"Y(L)|>|L] =1

. Nie. Ak napriklad ¥ =T = {a}, h(a) =aaa L = {a},je h " (L) =0 -ateda 0 = |h~*(L)| < |L| = 1.

. Ano. Kazda regularna gramatika je zaroveil aj bezkontextova, a teda k nej existuje ekvivalentna bez-

kontextova gramatika v Chomského normalnom tvare (ta uz, samozrejme, typicky nebude regularna).

. Ano. Ide o dosledok inkluzie Zor € LrE.

. Nie. Uvazujme napriklad jazyk L = (aa)* a za ucelom sporu predpokladajme, ze p € N — {0}

7o znenia tvrdenia existuje. Potom napriklad pre w = a?” je w € L a stcasne |w| > p. Pre u = ¢,
r =aav=a?"! navyse zrejme w = uxv, |uz| < p, |z| > 1 a uzr?y = a®*! ¢ L. V takom pripade
by ale malo byt L & #Z, kym zrejme L € Z: spor.

Podobnost tvrdenia s pumpovacou lemou pre regulérne jazyky je ¢isto ndhodna.

. Nie. Uvazujme opét regularny jazyk L = (aa)* a p = 1. Pre w = aa potom zrejme w € L a |w| > p.

Slovi u = ¢, = a a v = a evidentne splhaji podmienky w = uzv, |uz| < p a || > 1, no napriek
tomu uz’v = aaa & L.

Podobnost tvrdenia s pumpovacou lemou pre regularne jazyky je opét ¢isto ndhodna.
Nie. Nech ¥ je Tubovolnéa abeceda a L C ¥* je Iubovolny jazyk taky, ze L & Z. Potom ani L ¢ Z,

pretoze v opac¢nom pripade by z uzavretosti triedy Z na komplement vyplynulo aj L = (LC)C €EXR.
Avak LUL®Y = ¥* € %.

. Nie. Napriklad pre Ly = Lo € Zop je L1 N Lo = Ly = Ly € ZoF.

. Nie. Napriklad pre diagonélny jazyk Lp je Lp € ZrEg, ale Lg ¢ Lre.

Ano. Trieda ZrEg je uzavreta na prienik a Zee € Lrp — ak teda L1 € Lrr a Ly € Lree, je aj
Ly € Zry a L1 N Ly € ZLRrE. Ak ale na druhej strane napriklad Ly C {0,1}*, L1 € Lre — ZLrec
a Lo ={0,1}* € Lec, jazyk L1 N Ly = Ly nie je v Lrec. d



Uloha 4. Uvazujme bezkontextovii gramatiku G = (N, T, P,o) s N = {0, a, 8}, T = {a,b,c} a

P={oc—apo|e
a—aab|e
B —cB | c}.
a) Zostrojte zasobnikovy automat A taky, ze N(A) = L(G).

b) Lahko by sme dokazali, Ze gramatika G generuje jazyk L = {a™0"cF | n € N; k € N — {0}}*. Zistite,
¢i je tento jazyk regularny a svoje tvrdenie dokazte.

Riesenie.

a) Zasobnikovy automat A bude dany ako A = (K,X%,T,6,q0, 2o, F), kde K ={qo}, ¥ = {a,b,c},
I'={a,b,c,0,c,8}, Zyp = o, F = 0 a prechodova funkcia ¢ je dana nasledovne:

8(qo,€,0) = {(q0,0B), (q0,€)},
(g0, &, @) = {(qo, baa), (qo,€)},
(g0, ¢, B) = {(q0, B¢), (g0, ©) },
(g0, a,a) = {(q0,€)},

(g0, b,b) = {(q0,¢)},

6(qo, ¢, ) = {(q0,9)};

pre vietky ostatné (¢,z,7) € K x (XU {e}) x T je d(q, 2, 2) = 0.

b) Jazyk L nie je reguldrny. V opa¢nom pripade by jazyku L podla pumpovacej lemy prislichala nejaka
kongtanta p € N. Slovo w = aPbPc by potom spliialo podmienky w € L a |w| > p — museli by tak
prei existovat slova u, z,v € {a,b, c}* s vlastnostami (i) az (iv) z pumpovacej lemy. Podla (i) by sme
v takom pripade dostali w = uxv; vdaka (ii) a (iii) preto u = a”, x = a® a v = aP~"*bPc pre nejaké
r,s € N také, ze s > 1. Pouzitim (iv) pre i = 2 teda zistujeme, Ze slovo uz?v = aP**bPc patri
do jazyka L — ¢o je spor, kedze p + s > p. ]



Uloha 5. Nech ¥ je abeceda a L, L’ C ©* jazyky. Pripomenme si, Ze lavym kvocientom jazyka L podla
jazyka L' nazyvame jazyk
INL={weX |dzel :zwelL}

Zistite, ¢i je trieda Lo uzavreta na Tavy kvocient podla regularneho jazyka — teda ¢i pre vietky L € Zop
a L' € Z musi byt L'\L € Zcp. Svoje tvrdenie dokazte.

Riesenie. Dokézeme, ze trieda Zop je uzavretd na Tavy kvocient podla reguldrneho jazyka — nech teda
L e Zor a Ll € #Z; dokdzeme, ze L'\L € ZcF.

Nech ¥ je abeceda taka, ze L, L’ C ¥*; nech Ay = (K1,%,T'1,61, 90,1, Zo,1, F1) je zasobnikovy automat
taky, ze L(A1) = L a Ay = (K2, %, 02,902, F2) je nedeterministicky kone¢ny automat taky, ze L(As) = L'.
Zostrojime zasobnikovy automat A taky, ze L(A) = L'\ L.

Automat A nedeterministicky uhadne slovo x € ¥* a s pouzitim prechodov na & namiesto prechodov
na pismené odsimuluje nedeterministicky vybrané vypocty automatov A; a As na slove x; ak sa pritom
simulécia automatu Ay skonéi v akceptacnom stave, pojde o znamku toho, ze z € L'. Vtedy sa automat
A bude moéct prepnit do druhej fazy vypoctu, v ktorej bude pokracovat v simulacii automatu A, avSak
prechody na pismeno uz nebude nahradzat prechodmi na e. Po doc¢itani vstupného slova w tak automat A
bude v konfiguracii zodpovedajtcej nejakej konfiguracii automatu A; po preéitani slova zw; vSetky takéto
konfiguracie st pritom dosiahnutelné. Vo vysledku tak automat A bude akceptovat prave vsetky slova
w € ¥*, pre ktoré existuje nejaké x € L’ také, ze zw € L — teda préave vietky slova w € L'\ L.

Bez ujmy na veobecnosti predpokladajme, ze (K1 X K3)N K7 = (. Konstrukcia zasobnikového automatu
A= (K,%,T,6,q,Zo, F) potom bude nasledujica: K = (K1 x Ko)UK;,T' =T'1, g0 = [g0,1,90.2], Zo = Zo 1,
F =F,. Previetky p€ Ky, q € Ko — Fy a Z € T dalej

(p.dl.e, Z2) ={([p’, d1,7) | Fz € ZU{e}: (7)) € 01lp, 2, Z) A ¢ € b2(g,2)},
pre vSetky p € K1, q € F5 a Z € I" vezmime
o([p,al e, 2) ={(lp,d],7) | 3z € ZU{e} : (¢, 7) € 01(p, 2, 2) A q € 0a(a,2)} U{(p, 2)}
a pre vetky p € K1, z € XU {e} a Z € T napokon polozme
(p, 2, Z) = d1(p, 2, Z);

pre zvy$né g € K, z€ X U{e} a Z € T bude 6(q,2,Z) = 0. O



Uloha 6. Uvazujme rozhodovaci problém dany nasledovne:
Vstup: Kod (A4) deterministického Turingovho stroja A nad abecedou {0,1}; slovo w € {0,1}*; slovo x € 1*.
Vystup: ,,Ano“ prave vtedy, ked do jazyka L(A) nepatri ziadne podslovo u slova w také, Ze |u| = |z|.
Je tento problém rozhodnutelny? Ak nie, je rekurzivne vy¢cislitelny? Svoje tvrdenia dokazte.
Riesenie. Dokazeme, Ze tento problém nie je rekurzivne vycislitelny (a teda nemdze byt ani rozhodnutelny).
Nech problému zo zadania zodpoveda jazyk L. DokédZeme, Ze ak by existoval deterministicky Turingov stroj

akceptujici jazyk L — teda keby bol problém zo zadania rekurzivne vy¢cislitelny — existoval by aj Turingov
stroj akceptujici jazyk L% ¢ ZLrE, €o je spor.

(4)
<A> accept accept >

Transf.
11¢A4)
L

Obr. 2: Schéma redukcie komplementarneho diagonalneho problému na problém zo zadania.

Ly

Vstupom komplementérneho diagonalneho problému je kod (A) nejakého Turingovho stroja A — treba
ho akceptovat prave vtedy, ked (A) € L(A). Stroj akceptujici jazyk L% moze pracovat tak, ze tento
vstup transformuje na nasledujicu trojicu vstupov: nezmeneny kod (A), slovo w = (A) a slovo x = 1/(41,
Na tychto troch vstupoch néasledne spusti stroj pre L, ktory akceptuje prave vtedy, ked do L(A) nepatri
#iadne podslovo slova (A) dlzky [11¢4] = |(A)| - ¢o skutoéne nastane prave vtedy, ked (A) ¢ L(A). Schéma
redukcie je na obrazku 2. ]



Uloha 7 (Bonus). Najdite nekoneény jazyk L C a* taky, Ze pre vietky L' C L je L' € Ze. — alebo dokazte,
ze ziaden taky jazyk neexistuje.

Riesenie. Dokazeme, Ze takijto jazyk L neexistuje. Za icelom sporu predpokladajme jeho existenciu — potom
nutne L € %, lebo L C L. KedZe je tento jazyk nekonecny, urcite existuje nekoneéna rastica postupnost
prirodzenych ¢isel (ng)g2, pre ktoru je

L={a"|keN-{0}}.

Pre vietky k € N — {0} je teda a™ presne k-te najkratie slovo z jazyka L.
Pre vsetky w € {0,1}* teraz oznatme ako ¢(w) &slo s binarnou reprezentaciou lw — evidentne tak
definujeme bijekciu ¢: {0,1}* — N — {0}. Dokazeme, Ze podjazyk

L'={a" |we Lp}

jazyka L nemoze byt rekurzivny, ¢im prideme k sporu.
Skutoc¢ne: keby bol jazyk L’ rekurzivny, existoval by deterministicky Turingov stroj A rozhodujuci
diagonélny problém nasledujicim spésobom:

1. Pre vstupné slovo (A) najde slovo a"¢((4) postupnou simuléciou na kazdom vstupe zastavujiceho
deterministického Turingovho stroja pre jazyk L na vstupnych slovach a’, a', a?,...; hladanym slo-
vom je presne ¢((A))-te spomedzi tychto slov, ktoré simulovany stroj akceptuje. Kedze je jazyk L

nekoneé¢ny, stroj A toto slovo vzdy v konecnom ¢ase najde.

2. Na néajdenom slove a™+(¢4) odsimuluje vypocet na kazdom vstupe zastavujiceho deterministického
Turingovho stroja pre jazyk L’. Ten toto slovo akceptuje prave vtedy, ked (A) € Lp; prave v tomto
pripade teda akceptuje aj stroj A.

KedZe je ale diagonalny problém nerozhodnutelny, takyto stroj A nemoéze existovat a jazyk L’ nemoZe byt
rekurzivny. O



