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Uloha 1. Nech A4 = (K, ¥, §, qo, F') je nedeterministicky kone¢ny automat s K = {qo, q1, b, 4, }, ¥ = {a, b, c},
F ={q} a s prechodovou funkciou ¢ danou nasledujicim diagramom.

a) Najdite a pomocou korektného mnozinového zapisu vyjadrite jazyk L(A). Svoje tvrdenie nemusite
dokazovat.

b) Pre kazdy stav ¢ automatu A sformulujte invariant charakterizujuci jazyk vsetkych slov w € X*
takych, ze (qo, w) FY (g,€).

c) Zostrojte regularnu gramatiku G taku, ze L(G) = L(A). Tuato rovnost netreba dokazovat v pripade
pouzitia Standardnej konstrukcie; v opa¢nom pripade je dékaz nutny.

Riesenie.

a) Je L(A) = {uwv | u € {a,b}*; v € {a,c}*; #4(uv) = 0 (mod 2)}. Ekvivalentne mozno tento jazyk
vyjadrit aj ako L(A) = (aa)* W b*c*.

b) Pre vietky w € ¥* ai € {0,1} je

(q0,w) F (¢i,6) <= w € {a,b}" A #q(w) =i (mod 2)

(qo,w) FY (g, e) <= Fu € {a,b}* v e {a,c}* :w=uv A #4(uv) =i (mod 2).

c) Standardnou konstrukciou dostavame reguldrnu gramatiku G = (N,T,P,0), kde N = {qo, 1,94, },
T ={a,b,c}, 0 =q a

P={q —aq | bg | q
q1 = aqo | bqr | @
g —agy | cqp | €
¢ — aqy | cdi} O



Uloha 2. Preverte pravdivost nasledujucich tvrdeni a svoje odpovede vyznacte krizikmi do prislusnych
poli¢ok. Zdévodnenia odpovedi nie st potrebné.

ano | nie
1. | Nech X,T" st abecedy, h: ¥* — I'* je homomorfizmus a L C I'*. Potom X
h(h~Y(L)) C L, pricom tato inkltzia moze, ale nemusi byt ostra.
2. | Kazdy regularny jazyk je akceptovany nejakym nedeterministickym koneénym X
automatom, ale nemusi byt akceptovany deterministickym koneénym automatom.
3. | Ku kazdej regulérnej gramatike existuje ekvivalentné regularna gramatika X
v Chomského normélnom tvare.
4. | Nech L je regularny jazyk nad abecedou X. Potom existuje p € N — {0} také, ze X
pre vietky w € L s |w| > p a vietky i € N je ux’v € L kedykolvek u,z,v € ¥* st
slova take, ze uzv = w, |uz| <pa|z| > 1.
5. | Nech L1, Ly € Zop. Potom Ly N Lo 4 “Lor. X
6. | Nech L1, Ly € Zcr a X je abeceda taka, Ze L1, Lo C ¥*. Potom X
¥ —((* = L) N (X — Ly)) € ZLor.
7. | Nech L € Zcp. Potom existuje zasobnikovy automat A taky, ze L(A) = N(A) = L. | x
8. | Nech A je deterministicky Turingov stroj bez prechodov z akceptacnych stavov, X
ktory sa na aspoti jednom zo vstupov nezastavi. Potom L(A) € Lrr — Lrec-
9. | Nech A je deterministicky Turingov stroj bez prechodov z akceptacnych stavov, X
ktory sa na Ziadnom vstupe nezastavi. Potom L(A) € L.
10. | Existuje frazova gramatika generujuca diagonalny jazyk. X
Riesenie.
1. Ano. Pre vietky w € h(h™'(L)) je w = h(u) pre nejaké v € h~'(L). Kedze ale v € h™'(L),
je w = h(u) € L.
Napriklad pre ¥ = I' = {a}, homomorfizmus h: ¥* — I'* dany ako h: a — aa a jazyk L = {a} je
pritom h(h~Y(L)) = h(0) = @ C L; pre homomorfizmus g: ¥* — I'* dany ako g: a +— a a L = {a} ale
naopak g(¢~1(L)) = g({a}) = {a} = L. Inkltzia teda moZe, ale nemusi byt ostra.
2. Nie. Deterministické a nedeterministické kone¢né automaty st rovnako silné modely akceptujice
prave vSetky regularne jazyky.
3. Nie. Kazda regularna gramatika G' = (N, T, P, o) v Chomského norméalnom tvare spliia
PC(NXx(T*NUT*))N(N x (NNUTU{e})) =N x (TU{e});
jazyk generovany takouto gramatikou ale musi byt kone¢ny. Pre reguldrne gramatiky generujtce
nekone¢né jazyky teda neexistuje ziadna ekvivalentna reguldrna gramatika v Chomského normalnom
tvare (hoci pre ne vzdy existuje ekvivalentna bezkontexrtovd gramatika v Chomského normélnom tvare).
4. Nie. Napriklad pre jazyk L = (aa)*, Tubovolné p € N — {0} a w = a?” je w € L a |w| > p. Slova
u=¢ x=aav = a?*"! splhaji podmienky uzv = w, |ux| < p a |z| > 1. Napriek tomu ale
urv = a®Pt ¢ L.
Podobnost uvedeného tvrdenia s pumpovacou lemou pre regularne jazyky je ¢isto nahodné.
5. Nie. Pre lubovolny jazyk L € Zcr je napriklad LN L = L € ZLcop.
6. Ano. Evidentne totiz ¥* — ((¥* — L1) N(2* — Lg)) = L1 U Ly a trieda £ je uzavreta na zjednotenie.
7. Ano. Nech A" = (K", 2,1, 8,4}, Z},0) je zasobnikovy taky, Ze N(A') = L. Automat A moze zacat

svoj vypocet v pociato¢nom stave gy ¢ K’ tym, Ze obsah zasobnika zmeni na DZ| pre nejaky novy
symbol D ¢ I'" a prejde do stavu gf. Nasledne bude simulovat vypocet automatu A’. V pripade, Ze sa
na vrchu zasobnika vyskytne symbol D, odstrani sa tento zo zasobnika a automat prejde do nového
akceptacného stavu gg, € K'.



10.

. Nie. Ak sa napriklad stroj A nezastavi na ziadnom vstupe, je L(A) =0 € Zcc.

. Ano. Nutne totiz L(A) = 0 € Zcp.

Ano. Diagonalny jazyk je rekurzivne vyéislitelny a kazdy rekurzivne vyéislitelny jazyk mozno vyge-
nerovat nejakou frazovou gramatikou. O



Uloha 3. Zistite, ¢ je jazyk L = {ucv | u,v € {a,b}*; #4(u) = |v|} nad abecedou ¥ = {a, b, ¢} regularny.
Svoje tvrdenie dokézte.

Riesenie. Jazyk L nie je reguldrny. Sporom: nech L € %. Podla pumpovacej lemy pre regularne jazyky
tak jazyku L prislucha nejaké p € N. Pre w = aPcb? potom w € L a zaroven |w| > p. Existuji preto slova
u, T, v € X* také, Ze:

(i) w = uzv,
(12) Juz| < p;

(i) |x| > 1;

(iv) uz'v € L pre vietky i € N.

Vdaka podmienkam (i) az (iii) tak existuju r,s € N také, ze s > 1 ar + s < p, pricom v = a”", x = a°
a v =aP~""5chP. Z podmienky (iv) napokon pre i = 2 dostavame ux?v = aP*5cb? € L — &o je spor, pretoze
#a(aPT) =p+s>p=|bF|. O



Uloha 4. Uvazujme zasobnikovy automat A = (K,%,T,6,qo, Zo, F), kde K = {q,q1}, £ = {a,b},
PZ{Z(),C},F:@&

(g0, a, Zo) > (q1, Zoce), (1)
5(q1,€,¢) 2 (q1,¢), (2)
5(Q1a b7 ZO) > (QO; Z0)7 (3)

pricom automat A neobsahuje Ziadne dalsie prechody. Standardnou konstrukciou zostrojte bezkontextovu
gramatiku G taku, ze L(G) = N(A).

Riesenie. Gramatika G = (N, T, P, o) bude dana nasledovne:
N = {Ua [q()v Z07 QO]a [QO> ¢, QO]v [QOa Z07 Q1]7 [QO7 ¢, Q1]7 [q17 ZOa QO]v [qlv ¢, qO]v [QI7 Z07 ql]a [‘ha ¢, l]l]},
T = {a,b} a mnozina P obsahuje nasledujice pravidla:

o — [q07Z()7qO] ‘ [q01Z07q1]7

[90, Zo, q0] — alq1, ¢, q0][q0, ¢, q0][90, Z0, q0] | alq1, ¢, qo)[q0; ¢, q1][a1, Zo, qo] | (4)
| alq1, ¢, q1][q1, ¢, q0)[905 Zo, q0] | alar, ¢, qallqr, ¢, q1]lq1, Zo, qol,

[90, Zo, 1] — alq1, ¢, qo][q0, ¢, q0][90, Z0, @1] | alq1, ¢, qo)[q0, ¢ q1]la1, Zo, q1] | (5)
| alg1, ¢; q1llq1, ¢, qollqo0, Zos @] | algu, e, qallar, e, anllqr, Zo, aul,

[q1,¢,q1] — &, (6)

41, Zo, q0] — blq0, Zo, qo]; (7)

[q1, Zo, 1] — blgo, Zo, q1]- (8)

Pravidla (4),(5) pritom zodpovedaja prechodu (1), pravidlo (6) prechodu (2) a pravidla (7, 8) zodpovedaju
prechodu (3). O



Uloha 5. Nech ¥ je abeceda. Rozpustenim jazyka L; C ¥* podla jazyka Ly C ¥* nazveme jazyk
Li©oLy={uv|u,veX”; 3x € Ly: uzv € Ly}.

Zistite, ¢ je trieda Zop uzavreta na rozpustenie podla regularneho jazyka — to znamené, ¢i pre Ly € Lo
a Lo € Z musi byt L1 & Ly € Zor. Svoje tvrdenie dokédzte.

Riesenie. Dokazeme, Ze trieda Lo F je uzavretd na rozpustenie podla regularneho jazyka. Nech ¥ je abeceda
a L1, Ly C ¥* st jazyky také, ze Ly € Zop a Ly € Z. Nech A1 = (K1,%,T'1,01,40,1, Zo,1, F1) je zasobnikovy
automat taky, Ze L(A1) = L1; bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze tento automat na ziadnom
vstupe nevyprazdni svoj zasobnik. Nech Ay = (K>, X, d2, qo2, F2) je deterministicky kone¢ny automat taky,
7e L(Ag) = Lo. Skonstruujeme zasobnikovy automat A = (K, 3, T, 4, qo, Zo, F') taky, ze L(A) = L1 © L.

Automat A svoje vstupné slovo w € 3 nedeterministicky faktorizuje ako w = wv pre nejaké u,v € ¥*.
V prvej faze svojho vypoctu bude automat A simulovat vypocet automatu A; na prefixe u. Po precitani
tohto prefixu prejde automat A do druhej fazy, v ktorej nedeterministicky uhédne slovo x € ¥*. Automat A
pritom bude pokracovat v nacatej simuldcii automatu A; tak, aby po skonceni druhej fazy odsimuloval
vypocet automatu A; na slove ux — pismena uhadnutého slova x uz ale automat A nebude ¢itat zo vstupu
(namiesto prechodov na pismena teda bude vykonéavat prechody na €). Stcasne s tym automat A — rovnako
potichu“ — odsimuluje vypocet automatu A, na slove z, pricom do tretej fazy bude moct prejst iba
v pripade, Ze automat As slovo x akceptuje. V tretej faze vypocétu bude napokon automat A pokracovat
v simulacii automatu A; na zostavajicom sufixe v vstupného slova w, pricom pismena slova v uz bude aj
skutoc¢ne &itat zo vstupu. Automat A akceptuje prave vtedy, ked po doé¢itani sufixu v akceptuje simulovany
automat Aj.

Takto skonStruovany automat A teda bude akceptovat slovo w € ¥* prave vtedy, ked existuja slova
u, x,v € X* také, ze w = uv, x € Lo a uxv € L1 — ¢iZe prave vtedy, ked w € L1 & Lo.

Zostéava opisat konstrukciu zésobnikového automatu A = (K, 3, T, 0, qo, Zo, F') aj na formélnej arovni.
Vezmeme K = (Kl X {1}) U (Kl X Ko % {2}) U (Kl X {3}), I'=T4, = [qO,l, 1], Zy = Z(),l, F=F x {3}
a prechodovéa funkcia bude dana nasledovne:

5([277 ”767 Z) = {([Q) 1]77) | qe Ky; v e FTa (%7) € (51(]?,0, Z)}
pre vietky p € Ky, ce ¥ a Z € I'y;
6([p’ 1]55’ Z) = {([Qa 1]77) ’ q € Kl; v € FTa (Qa’)/) € 51(]9’ £, Z)} U {([pa q0,2,2]aZ)}

pre vietky p € Ky a Z € I'y;

5([p7p/a2]a€¢ Z) = {([Qa 52(29/»0)72]7’7) ’ ce Z; qc Kl; v E FT? (Q/}/) € (51(]9, ¢, Z)} U
U {([Q?p,72]77) | qc Kla Y€ FT) (Q77) € 51(p7€7Z)}

pre vietky p € Ky, p' € Ko — Fy a Z € I'y;

5([p,0',2],e,2) = {([q,02(p',¢),2],7) | c € &5 g € K1; v €TT; (¢,7) € d1(p,c, Z)} U
U {([g;9",2],7) | g € K15 v €T7; (¢,7) € 0i(p,e, Z)} U{([p, 3], 2)}

pre vietky p € Ky, p' € Fy a Z € I'y;

6([p,3],2,2) = {([¢.3],7) | ¢ € K15 v €T7; (¢,7) € 01(p, 2, Z)}

pre vietky p € K1, z € YU {e} a Z € I'y;

§([p,p,2],¢,Z2) =0

pre vietky p € K1, p' € Ky, ce X a Z €T'y. O



Uloha 6. Uvazujme rozhodovaci problém dany nasledovne:
Vstup: Kody (A), (B) deterministickych Turingovych strojov A, B nad abecedou {0, 1}; slovo w € {0,1}*.
Vystup: ,,Ano“ prave vtedy, ked w € L(A)L(B).

Je tento problém rozhodnutelny? Ak nie, je rekurzivne vycislitelny? Svoje tvrdenia dokazte.

Riesenie. Oznac¢me jazyk prislachajici k problému zo zadania ako L. To znamena, Ze
L ={(A)#(B)#w | A, B st det. TS nad abecedou {0,1}; w € {0,1}*; w € L(A)L(B)}.

Problém je rekurzivne wvycislitelny — ¢ize L € ZLrp. Nedeterministicky Turingov stroj akceptujtci L
totiz moze na vstupe (A)#(B)#w nedeterministicky faktorizovat slovo w ako w = wwv pre u,v € {0,1}*.
Néasledne moéze spustit univerzalny Turingov stroj na vstupe (A)#u a po pripadnom zastaveni tohto vypoc¢tu
aj na vstupe (B)#v. V pripade, Ze sa obidva tieto simulované vypoéty zastavia v akceptatnom stave, moze
stroj svoj vstup akceptovat.

Problém ale nie je rozhodnutelny — ¢ize L & Lree — o dokdZeme redukciou univerzalneho problému
na problém zo zadania. Za tc¢elom sporu predpokladajme, Ze problém zo zadania je rozhodnutelny — existuje
teda deterministicky Turingov stroj akceptujuci L, ktory sa na kazdom svojom vstupe zastavi. V takom
pripade by sme ale vedeli rozhodovat aj univerzalny problém, o ktorom vieme, %e rozhodnutelny nie je: vstup
(A)#w univerzalneho problému by sme totiz mohli transformovat na (A)#(A.)#w, kde A¢ je lubovolny
pevne dany deterministicky Turingov stroj nad abecedou {0,1} taky, Zze L(A.) = {e}. Na tomto vstupe
by sme nésledne mohli spustit stroj rozhodujuci problém zo zadania (zodpovedajtci jazyku L). Vstup
(A)#(Az)#w je ale strojom pre L akceptovany prave vtedy, ked w € L(A)L(A.) — ¢ize prave vtedy, ked
w € L(A){e} = L(A). Vystup stroja pre L teda moZno priamo pouzit ako vystup stroja rozhodujtaceho
univerzalny problém. Schéma redukcie je na nasledujicom obrazku.

(A) (4) 4no ano _
Transf. (Ae) ' )
w nie nie
" f -
ﬁ
Mozeme teda uzavriet, ze L € Lrr — Lree- O



Uloha 7 (Bonus). Najdite nekoneénti postupnost jazykov (L,)32, takych, Ze pre vietky 4,7 € N — {0} je
LN L; € ZLcoF prave vtedy, ked i = j — alebo dokazte, Ze takato postupnost jazykov neexistuje.

Riesenie. Nech L = {a'b'c’ | i,j € N} a L' = {a'¥’¢’ | i,j € N}. Evidentne L,L' € ZLop. Pre vietky
n € N— {0} dalej polozme
L i= (L#)"H(L'#) (L#)".

Dokazeme, ze postupnost jazykov (L,)>2; mé pozadovani vlastnost.
Z uzaverovych vlastnosti triedy £or vyplyva, ze pre vSetky n € N — {0} je L, = L, N L,, € ZLcF.
Uvazujme teraz ['ubovolné i,j € N — {0} také, ze i < j — treba dokézat, ze L; N L; € Lcp. Za Gcelom
sporu predpokladajme opak; z uzavretosti triedy £ na prienik s regularnym jazykom ale potom vyplyva,
ze je bezkontextovy aj jazyk

(Li VL) N#ta* b 4 = {#1a™b™c™# | m € N}.

Napriklad s pouzitim pumpovacej lemy pre bezkontextové jazyky by sme ale Tahko dokazali, Ze tento jazyk
bezkontextovy nie je: spor. O



