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Uloha 1. Uvazujme jazyk L = a*bU a* nad abecedou ¥ = {a, b}.
a) Zostrojte deterministicky koneény automat Ay = (K1,%, 61, qo,1, F1) taky, ze L(A;) = L.

b) Pre kazdy stav ¢ automatu A; sformulujte invariant charakterizujuci jazyk vsetkych slov w € ¥*
takyehv ze (qO,lyw) l_:k41 (Q>€)'

c) Zostrojte nedeterministicky koneény automat Ay = (K»,X, 02,902, F2) s dvoma stavmi taky, ze
L(Ay) = L.

d) Pre kazdy stav ¢ automatu As sformulujte invariant charakterizujuci jazyk vsetkych slov w € ¥*
takych, Ze (qo2, w) F}, (¢, €).

Riesenie.

a) Deterministicky kone¢ny automat A; moze byt dany napriklad nasledujicim prechodovym diagra-
mom.

In: Ywe X : (0,w)Fy, (0,6) &= w=c¢;

Li: YweX :(0,w)Hy, (l,e) <= weat;

I: Ywe¥:(0,w) Yy, (2,6) &= we€a'b

Ii: YweX: (0,w)Fy, (X,6) <= wda"Ua"b

¢) Nedeterministicky koneény automat Ay moze byt dany nasledujicim prechodovym diagramom.

a

@O0

d) Invarianty Jp, J; pre stavy 0,1 € Ko st dané nasledovne:

Jo: Yw e X (0,w) Y}, (0,6) <= w € a’
Ji: YweX :(0,w) k), (le) <= weabua®. O



Uloha 2. Preverte pravdivost nasledujucich tvrdeni a svoje odpovede vyznacte krizikmi do prislusnych
poli¢ok. Zdévodnenia odpovedi nie st potrebné.

ano | nie
1. | Nech X, T st abecedy a h: ¥* — I'* homomorfizmus. Pre vSetky konecné jazyky X
L C ¥* je potom |h(L)| = |L].
2. | Nech X, T" st abecedy a h: ¥* — I'* homomorfizmus. Pre vSetky L1, Ly C I'™* X
potom h=Y(L1 N Ly) = h=Y(L1) N h=1(Lo).
3. | Jazyk L = {ww | w € {a,b}*} Na*b*a* je regularny. X
4. | Trieda Z je uzavreta na prienik s bezkontextovym jazykom. X
5. | Ak Ly, Lo € Lo, tak Ly — Lo & LoF. X
6. | Nech L je bezkontextovy jazyk nad abecedou ¥ a x,u,y, v,z € ¥* sa slova také, ze X
zruyvz € L. Potom aj zu’yv’z € L.
7. | Nech A je zasobnikovy automat taky, ze jazyk N(A) je regularny. Potom musi byt X
regularny aj jazyk L(A).
8. | Ak L1, Lo st jazyky také, ze L1 & Lree a L1 C Lo, tak Lo & Lrec. X
9. | Ak L1 € Zrec & Lo & LRrE, tak problém prisluchajici k jazyku L N Ls méZe, X
ale nemusi byt rozhodnutelny.

10. | Nech Gy, Go st frazové gramatiky také, ze L(G1) = L(G2)®. Potom st obidva X

jazyky L(G1) a L(G2) rekurzivne.
Riesentie.

1. Nie. Napriklad pre ¥ = I" = {a}, homomorfizmus h: a* — a* dany ako h(a) = ¢ a kone¢ny jazyk
L=A{ea}je|L| =2alh(L)] =[{e} =1.

2. Ano. Pre slovo w € ¥* je w € h™1(Ly N Ly) préave vtedy, ked h(w) € L1 N Ly — ¢ize ked h(w) € Ly
a stcasne h(w) € Lo. To nastane prave vtedy, ked w € h™1(L1) a zaroveir w € h~!(Ls) — &iZe prave
vtedy, ked w € h=1(L1) N h=1(La).

3. Ano. Evidentne L = (aa)* U (bb)*.

4. Nie. Napriklad L1 = {a,b}* € Z a Ly = {a™b" | n € N} € Lop, ale L1 N Ly = Ly & #. Trieda %cp

10.

je uzavreta na prienik s regularnym jazykom, ale o tom tvrdenie zo zadania nehovorilo.

. Nie. Napriklad pre L1 = Ly = 0 je L1, Ly € ZcF, ale L1 — Ly = () je bezkontextovy jazyk.

. Nie. Nech napriklad ¥ = {a,b,c,d,e}, © = a, u = b,y = ¢, v = d, 2z = e a L = {abede}. Ja-

zyk L je kone¢ny, a teda bezkontextovy. Stcasne ale zuyvz = abede € L, kym 2ulyv’z = ace & L.
S pumpovacou lemou pre bezkontextové jazyky uvedené tvrdenie vela spolotného nema.

Nie. Nech L je Tubovolny bezkontextovy jazyk, ktory nie je regularny. Potom existuje zasobnikovy
automat A taky, ze L(A) = L, pricom A na ziadnom vstupe nevypréazdni zasobnik — teda N(A) = (.
Pre takyto automat je N(A) € %, ale L(A) € %.

. Nie. Tvrdenie neplati napriklad pre Ly = Lp a Ly = {0,1}*.

. Ano. Ak napriklad L; = 0, je L1 N Ly = ) bez ohl'adu na Ly a prislusny problém je rozhodnutelny.

Ak naopak ¥ je abeceda taki, ze Lo C X* a jazyk Lo nie je rekurzivne vycislitelny, pre L; = X*
je L1 N Ly = Lo a prislusny problém tak nie je rozhodnutelny (dokonca nie je ani len rekurzivne
vydcislitelny).

Ano. Ozna¢me L = L(G1) = L(G2)¢. Kedze L = L(Gy) pre frazova gramatiku Gy, je L € ZLgE.
Kedze L¢ = (L(G2)9)° = L(Gs) pre frazovii gramatiku Go, je LY € Zrp. Kedze L € Lrp
a zarovein L€ € ZLgp, je L = L(G1) € ZLree. A kedze LC¢ € Lrp a (LYY = L € ZgE, je aj
LC = L(G3) € Lree. O



Uloha 3. Zistite, & je jazyk L = {w € {a,b}* | #4(w) < 2 - #4(w)} regularny. Svoje tvrdenie dokazte.

Riesenie. Jazyk L nie je requldrny. Sporom: nech L € %. Podla pumpovacej lemy pre regularne jazyky
tak jazyku L prislticha nejaké p € N. Pre w = a?b? potom w € L a zarovei |w| > p. Existuji preto slova
u,x,v € ¥ také, ze:

(1) w=wuzv;
(1) |ux| < p;

(idd) || = 1;

(iv) ux'v € L pre vietky i € N.

Vdaka podmienkam (i) az (i) tak existuju r,s € N také, ze s > 1 ar+s < p, pricom u = a", z = a°
a v = a* """, Z podmienky (iv) napokon pre i = 2 dostavame ur?v = a*’ b € L — &o je spor, pretoZe
H#ao(ur?v) = 2p+ 5 > 2p = 2 - #(uz?v). O



Uloha 4. Nech ¥ je abeceda a L € ¥* jazyk. Ako MIN(L) potom oznacujeme jazyk
MIN(L) ={w e L|Vu,v e ¥*: (w=uv AN u€L)=>v=c¢}

pozostavajuci z prave vietkych slov w z jazyka L takych, Ze Ziaden vlastny prefix u slova w nepatri do L.
Zistite, ¢ je trieda Z uzavreta na operaciu MIN. Svoje tvrdenie dokézte.

Riesenie. Trieda Z je uzavretd na operaciu MIN.

Nech L € Z a A = (K, %, 0, qo, F) je deterministicky koneény automat taky, ze L(A) = L. Slovo w € ¥*
patri do jazyka MIN(L) prave vtedy, ked patri do L a sacasne ziaden jeho vlastny prefix do jazyka L nepatri.
KedZe je automat A deterministicky, nastane toto prave vtedy, ked sa automat A po precitani slova w
dostane po prvy raz do akceptacného stavu — pocas vypoctu na w teda nemohol byt pouzity Ziaden prechod
vedici z akceptacného stavu. Kone¢ny automat akceptujuci jazyk MIN(L) tak z automatu A dostaneme
jednoducho odstranenim vsetkych prechodov z akceptacnych stavov; kedZe ale vysledny automat A’ nemusi
mat uplnd prechodovi funkciu, budeme tento automat pokladat za nedeterministicky.

Jazyk MIN(L) je teda akceptovany nedeterministickym koneénym automatom A’ = (K,3,d, qo, F)
takym, ze pre vSetky g € K ac € X je

. _J {é(g,0)} akqgF,
5((]’6)_{@ ak g € F.

Pre vietky q € K je §'(q,e) = 0. O



Uloha 5. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika s N = {0, , 8}, T = {a, b} a

P ={0 — aobo | aa | ba
a—af | Bale
B — aaab | b}.

a) Zostrojte zasobnikovy automat A taky, ze N(A) = L(G). Tato rovnost netreba dokazovat v pripade
pouzitia Standardnej konstrukcie; pri pouziti inej konstrukcie je dékaz spravnosti nutny.

b) Prevedte gramatiku G do Chomského normélneho tvaru. Ekvivalenciu vyslednej gramatiky s povod-
nou gramatikou netreba dokazovat v pripade pouZitia Standardnej konstrukcie; pri pouziti akejkol'vek
inej konstrukcie je dokaz jej spravnosti nutny.

Riesene.

a) Automat A bude dany ako A = (K, %, T, 0, qo, Zo, F), kde K = {qo}, ¥ = {a,b}, I' = {a,b,0,a, [},
Zy =0, F =0, a kde prechodova funkcia ¢ je dana nasledovne:

d(qo,¢,0) = {(q0, 0boa), (qo, ac), (qo, ab)},
6(q0, &, @) = {(qo, Ba), (g0, aB), (g0, &)},
6(qo, €, B) = {(qo, baaa), (qo,b) },
5(610,(1 a) ={(q,¢)},

6(qo,b,0) = {(q0,2) };

pre vietky ostatné (¢,z,7) € K x (XU {e}) x T je d(q, 2, 2) = 0.

b) Pre vSetky ¢ € T zavedme novy neterminal &, a pravidlo £, — ¢; nasledne nahradme vsetky termi-
naly ¢ na pravych stranach povodnych pravidiel neterminalom &.. Po tejto transformécii dostaneme
gramatiku s pravidlami

o — £u0&0 | ax ’ &v€as

a—&af | Bl e,
B = &aap | &b,
§a — a,
fb — b.

Zavedme dalej novy neterminal & s pravidlom & — € a predizme neterminalom &, , prilis kratku®
pravi stranu pravidla § — &. Ziskame tak gramatiku s pravidlami

o — fadgbU ‘ aw ’ £b£a>

a— &P | Bl e,
B = €abap | &b,
§a = a,

& — b,

& — e

Zavedme napokon oznacenia

T = (U — gaagba)a

= (B — gagaagb)

a ,,rozbime* prilis dlhé pravé strany tychto dvoch pravidiel pomocou novych neterminélov, ¢im dosta-
neme bezkontextova gramatiku G’ = (N, T, P',0) s N' = {0, «, 3,4, &b, & Vmi 1, Yy 20 U1, Yo 2}



P ={0 = &r 1 | aa | &éa
a—&B| B | e
B — Eatbmy1 | Ebée
Ve 1 — 0y 2
Yy 2 = &Oo
Yyl = EaPmy 2
VYry2 =
§a — a,
& — b

& — e}



Uloha 6. Uvazujme rozhodovaci problém dany nasledovne:
Vstup: Kody (4), (B) deterministickych Turingovych strojov A, B nad abecedou {0,1}; slovo w € {0,1}*.

Vystup: ,,Ano“ prave vtedy, ked w patri do prave jedného z jazykov L(A) a L(B).

Je tento problém rozhodnutelny? Ak nie, je rekurzivne vydcislitelny? Svoje tvrdenia dokazte.

Riesenie. Redukciou komplementarneho diagonalneho problému na problém zo zadania dokadZeme, Ze prob-
lém nie je ani rekurzivne vyéislitelny.

Sporom: oznaCme jazyk prislachajici k danému problému ako L a predpokladajme, Zze L € Zrp.
V takom pripade by bolo mozné skonstruovat deterministicky Turingov stroj akceptujuci jazyk L%, ktory
by pracoval nasledujicim spésobom:

1. Vstup (A) prerobi na trojicu vstupov (A), (B), w = (A) problému L, kde B je Tubovolny pevne dany
deterministicky Turingov stroj taky, ze L(B) = {0,1}*.

2. Na tychto troch vstupoch odsimuluje Turingov stroj akceptujici jazyk L, ktorého existenciu pred-
pokladame a akceptuje prave vtedy, ked akceptuje simulovany stroj. To nastane prave vtedy, ked
slovo w = (A) patri do prave jedného z jazykov L(A) a L(B). Kedze L(B) = {0,1}*, je zakazdym
(A) € L(B) a vstup (A) je tak akceptovany prave vtedy, ked (A) ¢ L(A) — ¢ize prave vtedy, ked

(A) € LY,

Zistujeme teda, Ze Lg € ZrE: spor. Jazyk L v dosledku toho nemdéze byt rekurzivne vyéislitelny. Schéma
redukcie je znazornena na obrazku nizsie. O
(4)

(A) (B) accept accept

Transf. o




Uloha 7 (Bonus). Bezkontextovii gramatiku G' = (N, T, P, o) nazyvame linedrnou, ak
P C N x (I"NT* UT*)

— CiZe ak sa na pravej strane kazdého pravidla vyskytuje nanajvys jeden neterminal. Jazyk nazveme linedr-
nym, ak je generovany nejakou linearnou gramatikou. Triedu vSetkych linearnych jazykov oznacujeme .%;,.
Zistite, ¢i je trieda .%;, uzavretd na prienik s regularnym jazykom. Svoje tvrdenie dokazte.

Riesenie. Dokéazeme, Ze trieda .Z;, je uzavretd na prienik s regularnym jazykom. Nech Ly € &;, a Lo € #
st jazyky také, Ze pre nejaka abecedu ¥ je L1, Ly C ¥*. Nech G = (N, X, P, o) je linearna gramatika taka,
7e L(G) = L1 a A= (K,%,9,q,F) je deterministicky kone¢ny automat taky, ze L(A) = Lg. Zostrojime
linearnu gramatiku G’ = (N', %, P/, ¢’) taku, ze L(G') = L(G) N L(A) = L1 N Lo.

Gramatika G’ bude pre kazdy neterminal £ € N gramatiky G a kazda dvojicu stavov p,q € K au-
tomatu A obsahovat neterminal [p, £, q]; pravidla gramatiky G’ pritom skonstruujeme tak, aby pre vietky
w € ¥* bolo [p, &, q] =7, w prave vtedy, ked { =¢, w a zaroven (p, w) % (q,¢€). Vo vysledku tak bude stacit
vygenerovat prave vietky slova generované z neterminélov [qo, 0, ¢] pre ¢ € F; novy pociatoény neterminal o’
gramatiky G’ teda bude mozné prepisat prave na ktorykol'vek z tychto neterminalov.

Linearna gramatika G’ = (N', X, P/, 0’) teda bude dana ako N’ = (K x N x K) U {c’} (kde bez ujmy
na vSeobecnosti predpokladame, ze N'NY =) a

P' =10 = |q,0,q]|qe F} U
UAlp&a =zl .ndly | pa.p.d € K; §neN; z,ye X &— any € P;

(p,x) Fa (P'se); (¢',9) i (g,€)} U
UA{p&ad—wlpgeK; (€N, wel'; E—weP; (p,w)Hy (g,e)} O



