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Úloha 1. Nech S ⊆ N je množina prirodzených čísel. Pre účely tejto úlohy budeme hovoriť, že
bezkontextová gramatika G = (N,T, P, σ) je v S-tvare, ak počet neterminálov na každej pravej
strane pravidla gramatiky G patrí do S – čiže ak pre všetky ξ → x ∈ P je∑

η∈N
#η(x) ∈ S.

Charakterizujte všetky množiny S ⊆ N, pre ktoré je každý bezkontextový jazyk generovaný
nejakou bezkontextovou gramatikou v S-tvare – čiže všetky množiny S ⊆ N, pre ktoré je S-tvar
normálnym tvarom bezkontextových gramatík.

Riešenie. Dokážeme, že S-tvar je normálnym tvarom bezkontextových gramatík práve vtedy, keď mno-
žina S ⊆ N obsahuje nulu a zároveň aspoň jedno číslo väčšie alebo rovné dvom.

a) Všimnime si najprv, že ak 0 6∈ S, nemožno pomocou bezkontextovej gramatiky v S-tvare od-
vodiť žiadne terminálne slovo (indukciou vzhľadom na dĺžku odvodenia by sme ľahko dokázali,
že každá vetná forma v takejto gramatike obsahuje aspoň jeden neterminál). To znamená, že
pre takéto množiny S dokážu bezkontextové gramatiky v S-tvare vygenerovať iba jazyk ∅.

b) Pre S = {0, 1} sa bezkontextové gramatiky v S-tvare obyčajne nazývajú lineárnymi – bezkon-
textová gramatika G = (N,T, P, σ) je teda lineárna práve vtedy, keď P ⊆ N × (T ∗NT ∗ ∪ T ∗).
Uvažujme napríklad jazyk L = {aibicjdj | i, j ∈ N}. Evidentne L ∈ LCF ; dokážeme, že tento
jazyk nie je generovaný žiadnou lineárnou gramatikou. To znamená, že pre S = {0, 1} nie je
S-tvar normálnym tvarom bezkontextových gramatík.

Sporom: predpokladajme, že existuje lineárna gramatika G = (N,T, P, σ) taká, že L(G) = L.
Bez ujmy na všeobecnosti predpokladajme, že množina P obsahuje aspoň jedno prepisovacie
pravidlo. Označme dĺžku najdlhšej pravej strany pravidla ako k a bez ujmy na všeobecnosti
predpokladajme, že k ≥ 1. Položme n := |N | a p := kn.

Uvažujme teraz niektoré najkratšie odvodenie slova apbpcpdp ∈ L v gramatike G. To musí byť
tvaru

σ = u0ξ0v0 ⇒ u0u1ξ1v1v0 ⇒ u0u1u2ξ2v2v1v0 ⇒ . . .⇒ u0u1u2 . . . unξnvn . . . v2v1v0 ⇒∗

⇒∗ u0u1u2 . . . unwvn . . . v2v1v0 = apbpcpdp,

kde ξ0, . . . , ξn ∈ N , u0 = v0 = ε a u1, . . . , un, v1, . . . , vn, w ∈ T ∗. Keďže pre i = 1, . . . , n je
|ui| ≤ k a zároveň |vi| ≤ k, nutne

|u0u1u2 . . . un| ≤ p a |vn . . . v2v1v0| ≤ p.

To znamená, že u0, u1, . . . , un ∈ a∗ a v0, v1, . . . , vn ∈ d∗.
Z Dirichletovho princípu ďalej vyplýva existencia indexov i, j ∈ N takých, že 0 ≤ i < j ≤ n
a ξi = ξj . Keďže je uvažované odvodenie najkratšie, pre s := |ui+1 . . . uj | a t := |vj . . . vi+1| je
nutne s+ t ≥ 1. V gramatike G tak existuje aj odvodenie

σ = u0ξ0v0 ⇒∗ u0u1 . . . uiξivi . . . v1v0 ⇒+ u0u1 . . . uiui+1 . . . ujξjvj . . . vi+1vi . . . v1v0 ⇒+

⇒+ u0u1 . . . ui(ui+1 . . . uj)
2ξj(vj . . . vi+1)

2vi . . . v1v0 ⇒∗

⇒∗ u0 . . . ui(ui+1 . . . uj)
2uj+1 . . . unξnvn . . . vj+1(vj . . . vi+1)

2vi . . . v1v0 ⇒∗

⇒∗ u0 . . . ui(ui+1 . . . uj)
2uj+1 . . . unwvn . . . vj+1(vj . . . vi+1)

2vi . . . v1v0 = ap+sbpcpdp+t,

pričom ale ap+sbpcpdp+t 6∈ L, keďže s+ t ≥ 1: spor s predpokladom L(G) = L.
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c) Bezkontextové gramatiky v S-tvare pre S = {0} sú evidentne najviac tak silné ako lineárne
gramatiky, takže ani tu nemôže ísť o normálny tvar bezkontextových gramatík. V skutočnosti
možno ľahko vidieť, že takéto bezkontextové gramatiky G = (N,T, P, σ) spĺňajúce P ⊆ N×T ∗
dokážu vygenerovať práve všetky konečné jazyky.

d) Uvažujme napokon ľubovoľnú množinu S ⊆ N takú, že 0 ∈ S a súčasne existuje prirodzené
číslo q ≥ 2 také, že q ∈ S. Uvažujme ľubovoľný bezkontextový jazyk L; dokážeme, že jazyk L
je generovaný bezkontextovou gramatikou v S-tvare.

Nech G = (N,T, P, σ) je bezkontextová gramatika v Chomského normálnom tvare taká, že
L(G) = L. Uvažujme bezkontextovú gramatiku G′ = (N ′, T, P ′, σ), kde N ′ = N ∪ {η} pre ne-
jaký nový neterminál η 6∈ N a kde množina prepisovacích pravidiel P ′ je daná ako

P ′ = {ξ → ξ1ξ2η
q−2 | ξ, ξ1, ξ2 ∈ N ; ξ → ξ1ξ2 ∈ P} ∪

∪ {ξ → z | ξ ∈ N ; z ∈ T ∪ {ε}; ξ → z ∈ P} ∪ {η → ε}.

Je zrejmé, že L(G′) = L(G) a súčasne P ′ ⊆ N ′ × ((N ′)q ∪ T ∪ {ε}), takže skonštruovaná
gramatika je v S-tvare.
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