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Uloha 1. Nech S C N je mnozina prirodzenych ¢&sel. Pre téely tejto ulohy budeme hovorit, ze
bezkontextova gramatika G = (N, T, P,0) je v S-tvare, ak pocet neterminélov na kazdej pravej
strane pravidla gramatiky G patri do S — ¢ize ak pre vSetky &€ — x € P je

> #(x) €S,

neN

Charakterizujte vSetky mnoziny S C N, pre ktoré je kazdy bezkontextovy jazyk generovany
nejakou bezkontextovou gramatikou v S-tvare — CiZze vSetky mmnoziny S C N, pre ktoré je S-tvar
normélnym tvarom bezkontextovych gramatik.

Riesenie. Dokazeme, Ze S-tvar je normdlnym tvarom bezkontextovijch gramatik prave vtedy, ked mno-
Zina S C N obsahuje nulu a zdroveri aspoti jedno ¢islo vicsie alebo rovné dvom.

a)

Vsimnime si najprv, ze ak 0 ¢ S, nemozno pomocou bezkontextovej gramatiky v S-tvare od-
vodit Ziadne terminalne slovo (indukciou vzhladom na dizku odvodenia by sme lahko dokazali,
ze kazda vetné forma v takejto gramatike obsahuje aspon jeden neterminal). To znamena, ze
pre takéto mnoziny S dokadzu bezkontextové gramatiky v S-tvare vygenerovat iba jazyk ().

Pre S = {0, 1} sa bezkontextové gramatiky v S-tvare oby¢ajne nazyvaja linedrnymi — bezkon-
textova gramatika G = (N, T, P, o) je teda linedrna prave vtedy, ked P C N x (T*NT*UT™).
Uvazujme napriklad jazyk L = {a’b'c’d’ | i,j € N}. Evidentne L € Zop; dokidZeme, Ze tento
jazyk nie je generovany ziadnou linearnou gramatikou. To znamené, Ze pre S = {0, 1} nie je
S-tvar normalnym tvarom bezkontextovych gramatik.

Sporom: predpokladajme, Ze existuje linedrna gramatika G = (N, T, P, o) taka, ze L(G) = L.
Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze mnoZina P obsahuje aspon jedno prepisovacie
pravidlo. Ozna¢me dlzku najdlhSej pravej strany pravidla ako k a bez ujmy na vieobecnosti
predpokladajme, Ze k > 1. Polozme n := |N| a p := kn.

Uvazujme teraz niektoré nagkratsie odvodenie slova a?bPcPdP € L v gramatike G. To musi byt
tvaru
*
o = up&ovg = ugu1&1V100 = UgU1U2E2V2V1Vy = ... = UgULUS . . . Up&nUp - . - VULV =
=% UgULU2 . . . UpWUp, . . . V2U1Vg = aPbPPdP,

kde &,...,&, € N, ug = v9 = € & U1,...,Up,V1,...,Up, w € T*. KedZe pre i = 1,...,n je
|u;| < k a zaroven |v;| < k, nutne

l[upurug ... up| < p a | - .. vav1v9| < p.

To znamené, Ze ug, u1,...,U, € a* a vg,v1,...,v, € d*.
7 Dirichletovho principu d'alej vyplyva existencia indexov 4,5 € N takych, 7e 0 < i < j < n
a & = . Kedze je uvazované odvodenie najkratsie, pre s := |uj41...uj| a t = |v;...viq1] je
nutne s +t > 1. V gramatike G tak existuje aj odvodenie
o = up&ovo =% ugUq - . . Ui &5 . .. VLYY =T uouy - - - UiUjgq - - - ujgjvj « e Vi1V ... V1Y =T
+ 2 2
= UpUyp ... ui(ulqu . Uj) fj(’l)j . Ui+1) Vi...V100 =%
* 2 2 *
= Ug-... ui(uH_l .. .Uj) Ujt1 - - unfnvn - Uj+1(’l)j - Ui-i-l) Vi... V100 =

% 2 2 _ pt +t
= w0 U (Uig1 - U) U1 - UR WU - U (V) - V1) 0. v = aPTIBP P AP

pricom ale aPT$bPcPdP™ & L, kedZe s +t > 1: spor s predpokladom L(G) = L.



)

Bezkontextové gramatiky v S-tvare pre S = {0} st evidentne najviac tak silné ako linedrne
gramatiky, takze ani tu nemdze ist o normalny tvar bezkontextovych gramatik. V skutocnosti
mozno lahko vidiet, Ze takéto bezkontextové gramatiky G = (N, T, P, o) splhajice P C N x T*
dokézu vygenerovat prave vSetky konecné jazyky.

Uvazujme napokon Tubovolnd mnozinu S C N takd, Ze 0 € S a sucasne existuje prirodzené
¢islo ¢ > 2 také, 7ze ¢ € S. Uvazujme Iubovolny bezkontextovy jazyk L; dokdZeme, Ze jazyk L
je generovany bezkontextovou gramatikou v S-tvare.

Nech G = (N,T, P,o0) je bezkontextova gramatika v Chomského normdlnom tvare taka, Ze
L(G) = L. Uvazujme bezkontextovi gramatiku G’ = (N', T, P’,0), kde N' = N U {n} pre ne-
jaky novy neterminal 7 € N a kde mnozina prepisovacich pravidiel P’ je dana ako

Pl ={¢— 66T 2| 6,6 €N; €= & € PYU
U{—2]|EeN; zeTU{e}; € —>2€ P} U {n—e}

Je zrejmé, 7e L(G') = L(G) a sucasne P’ C N’ x ((N")9U T U {e}), takze skonstruovana
gramatika je v S-tvare. 0



