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Uloha 1. Zistite, ¢ je trieda grupovych jazykov ¢ z prvej prémiovej tlohy uzavreta na nasledujice
operacie:

a) zjednotenie jazykov nad rovnakou abecedou ¥ (otazka teda znie, ¢i pre vSetky abecedy %
a vSetky jazyky Lj, Ly grupové nad abecedou ¥ musi byt L1 U Ly € 9);

b) prienik jazykov nad rovnakou abecedou ¥ (otazka teda znie, ¢ pre vietky abecedy ¥ a vSetky
jazyky Lj, Ly grupové nad abecedou ¥ musi byt L1 N Ly € 9);

c) komplement uvazovany pre jazyk L v ramci univerza ¥} (otézka teda znie, ¢i pre vietky L € ¢
obsahujtce aspofi jedno neprézdne slovo je aj X7 — L € ¥);

d) komplement uvazovany pre jazyk L v ramci [ubovolného univerza ¥*, kde ¥ je abeceda taka,
7e L C ¥* (otézka teda znie, & pre vietky L € ¢ a kazdt abecedu ¥ splhajicu L C ¥* musi
byt aj ¥* — L € ¥).

Svoje tvrdenia dokazte.

Riesenie. Deterministicky koneény automat A = (K, X, 0, qo, F) nazveme permutacngm, ak splia
podmienku z definicie grupovych jazykov: pre vietky ¢ € ¥ je teda §(K,c) = K.

Nech dalej A; = (K1,%, 01,901, F1) a Ay = (K2, X, 62, qo,2, F2) st Tubovolné dva deterministické
kone¢né automaty nad rovnakou abecedou ¥ a F' C K; x Ky. Deterministicky kone¢ny automat
II(A, Ay, F) = (K, X, 0, qo, F) potom definujeme takto: K = K x K2, go = [g0,1,90,2] & pre vSetky
p € Ki, q € Ko aceX je d(p,ql,c) = [01(p,c),02(q,c)]. Konstrukciu z prednasky, dokazujicu
uzavretost triedy # na prienik, potom mozno v kratkosti vyjadrit pozorovanim, Ze pre l'ubovolné
dva deterministické koneéné automaty A; = (K1,%,91,q0,1,F1) a Ay = (K2, %, 62,902, F2) je

L(H(Al, Ao, F1 X FQ)) = L(Al) N L(AQ)
Lahko tiez vidiet, Ze
L(H(Al, Ao, (Fl X KQ) U (Kl X FQ))) = L(Al) U L(AQ),

¢o moZno povaZovat za alternativny dokaz uzavretosti triedy & na zjednotenie.

Dokazeme teraz, ze trieda & je uzavretd na zjednotenie a prienik jazykov nad rovnakou abecedou
— vdaka uvedenému pritom stac¢i ukazat, ze pre ubovolné dva permutacné deterministické koneéné
automaty A1 = (K1,%,01,q0.1, F1) a Ay = (K2, %, 02,902, F2) a 'ubovolnd mnozinu F' C K; x K»
je aj (A1, Ao, F) = (K, X, 6, qo, F') permuta¢ny automat. Uvazujme ale lubovolné ¢ € ¥, p € K,
a q € Ky. Kedze je automat A; permutacny, existuje p’ € K také, ze d1(p/,¢) = p. Podobne pre
automat Ay musi existovat ¢’ € Ko také, Ze d2(¢',c) = ¢q. V dosledku toho ale §([p’,¢'],c) = [p,q]
a kedze si p € Ky a ¢ € Ko Iubovolné, je §(K,c) = K — automat II(A;, Ag, F') je teda naozaj
permutacny.

Dokazme dalej, ze pre vietky L € & obsahujice aspori jedno neprdzdne slovo® je Y1 -LecY.
Nech A = (K, %, 9, qo, F') je permutacny deterministicky koneény automat taky, ze L(A) = L. Potom
¥, C ¥ a automat A’ = (K,Xp,d,q0, F), kde ¢'(q,¢) = d(q,c) pre vietky ¢ € K a ¢ € Xp, je
o¢ividne ekvivalentny automatu A; z nezmenenosti prechodov na pismena ¢ € ¥ navySe vyplyva,
ze automat A’ je takisto permutaény. Automat A” akceptujuci jazyk ¥ — L ziskame z automatu A’
standardnou konstrukciou: A” = (K, X, 0, qo, K — F). KedZe prechody automatu v tejto konstrukeii
zostali nezmeneng, je aj automat A” permutaény a jazyk ¥} — L preto musi byt grupovy.

INie je tazké ukazat, ze {e} nie je grupovym jazykom nad Ziadnou abecedou — uvedena podmienka je tym padom
ekvivalentnéd neprazdnosti jazyka L.



Dokazme napokon, ze pre L € 4 a abecedu ¥ splniajicu L C ¥* este nemusi byt ¥* — L € 9.
Nech napriklad L = b* a ¥ = {a,b}. Jazyk L je grupovy nad abecedou ¥ = {b}, pretoze je ak-
ceptovany jednostavovym permutaénym automatom. DokaZeme, Ze jazyk X* — L = ¥*aX* nie je
grupovy. Sporom: nech tento jazyk grupovy je a nech A = (K, T, 4, qo, F') je permuta¢ny determinis-
ticky kone¢ny automat taky, ze L(A) = ¥*aX*; evidentne pritom I" O ¥. Uvazujme deterministicky
kone¢ny automat A’ = (K, {a}, ¥, qo, F) taky, ze pre vietky ¢ € K je ¢'(¢q,a) = 6(q, a). Zrejme potom
L(A") = L(A) Na* = at, pricom §'(K,a) = 6(K,a) = K — automat A’ je teda permuta¢ny. Z toho
ale vyplyva a™ € 4, ¢o je spor s naSim pozorovanim z rieSenia prvej prémiovej tlohy. O



