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Uvod

Tato uéebnica vznikla ako vedlajsi produkt rovnomennych prednasok pre $tudentov magisterského
studia informatiky na FMFI UK v Bratislave. Jej ambiciou je aspon v kratkosti predstavit ¢itatelom
niekol'ko oblasti matematiky blizkych informatike, s ktorymi sa v sti¢asnosti nemozno stretnat v ramci
predmetov bezného informatického kurikula — a takisto upozornit na niektoré dolezité prepojenia medzi
roznymi oblastami. Matematika najroznejsich druhov je neoddelitelnou siucéastou vyskumu v mnohych
oblastiach informatiky — ¢asto pritom ide o matematiku, s ktorou sa typicky student informatiky v ramci
bakalarskeho $tudia neméa prilezitost zoznamit. Tento text — spolu s prednaskami pre magisterskych
studentov, z ktorych vychédza — predstavuje autorov pokus o ¢iasto¢né zmiernenie tohto stavu.

Leitmotivom predkladaného textu je suvis grafov s maticami, ktory sa tu objavuje v niekol'kych
podobéach — od kombinatorickej interpretacie operacie maticového nésobenia nad polokruhmi v reci
orientovanych grafov a jej aplikacii pri rieSeni niektorych algoritmickych tloh na grafoch, cez metody
enumeracie sledov zaloZené na linearnej algebre, az po zéklady spektralnej tedrie grafov. Do tohto
ramca prirodzene zapadaji niektoré d'alSie oblasti, ktorym sa text takisto venuje: tedria automatov
s vahami nad polokruhmi a formélnych mocninovych radov o niekolkych nekomutujtcich premennych,
Perronova-Frobeniova teéria nezapornych matic, & tedria diferenénych rovnic. Priblizne v polovici
uCebnice je navySe zaradené kapitola o linedrnej algebre obsahujiica strucné zhrnutie teoérie okolo
vlastnych ¢isel, vlastnych vektorov a Jordanovho kanonického tvaru matice — tuto kapitolu mozno
v zavislosti od potrieb ¢itatela povazovat bud za opakovanie, alebo za stru¢ny tvod do problematiky.
Odkazy na stvisiacu literattiru mozno najst predovsetkym v stru¢nych zhrnutiach na konci jednotlivych
kapitol slaziacich $pecidlne na tento tucel.

Za opravy chyb a preklepov dakujem Adrianovi Gogovi, Martinovi Pagenovi a Klare Sladeckovej;
dakujem tiez vSetkym ostatnym Studentom, ktori v minulosti navstevovali prednagky pokryté touto
ucebnicou, za komentare a cennt spatna viazbu. Moja velka vdaka napokon patri obom recenzentom
za ich nemalé vynaloZzené tsilie a mnozstvo prihodnych postrehov.

V Bratislave, 24. aprila 2025

Autor






Prehl'ad oznaceni a konvencii

Nasledujuci struény prehlad predstavuje vyber spomedzi nota¢nych a niektorych dalsich konvencii
pouzivanych v tomto texte. Zameriava sa predovSetkym na oznacenia a konvencie, ktoré vzhladom
na odliSnosti v pristupnej literatire nemozno povazovat za tplne samozrejmé.

Ciselné a d'alsie standardné obory

A EONZ S

Nula na nulti.

Mnozina booleovskych hodnét B = {0,1}.

MnozZina vSetkych prirodzenych ¢&isel vrdtane nuly.

Mnozina v8etkych celych ¢isel.

Mnozina v8etkych racionalnych ¢&isel.

Mnozina v8etkych realnych ¢&isel.

Mnozina v8etkych nezapornych realnych éisel.

Mnozina v8etkych kladnych redlnych ¢&isel.

Mnozina [n] = {1,...,n} pre n € N; pre n = 0 ide o prazdnu mnozinu.
Mnozina vSetkych zvyskovych tried celych ¢isel modulo n pre n € N\ {0}.
Uzavrety resp. otvoreny interval realnych c¢isel.

Zlava resp. sprava uzavrety interval redlnych ¢&isel.

Standardny (n — 1)-simplex pre n € N\ {0}.

V celom texte pracujeme s konvenciou 0° = 1; operacie umociiovania v algebrach

definujeme v stlade s touto konvenciou.

MnozZiny a mnoZinové operacie

V nasledujicom oznacuju X,Y Tubovolné mnoziny.

x|
X\Y
2X
(%)

YX

Kardinalita mnoziny X (pri kone¢nych mnoZinach pocet prvkov).
Rozdiel mnozin X a Y.

Poten¢né mnozina — t. j. mnoZzina vSetkych podmnoZin — mnoziny X.
Mnozina v8etkych kone¢nych podmnozin mnoziny X.

Mnozina v8etkych k-prvkovych podmnozin mnoziny X pre k € N.
Mnozina v8etkych zobrazeni z X do Y.

Relécia neostrej inkltzie medzi mnozinami.

Relacia ostrej inklizie medzi mnozinami.

Reléacia komplementu neostrej inklazie: X ¢ Y prave vtedy, ked nie je X C Y.



4 Prehl'ad oznacdeni a konvencii

Zobrazenia
f: X—=Y Zobrazenie f z mnoziny X do mnoZiny Y.
gof Zlozenie zobrazeni f: X — Y a g: Y — Z — CiZe zobrazenie (go f): X — Z
také, ze pre vietky z € X je (go f)(z) = g(f(x)).
supp(y) Nosi¢ zobrazenia ¢: X — (Y,0) do mnoziny s nulou (Y, 0).

Kroneckerova delta

. 1 aki=j
i Kroneckerova delta definovana pre 7,5 € N ako §; j = axr=7
’ ' 0 inak.
Elementarna teéria ¢isel a kombinatorika
ged Najvacsi spoloény delitel.
a=b (mod n) Cisla a,b € Z st kongruentné modulo n € N\ {0} (davaja rovnaky zvySok
po deleni &islom n).
n! Faktorial ¢isla n € N.
ak k-ty klesajuci faktorial ¢isla o € C.
(2‘) Binomicky koeficient pre « € C a k € N.
Komplexné cisla
V nasledujicom je z € C Tubovolné komplexné &islo.
|z Absolatna hodnota komplexného ¢isla z.
Rez Realna zlozka komplexného é&isla z.
Im 2 Imaginarna zlozka komplexného ¢isla z.
z Komplexne zdruzené ¢islo k ¢islu z.
Postupnosti a systémy
(ag)§y Nekone¢na postupnost (ay, axi1,ak12,-..) pre k € Z.
(at)ten Nekoneéna postupnost (ag, ai,asg,...).
(a; |i€l) Systém prvkov a; pre vSetky ¢ € I (formalne ide o zobrazenie F' s defini¢nym
oborom [ také, ze pre vietky i € I je F (i) = a;).
F(X) Trieda vSetkych systémov prvkov mnoziny X.
Fu(X) Trieda vSetkych koneénych alebo spocitatelne nekoneénych systémov prvkov
mnoziny X.
Matice, vektory a vektorové priestory
dim(V) Dimenzia kone¢norozmerného vektorového priestoru V.
Si+...+8n Linearny sucet podpriestorov S, ...,S, vektorového priestoru V.
S1P...88, Priamy sucet podpriestorov Sy, ...,S, vektorového priestoru V.
Idy Identické linedrne zobrazenie Idy,: V — V na vektorovom priestore V. V pripade
priestoru V zrejmého z kontextu moze byt oznacované len Id.
a1 @12 ... Qip
. . az 1 a2 -.. QG2n
(@4,5)mxn Skrateny zapis matice _ , . _ typu m x n.

am,1 Am2 ... Ommn
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SmX?’L

STL

Oan

Row(A)

Col(A)

Ker(y), Ker(A)
(), Tm(A)

sgn(m)

det(A)

Mnozina vSetkych matic typu m x n nad mnozinou S.

Mnozina v8etkych usporiadanych n-tic prvkov S, ktoré podla potreby chapeme
aj ako prvky S1*™ alebo S™*! — t. j. ako riadkové alebo stipcové vektory.
Nulova matica (0)mxn typu m x n. V pripade rozmerov zrejmych z kontextu
moze byt oznacovana len 0.

Jednotkova matica I, = (8;j)nxn typu n X n. V pripade rozmerov zrejmych
z kontextu mdZze byt oznacovana len L.

Transpozicia matice A.

Inverznéa matica k nesingularnej matici A.

V kontexte vektorového priestoru F™ pre pole F a n € N ide o oznacenie t-teho
vektora Standardnej bazy F” pre t € [n], podla potreby chapaného ako stlpcovy
alebo ako riadkovy vektor.

Standardné baza vektorového priestoru " pre pole F a n € N.

Nerovnost matic A, B € R™*" definovana po zlozkach; ak teda A = (a; ;)mxn
a B = (b; j)mxn, je A< B pokial a;; < b;; pre vietky i € [m] a j € [n].
Absolutna hodnota matice A € C™*™ definovand po zlozkach; ak je teda
A = (aij)mxn, tak [A] = (|ai;|)mxn-

Riadkovy priestor matice A (vektorovy priestor generovany jej riadkami).
Stlpcovy priestor matice A (vektorovy priestor generovany jej stfpcami).

Jadro linearneho zobrazenia ¢ resp. jadro (nulovy priestor) matice A.

Obraz linearneho zobrazenia ¢ resp. obraz matice A (rovny stIpcovému priestoru
Col(A) matice A). Ak je Z = (i j)mxn matica nad C, moze Im(Z) zriedkavo
oznacovat aj maticu imaginarnych zloziek (Im 2; ;)m xn; pouzitie notécie v tomto
vyzname je vzdy zrejmé z kontextu.

Znamienko permutéacie 7: [n] — [n].

Symetricka grupa n-prvkovej mnoziny pre n € N: grupa vSetkych permutacii
m: [n] — [n] s operaciou skladania.

Determinant $tvorcovej matice A = (a; j)nxn nad polom [ definovany ako

det(A) = Z sgn() H o, (k)
k=1

7T€Sn

Determinant matice typu 0 x 0 je rovny jednej, pretoze Sy obsahuje jedini
permutaciu mo: [0] — [0], pre ktora je sgn(mp) = 1. Pre determinant matice
A = (a;j)oxo tak dostavame

0 0
det(A) = Z sgn(7) H e (k) = 580(70) H Uro(k) = 1+ 1= 1.
T€So k=1 k=1

Stradnice vektora x € V vzhladom na bazu B koneénorozmerného vektorového
priestoru V.

Linearne zobrazenie prislichajice k matici A, uréené nasobenim stlpcovijch vek-
torov maticou A zlava.

Matica linearneho zobrazenia ¢: V — V vzhladom na bazu B priestoru V.

Matica linearneho zobrazenia ¢: F" — F" vzhladom na Standardni bazu pries-
toru F”™ pre pole F an € N.

Matica prechodu od bazy B; k béaze Bs.



Prehl'ad oznacdeni a konvencii

cha(z), chy(z)
E(p, M), E(A,N)

G(p,\), G(A, N

Bazy vektorovych priestorov.

Charakteristicky polyném matice A resp. linedrneho zobrazenia .

Vlastny priestor linedrneho zobrazenia ¢: V — V resp. matice A prislachajuci
k vlastnému ¢islu .

Zovseobecneny vlastny priestor linedrneho zobrazenia ¢: V — V resp. matice A
prislichajuci k vlastnému ¢&islu .

Spektrum linedrneho zobrazenia ¢: V — V resp. matice A.

Algebraickd nésobnost vlastného ¢&isla A linedrneho zobrazenia ¢: V — V
resp. matice A.

Geometricka nasobnost vlastného ¢&isla A linedrneho zobrazenia ¢: )V — V
resp. matice A.

Spektralny polomer matice A.

Stopa matice A.

Sprievodné (pridruZena) matica polynému p(z).

Jordanova bunka radu n € N\ {0} prislachajuca k ¢islu A.

Ortogonalny doplnok podpriestoru V vektorového priestoru R” pre n € N.
Euklidovska norma (dlzka) vektora x € R™ pre n € N.

Manhattanska norma vektora x € R™ pre n € N.

Vandermondova matica.

Collatzova-Wielandtova funkcia prisluchajica k matici A.

Rayleighov podiel pre symetricktt maticu A € R™*" a vektor x € R \ {0}.
Index primitivnosti ireducibilnej matice A € RZ5"™ pre n € N\ {0} s o(A) > 0.

Oproti cCastej definicii baz kone¢norozmernych vektorovych pries-

torov ako Specidlnych mnozin vektorov chapeme béazy ako konecné systémy alebo — predovsetkym —
ako usporiadané n-tice vektorov. Pri pohlade na bazu ako na systém vektorov je napriklad zarucené,
ze priestor s bazou (vi | k € [n]) ma vzdy dimenziu n; baza chapanéd ako mnozina {vy | k € [n]} tato
vlastnost vo v8eobecnosti mat nemusi. Pohlad na bazy ako na usporiadané n-tice vektorov (vi,...,vy)
navyse umoziiuje jednoznacnu definiciu stradnic vektorov vzhladom na uvazovanu bazu.

Diferencény pocet

f

A

E

Id

A1), 32, £ (D)
L(F)

Grafy

V(9)
E(G)
degg(v)
A(9)
Gr(A4)

Vektorovy priestor CY vietkych funkeii z N do C.
Operator konecnej diferencie na F.

Operéator posunu na F.

Identicky operétor na F.

Neurcita suma funkcie f: N — C.

Okruh linearnych operatorov na F.

MnoZina vrcholov (orientovaného alebo neorientovaného) grafu G.
MnoZina hréan (orientovaného alebo neorientovaného) grafu G.
Stupeni vrcholu v € V(G) neorientovaného grafu G.

Matica susednosti (orientovaného alebo neorientovaného) grafu G.
Graf stvorcovej matice A.
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)
(G
(9)
(9)

S

|y

o™

Perioda silne stivislého ohodnoteného orientovaného grafu nad Rxg.
Laplaceova matica neorientovaného grafu G.
Inciden¢éna matica orientovaného grafu bez sluciek G.

Kladna Laplaceova matica neorientovaného grafu G.

Formalne mocninové rady a polynémy

Sl

S[z]

[2]r(2)
codegr(z)
D)

S[[Zl, NP ,Zm]]

S(=*)

Mnozina vSetkych formalnych mocninovych radov o jednej premennej z s koefi-
cientmi v mnozine S.

Mnozina vSetkych polynémov o jednej premennej z s koeficientmi v .S.
Koeficient pri 2! pre t € N vo formalnom mocninovom rade r(z).
Kostupen formélneho mocninového radu r(z).

Hasseho derivacia radu k € N.

Mnozina vSetkych forméalnych mocninovych radov o m € N\ {0} komutujtcich
premennych zi, ..., zy s koeficientmi v mnozine S.

Mnozina vSetkych formalnych mocninovych radov o niekol'kych nekomutujtucich
premennych z abecedy X s koeficientmi v mnozine S.

MnoZina vSetkych polynémov o niekol'kych nekomutujicich premennych z abe-
cedy ¥ s koeficientmi v mnozine S.

Koeficient slova w € ¥* vo forméalnom mocninovom rade r € S{X*).

Nosi¢ formélneho mocninového radu r € S{X*).

Pre L C ¥* mnoZina v8etkych forméalnych mocninovych radov r € S{X*)
takych, Ze supp(r) C L.

Pre L C ¥* mnoZina vSetkych polynémov r € S(¥*) takych, ze supp(r) C L.
Lavy kvocient forméalneho mocninového radu r € S{X*) podla slova x € ¥*.
Priestor kvocientov radu r € F(X*) nad polom F a abecedou .

Automaty s vihami a racionalne rady

1A
R(A)
S-RatE(X*)

|[E[l
S-Rat(X*)
Pa

Formalny mocninovy rad realizovany koneénym automatom s vahami A.
MnoZina v8etkych behov automatu A.

Mnozina vSetkych racionalnych vyrazov s vahami nad polokruhom S a abece-
dou 3.

Formalny mocninovy rad realizovany racionalnym vyrazom s vahami E.
Mnozina vsetkych radov r € S{X*) racionalnych nad polokruhom S.
Linearna reprezentacia zodpovedajica automatu A.






Kapitola 1

Grafy, matice a polokruhy

Orientované grafy s hranami ohodnotenymi prvkami nejakej mnoziny S a §tvorcové matice nad S su,
ako Goskoro uvidime, dvoma stranami tej istej mince — ide o dva rézne pohlady na ten isty objekt.
V ramci tejto kapitoly preskiimame niektoré z désledkov tohto prepojenia.

UkéZzeme napriklad, Ze uz relativne slaba algebraicka Struktdra na mnozine S — tato Struktaru
nazveme polokruhom — umoziuje definovat nasobenie matic nad S, ktoré mozno ¢asto interpretovat ako
rieSenie prirodzenej tlohy na ohodnotenych grafoch. Za urcitych dalsich predpokladov o algebraickej
Struktire na S — nimi dospejeme k pojmu uplného polokruhu — mozno definovat aj iterdciu matice,
opét s prirodzenou interpretaciou z perspektivy tedrie ohodnotenych grafov.

Pozorovanie stivisu medzi tillohami na ohodnotenych grafoch a operaciami na maticiach ma dvojaky
vyznam. Na jednej strane moZzno maticové nasobenie a algoritmus na vypocet iterdcie matice vyuzit
ako zaklad pre grafové algoritmy rieSiace rozne prakticky uzitocné problémy. Grafova interpretécia
maticovych operacii na strane druhej zna¢ne napomaha ich intuitivnemu pochopeniu a metoédy teérie
grafov sa tak stavaji uzitoénym nastrojom pre Studium niektorych aspektov maticového poctu.

V suvislosti so skiimanim ohodnotenych grafov nad aplnymi polokruhmi sa tiez prirodzene pontka
moznost aplikovat niektoré myslienky znédme z teérie kone¢nych automatov vo vieobecnejSom kontexte;
to je nevel mi prekvapivym dosledkom pozorovania, Ze koneéné automaty v principe zodpovedaji ohod-
notenym grafom nad jednym konkrétnym tplnym polokruhom spolu s trochou dodato¢nej informacie
navyse. Vyznam tvah tohto typu plne docenime az v nasledujucich kapitolach, kde napriklad ukazeme,
Ze jazyky rozoznavané koneénymi automatmi a racionalne funkcie st v skuto¢nosti rovnakymi objektmi
nad roznymi polokruhmi.!

Uz v tejto kapitole ale napriklad uvidime, Ze problém hladania cien najlacnejsich sledov v grafe
a problém konstrukcie racionalneho vyrazu ekvivalentného danému koneénému automatu sa v skutoc-
nosti takmer rovnakymi problémami nad réznymi polokruhmi. A okrem iného tiez uvidime, Ze dobre
zname algoritmy na rieSenie tychto problémov — konkrétne Floydov-Warshallov algoritmus hladania
cien najlacnejsich ciest v grafe a McNaughtonov-Jamadov algoritmus konStrukcie racionélneho vy-
razu ku kone¢nému automatu? — mozno chapat ako gpecialne pripady jediného vieobecného algoritmu
na vypocet iteracie matice nad aplnym polokruhom.

V tejto kapitole tak nacrieme do oblasti na pomedzi matematiky a informatiky, v ktorych su
predmetom skimania vzidjomné prepojenia medzi teériou ohodnotenych grafov, teériou matic, teériou
automatov a jazykov a do urcitej miery aj algebrou. V nasledujtcej kapitole este k tymto Styrom
oblastiam pridame piatu: kombinatoriku. Citatel sa snad sam presved¢i o skutocnosti, Ze skumat
ktortkol'vek z tychto oblasti oddelene od ostatnych by znamenalo zna¢éné ochudobnenie.

1V tomto texte preto upustime od zauzivanych, aviak nevelmi vystiznych, terminov reguldrny vjraz a requldrny jazyk
— nahodnost privlastku ,regularny* si v skuto¢nosti uvedomoval uz sam jeho povodca S. C. Kleene [64, str. 46]. Namiesto
toho budeme spolo¢ne s mnohymi matematickejsie orientovanymi autormi [10, 11, 33, 94] hovorit o raciondlnych vijrazoch
a o raciondlnych jazykoch.

2Pravdepodobne najznamejsi algoritmus pre tito alohu, ktory v literattre vystupuje pod réznymi nazvami. Pomeno-
vanie ,,McNaughtonov-Jamadov algoritmus®, asi najblizsie historickej skuto¢nosti [83], preberame od Sakarovitcha [94].
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1.1 Matica susednosti ohodnoteného grafu

Pri obvyklej definicii orientovaného grafu — v naSom ponimani vzdy bez ndsobngch hrdn medzi vr-
cholmi, avsak s mozZnostou existencie orientovanych sluciek — sa hrany stotoznuji s usporiadanymi
dvojicami vrcholov. Nasa definicia orientovaného grafu bude mierne netradi¢nou formalizaciou tohto
tradi¢ného pristupu. Namiesto mnoZziny hran bude pre kazdy graf dané zobrazenie ¢ priradujtce kazdej
dvojici vrcholov prvok mnoZiny booleovskyjch hodnét B = {0,1}. Z vrcholu u do vrcholu v potom vedie
orientovand hrana prave vtedy, ked ¢(u,v) = 1. Tato formélna okluka nie je samotucelna; zakratko
uvidime, Ze umoziiuje priamociare zovSeobecnenie definicie na pripad ohodnotenych grafov.

Definicia 1.1.1. Orientovany graf je dvojica G = (V,¢), kde V je konetna mnozina a ¢: V2 — B je
zobrazenie.

Pre mnoziny vrcholov a hran orientovaného grafu G budeme pouzivat standardné oznacenie V(G)
resp. F(G). Definiciu mnoziny hran F(G) pritom sformulujeme s vyuzitim dvoch pomocnych pojmov.
Pod mnoZinou s nulou budeme rozumiet usporiadani dvojicu (Y,0), kde Y je mnoZina a 0 je prvok
mnoziny Y. Pre kazdi mnozinu X, kazda mnozinu s nulou (Y, 0) a kazdé zobrazenie ¢: X — Y nazveme
nosi¢om zobrazenia ¢ mnozinu supp(¢) = {r € X | ¢(x) # 0}.> Mnozinu B budeme interpretovat
aj ako mnozinu s nulou (B, 0).

Definicia 1.1.2. Nech G = (V, ¢) je orientovany graf. Potom piSeme V(G) :=V a E(G) := supp(y).
Prvky mnoziny V(G) nazyvame vrcholy grafu G a prvky mnoziny E(G) nazyvame hrany grafu G.

Orientovany graf je teda dany mnozinou vrcholov V' a funkciou ¢, ktora pre kazda dvojicu vrcholov
u,v € V vrati hodnotu z mnoZiny B. Ak ¢(u,v) = 0, z vrcholu v do vrcholu v nevedie Ziadna
orientovana hrana; ak ¢(u,v) = 1, vedie z u do v préave jedna orientovana hrana (u,v).

Ohodnoteny graf je v intuitivhom ponimani orientovany graf, v ktorom kazdej hrane zodpoveda
ohodnotenie z nejakej mnoziny H. Budeme navyse predpokladat, Zze H je mnozina s nulou 0 — v takom
pripade totiz mézeme ohodnotenie nulou chépat ako zndmku neexistencie hrany. Definiciu ohodno-
teného grafu tak ziskame jednoduchym nahradenim zobrazenia ¢: V2 — B v definicii orientovaného
grafu zobrazenim ¢: V2 — H. Ak pre dvojicu vrcholov u, v plati ¢(u,v) = 0, nevedie z u do v Ziadna
hrana; ak ¢(u,v) = h pre nejaké h € H \ {0}, vedie z u do v hrana (u,v) ohodnotené prvkom h.

Definicia 1.1.3. Nech (H,0) je mnozina s nulou. Ohodnoteny graf nad (H,0) je dvojica G = (V, ¢),
kde V je konetnid mnozina a ¢: V2 — H je zobrazenie. Prvky mnoziny V =: V(G) nazyvame vrcholy
grafu G a prvky supp(¢) =: E(G) nazyvame hrany grafu G.

Vdaka evidentnej koreSpondencii nasich definicii orientovanych a ohodnotenych grafov s ich obvyk-
lymi definiciami si v nasledujuicom moézeme dovolit pouzivat bezna grafovi terminolégiu.

Pripomenme si teraz definiciu matice. Predov8etkym je nutné zdoéraznit, Ze maticu je v principe
mozné definovat nad lubovolnou mnozinou S — ide jednoducho o ,,obdlznikovi tabulku* pozostévajtcu
z prvkov S. Nutnost pozadovat algebraicki struktiru na S vyvstane az v suvislosti s niektorymi opera-
ciami na maticiach. Uvidime napriklad, Ze na ,,rozumna‘ definiciu s¢itovania, nasobenia a umocnovania
matic nad S je nutné a postacujice, aby mnozina S tvorila s nejakymi dvoma operaciami polokruh
(oddiel 1.3). Podobne inverzné matice mozno ,,rozumne* skiimat kedykol'vek je S pole.* Na zavedenie

3Pojem nosica funkcie (angl. support) je v matematike tandardne pouzivany, zvycajne v8ak v pecialnejsich kontex-
toch, nez sa zobrazenia do mnozin s nulou. Zanedlho k nim koniec koncov prejdeme aj my.

4V avodnej literattre o linearnej algebre sa vdaka tejto a podobnym vlastnostiam matic nad polom uz samotny
pojem matice nad S obcas definuje len za predpokladu, Ze S je pole. To moze zvadzat k predstave o inherentnej spatosti
matic a poli, ktora je v8ak mylna. Takato nestastna interpretacia by nas — ako uvidime neskor v tejto kapitole — obrala
nielen o pochopenie skuto¢ného vyznamu pojmu matice, ale aj o mnozstvo praktickych aplikicii maticového poctu
nad algebrami vSeobecnejsimi, nez st polia. (Samotna linedrnu algebru navySe tiez moZzno — za cenu uréitych strat —
vybudovat aj o ¢osi vieobecnejsie.)
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samotného pojmu matice ale ziadna takato strukttara potrebna nie je. Citatela, ktory istotne nejeden-
krat napisal program vyuzivajici dvojrozmerné polia, snad o uZito¢nosti matic nad mnoZinami dlhsie
presviedcat netreba. NavySe existuji aj operdcie na maticiach, ktoré mozno definovat uz pre matice
nad mnozinou — prikladom moze byt napriklad transpozicia.

Definicia 1.1.4. Nech S je mnoZina a m,n € N. Matica typu m X n nad S je zobrazenie

A: [m] x [n] = S.

Akprei=1,...,maj=1,...,n je A(3,j) = a;;, zapisujeme maticu A ako
a171 CLLQ e al,n
a1 G2 ... QG2qn
A= ,
am71 am’Q . Cme

alebo skratene ako A = (a; j)mxn. Matica A je Stvorcovd, ak m = n. Mnozinu vSetkych matic typu
m x n nad S oznadujeme S"*".

Definicia 1.1.5. Nech S je mnozina, m,n st prirodzené ¢isla a A = (a; j)mxn je matica typu m x n
nad S. Transpozicia matice A je matica AT typu n x m nad S dané ako AT = (@ji)nxm-

Nech (H,0) je mnoZina s nulou a n je prirodzené &islo. Z vyssie uvedeného je uz potom zrejmé,
ze ohodnotené grafy nad H s mnoZinou vrcholov [n] a Stvorcové matice typu n X n nad H si dvoma
odlisnymi pohladmi na ten isty objekt. (Je pritom zrejmé, Ze pripadnym premenovanim vrcholov grafu
na prirodzené ¢isla 1,...,n nestracame ziadnu podstatni informaciu.)

Toto takmer az trividlne pozorovanie vedie k nasledujicim dvom definicidm — ak sa na graf pozrieme
ako na maticu, budeme hovorit o matici susednosti grafu; ak sa naopak pozrieme na Stvorcovi maticu
ako na graf, budeme hovorit o grafe matice.

Definicia 1.1.6. Nech (H,0) je mnozina s nulou, n € N a G = ([n], ¢) je ohodnoteny graf nad (H,0).
Maticou susednosti grafu G nazveme Stvorcovi maticu A(G) € H™*" dant ako A(G) = (¢(%, J))nxn-

Definicia 1.1.7. Nech (H, 0) je mnozina s nulou, n € Na A = (a; j)nxn je Stvorcova matica nad (H, 0).
Grafom matice A nazveme ohodnoteny graf Gr(A) nad mnozinou (H,0) dany ako Gr(A) = ([n], ¢),
kde pre i,j =1,...,n je p(i,7) = a; ;.

Je ocividné, ze operatory A a Gr zavedené v predoslych dvoch definiciach si — pre pevne danu
mnozinu s nulou (H,0) a prirodzené ¢islo n — vzdjomne inverzné bijekcie.

Préave opisany siivis medzi grafmi a maticami mé dalekosiahle implikacie. So zlomkom tych naj-
vyznamnej$ich sa postupne zoznamime v tejto a aj v nasledujucich kapitolach; niektoré dalsie buda
stru¢ne spomenuté v ramci odkazov na samostudium.

Priklad 1.1.8. Uvazujme orientovany graf zjednodusenej cestnej siete, kde vrcholy zodpovedaju krizo-
vatkdm a hrana z u do v zodpoveda cestnému tseku priamo spéjajicemu krizovatku u s krizovatkou v.
Predpokladajme, Ze do takéhoto grafu potrebujeme zakomponovat informaciu o vylukich na niektorych
usekoch, a to bez modifikacie samotnej mnoziny hran. To moZno urobit napriklad s pouZitim ohodnote-
nych grafov nad mnozinou s nulou ({P, N, L}, 1), kde P zodpoveda prejazdnému aseku, N zodpoveda
neprejazdnému tseku a 1 zodpovedéd neexistujicej hrane. Priklad ohodnoteného grafu nad takouto
mnozinou a jeho matice susednosti je na obrazku 1.1. Zdéraznime pritom, Ze na mnozine {P, N, 1}
nie st a priori dané ziadne operacie, a teda ani ziadna algebraicka Struktura.

Priklad 1.1.9. Kazdy orientovany multigraf — ¢ize orientovany graf s moznostou existencie nasobnych
hran medzi vrcholmi — mozno reprezentovat ako ohodnoteny graf nad mnozinou N so Standardne danou
nulou. Ak v péovodnom multigrafe vedie z vrcholu u do vrcholu v prave k orientovanych hran, v prislus-
nom ohodnotenom grafe vedie z vrcholu u do vrcholu v orientovana hrana ohodnoten4 prirodzenym
¢islom k. Priklad orientovaného multigrafu, k nemu prislachajiceho ohodnoteného grafu a jeho matice
susednosti je znédzorneny na obrazku 1.2.
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(a) Ohodnoteny graf G. (b) Matica susednosti A(G).

Obr. 1.1: Ohodnoteny graf nad mnozinou {P, N, L} s nulou L a jeho matica susednosti.
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(a) Orientovany multigraf. (b) Zodpovedajuci ohodnoteny graf G.  (c) Matica susednosti A(G).

Obr. 1.2: Multigraf, jeho reprezentacia pomocou ohodnoteného grafu G nad N a matica susednosti A(G).

1.2 Nasobenie matic a niektoré tilohy na grafoch

Prostrednictvom pojmu matice susednosti grafu a ,inverzného“ pojmu grafu matice sme poukazali
na suvis medzi ohodnotenymi grafmi a Stvorcovymi maticami. Jedinym predpokladom o univerze
moznych ohodnoteni hran (¢ prvkov matice) tu bola existencia §pecialneho prvku — ten sme nazvali
nulou — zodpovedajtuceho neexistujucim hranam.

K tomuto predpokladu teraz pridame algebraicki Struktiru: preskimame niekolko konkrétnych
prikladov mnozin, na ktorych st definované operacie s¢itania a nasobenia, @& a ®, a ktoré obsahuju
neutralne prvky 0 resp. 1 vzhladom na tieto operédcie. To nam spravidla umozni definovat maticové
ndsobenie nad takto danou algebrou a obéas aj iterdciu matice — ¢ize maticu A* = A Al @ A% @ ...
— pricom uvidime, Ze obidve tieto operdcie moZno Casto vyuZit na rieSenie pomerne prirodzenych
a uzitocnych tloh na grafoch. Viaceré zdanlivo nesavisiace problémy sa tak v skuto¢nosti ukazu byt
rovnakymi tlohami nad réznymi algebrami.®

Nateraz sa teda obmedzime na niekolko konkrétnych algebier typu (S, ®,®,0,1), ktoré budeme
zakazdym chapat aj ako mnozinu s nulou (5,0). Déraz pritom budeme klast na aplikicie nasobenia
matic nad tymito algebrami pri rieSeni grafovych tuloh. VSeobecne platnymi podmienkami, ktoré musi
algebra (S, ®, ®,0,1) za tcelom definicie ,,rozumného“ maticového nasobenia splhat, sa zatial zaoberaf
nebudeme — ich identifikicia je napliiou oddielu 1.3, kde zadefinujeme spolo¢nt abstrakciu konkrét-
nych algebier z prikladov nizgie. Takyto postup koniec koncov zohladiuje zékonitosti typického procesu
matematickej abstrakcie: definicie abstraktnych matematickych sStruktar zvycajne nie st produktom
svojvole matematikov, ale byvaju spravidla motivované potrebou jednotného sktimania vac¢sieho mnoz-
stva konkrétnych pripadov. NajlepSsou cestou k pochopeniu vyznamu definicie abstraktnej struktary je
teda ziskanie citu pre jednotlivé konkrétne pripady a porozumenia tomu, ktoré vlastnosti su v tychto
konkrétnych pripadoch pre dané ucely klucové. Samotna abstraktna definicia by uz nasledne mala byt
len malo prekvapivym ,destilatom® tychto kli¢ovych vlastnosti.

Priklad 1.2.1. Orientované grafy, chdpané v zmysle definicie 1.1.1, zodpovedaji ohodnotenym grafom
nad mnozinou booleovskych hodnét B = {0, 1}; mozno ich teda reprezentovat booleovskou maticou.
Uvazujme teraz na mnozine B ako aditivnu operaciu logickt disjunkciu V a ako multiplikativnu opera-
ciu logickit konjunkciu A. Aditivnym neutralnym prvkom je potom 0 a multiplikativnym neutralnym
prvkom je 1. Vo vysledku teda dostavame algebru (B, V,A,0,1).

5Pod algebrou rozumieme I'ubovolna $truktaru dand nosnou mnoZinou S a systémom operacii nejakej arity na S;
nulérne operacie pritom zodpovedaju konstantam z S.
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Néasobenie matic nad (B, V, A,0, 1) mozno definovat prirodzene: ak A = (a; j)mxn & B = (bij)nxr

st matice nad B, je ich sti¢in A - B = (¢;j)mxr dany prei=1,...,m a j =1,...,r predpisom
n
Cij = \/ il N bk,j- (1.1)
k=1

Mocninu §tvorcovej matice A typu n x n potom mozno definovat rekurzivne: A =1, a ATl = AY. A
pre vSetky ¢t € N, kde I,, je jednotkova matica typu n x n dana ako

10 ...0
0 1 0
I, =
00 ... 1

Citatel iste Tahko overi, ze pre vietky B € B"" je I,,- B= B -1, = B.
Nech teraz A = A(G) = (@i j)nxn je matica susednosti orientovaného grafu G na mnozine vrcholov
V(G) = [n], nech t € N a A = (a; ;[t])nxn. Poktisme sa najst grafovti interpretaciu prvkov matice A’.
Kedze pre i,j = 1,...,n je a;[1] = a;;, z definicie matice susednosti pre t = 1 bezprostredne
vyplyva, ze a; j[1] = 1 prave vtedy, ked z vrcholu i do vrcholu j vedie v grafe G hrana. Zamerajme sa
teraz na pripad t = 2. Tu vdaka vztahu 4% = A'*! = Al. A podla (1.1) dostavame

n n
aij[2) = \/ aisll] A ar; =\ aix A ar;.
k=1 k=1

Vidime teda, ze a;;[2] = 1 prave vtedy, ked existuje vrchol k taky, ze v grafe G vedie hrana ako z ¢
do k, tak aj z k do j; ¢ize prave vtedy, ked v grafe G z vrcholu 7 do vrcholu j vedie orientovany sled
dlzky prave 2. Podobne pre ¢ = 3 prichadzame k vztahu

n
aij3] = \/ ainl2] A arj,
k=1

vdaka ktorému a; ;[3] = 1 prave vtedy, ked existuje vrchol k taky, Ze v grafe G vedie orientovany sled
z i do k dlzky prave 2 a stcasne hrana z k do j; to nastane prave vtedy, ked z i do j vedie orientovany
sled dlzky prave 3.

Ak sa teraz vratime k pripadu t = 1, zistujeme, Ze podmienka existencie hrany je ekvivalentna
existencii sledu dizky prave 1 — preto a; ;[1] = 1 prave vtedy, ked z i do j vedie v grafe G orientovany
sled dizky prave 1. V pripade t = 0 napokon v désledku vztahu A° = I,, vidime, Ze a; ;[0] = 1 prave
vtedy, ked i = j, ¢ize ked v grafe G vedie z i do j orientovany sled dizky 0.

Nie je teda tazké prist k nasledujicej hypotéze: pre vsetky t € N a i,j € V(G) je a;;[t] = 1 prdve
vtedy, ked z vrcholu i do vrcholu j vedie v grafe G orientovany sled dizky prdve t. Uvedme pre tplnost
aj dokaz matematickou indukciou vzhladom na ¢. Ako sme pozorovali vys§ie, tvrdenie plati pre ¢t = 0.
Predpokladajme teraz jeho platnost pre t = s a uvazujme t = s+ 1. Plati A5t! = A%. A, pricom podla
indukéného predpokladu je a; i[s] = 1 prave vtedy, ked v G existuje orientovany sled z i do k dizky s.
Podla (1.1) dalej

n
am[s +1] = \/ ai,k[s] N Q-
k=1

Preto a; j[s + 1] = 1 prave vtedy, ked existuje vrchol k € V(G) taky, Ze z i do k vedie orientovany sled
dlzky s a z k do j vedie hrana. Ak ale takéto k existuje, spojenim uvedenych dvoch sledov ziskame
sled dlzky s+ 1 veduci z i do j; ak naopak existuje sled dlzky s+ 1 vedici z i do j, jeho predposledny
vrchol je hTadané k. To dokazuje naSe tvrdenie.
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Pre Tubovolna stvorcovii maticu A nad B d'alej mozno definovat jej iteraciu ako

[e.e]
A =\/ A,
t=0

kde disjunkciu matic chdpeme po zlozkach. Ak je A = A(G) matica susednosti orientovaného grafu G
a A* = (aij[*])nxn, je a; j[*] = 1 prave vtedy, ked v G existuje orientovany sled z vrcholu ¢ do vrcholu j
— Cize ak je vrchol j dosiahnutelny z vrcholu ¢. Matica A* tak reprezentuje reflexivno-tranzitivny
uzaver grafu G, z ktorého mozno lahko vy¢itat aj jednotlivé silne suvislé komponenty tohto grafu.
Na obréazku 1.3 je znazorneny orientovany graf G spolo¢ne s maticami A(G) a A(G)*.

1 2
! 1100 1111
0 0 01 " 01 11
AG) = 01 00 A(Q)" = 01 11
b4 0010 01 11
3 4
(a) Orientovany graf G. (b) Matica susednosti grafu G. (c) Iteracia matice susednosti grafu G.

Obr. 1.3: Orientovany graf G, jeho matica susednosti A(G) a iteracia A(G)* matice A(G).

V nasledujicich prikladoch uz tvrdenia o ,grafovej interpretéacii“ t-tej mocniny matice susednosti
dokazovat nebudeme. Vzdy tak ale mozno urobit — rovnako ako v priklade 1.2.1 — jednoduchou ma-
tematickou indukciou vzhladom na ¢. Citatelovi — obzvlast takému, ktorému nizsie uvedené tvrdenia
nebudu uplne zrejmé — moze tato drobné neporiadnost posluzit ako prilezitost na uZzito¢né cvicenie
(navodom pritom moZe byt argumentacia v priklade 1.2.1).

Priklad 1.2.2. Nedeterministicky koneény automat nad abecedou ¥ (a s prechodmi na prazdne slovo)
mozno definovat ako stvoricu A= (Q,I, T, F), kde @ je konetna mnoZina stavov, I C @ je mnoZina
pociatoénych stavov, T C @ x (X U {e}) x @ je mnozina prechodov a F' C @ je mnozina koncovych
stavov. Pre dvojicu stavov p,q € Q a slovo w € ¥* potom piSeme p —> 4 ¢ prave vtedy, ked existuje
t € N, stavy qo,...,q € Q aslova z,...,2 € X U {e} také, ze w = 21 ...z, priCom qo = p, ¢ = q
aprei = 1,...,t je (¢i-1,2,q) € T. Jazyk || A| rozoznavany automatom .A napokon definujeme
ako Al ={wex* | IpecTIgcF:p-S4q)

Citatelovi je iste znamy pojem diagramu konecného automatu. Ide v podstate o ohodnoteny graf
nad YU{e} s mnoZinou vrcholov @Q); mdze ale obsahovat nasobné hrany a niektoré jeho vrcholy mozu byt
oznafené ako zodpovedajice pociatoénym alebo koncovym stavom (8ipkou dnu alebo von zo stavu).
Potrebu uvazovat nasobné hrany mozno eliminovat nahradenim viacerych hran veducich z p do ¢
jedinou hranou, ktora je ohodnotena jazykom vsetkych z takych, Ze (p,z,q) € T. NavySe mozno
bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze ) = [n] pre nejaké n € N.

Nedeterministicky kone¢ny automat nad ¥ teda mozno zadat pomocou prirodzeného ¢isla n, dvojice
mnozin I, F C [n] a ohodnoteného grafu G = ([n],¢) nad mnozinou 2* s nulou (.5 Graf G navyze
mozno zadat maticou nad 2> .

UvaZzujme teraz na 2% ako aditivnu operéciu zjednotenie a ako multiplikativnu operaciu zretazenie;
aditivnym neutralnym prvkom je v takom pripade () a multiplikativnym neutralnym prvkom je {c}.
Pohybujeme sa teda nad algebrou (2%, U, -, 0, {€}).

Maticové nasobenie nad (2*°,U, -, ), {e}) moZno prirodzene definovat tak, Ze pre A = (Aij)mxn
a B = (B j)nxr je matica A- B = (Cj j)mx, dana predpisom

n
Cij= U A - By
k=1

50Ohodnotenia hran s v skuto¢nosti prvkami mnoZiny QEU{S}; girgie univerzum 2% sa nam v3ak zide pri naich
neskorsich tvahach (najmé kvoli uzavretosti na zretazenie).
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prei=1,...,maj=1,...,r. Mocninu §tvorcovej matice A typu n xn definujeme rekurzivne: A =1,
a ATt = A A pre vietky t € N, kde I,, je jednotkova matica typu n x n dana ako

{fey 0 ... 0
L 0 {f} @
00 ... {o

Vezmime teraz koneény automat A dany prirodzenym ¢&islom n, mnozinami I, F' C [n] a ohodnote-
nym grafom G = ([n], ) nad 2*". Nech A = A(G) = (A; j)nxn je matica susednosti grafu G — budeme
hovorit, ze A je prechodovd matica automatu A. Nech dalej ¢ je prirodzené &islo, A" = (A ;[t])nxn
a i,j € [n]. Lahko potom mozno nahliadnut, ze jazyk A; j[t] pozostdva z prave vietkych slov w € ¥,
ktoré automat A precita pocas nejakého behu dizky t zo stavu i do stavu j.”

Ak navySe definujeme iteraciu A* = (A; j[*])nxn matice A ako

A* = G At
t=0

vyplyva z uvedeného, ze jazyk A; ;[*] pozostava z prave vetkych slov w € ¥*, ktoré automat A precita
pocas nejakého svojho behu zo stavu ¢ do stavu j.
Mnoziny I, F dalej mozno ,zakodovat® ako vektory®: mnozinu I mozno zadaf ako riadkovy vektor

i=(u1,...,t,) amnozinu F mozno zadat ako stipcovy vektor f = (71,...,7,)7 tak, zepre k =1,...,n
je

o {e} akkel, S {e} akkekF,

F71 0 akké¢l, =1 0 akk¢F.

Zjavne potom

IA]| = iA*t. (1.2)

Mohli by sme teda definovat kone¢ny automat A aj ako stvoricu A = (n,1i, A, f) a jazyk || A| rozozna-
vany automatom A definovat vztahom (1.2).

(a) Bezny diagram automatu .A. (b) Diagram automatu A bez nasobnych hran.

Obr. 1.4: Koneény automat A.

Pre ilustraciu uvazujme kone¢ny automat A s diagramom zndzornenym na obrazku 1.4a, alebo
— ak namiesto nasobnych hréan uvazujeme hrany ohodnotené koneénymi jazykmi — na obrazku 1.4b.

"Formalizéciu definicii pojmov ako ,beh®, , beh dlzky ¢, alebo ,slovo precitané pocas behu“ prenechavame Eitatelovi
ako jednoduché cvicenie, ktoré ale mé viac nez jedno spravne rieSenie. Uvedené tvrdenie by vSak malo zostat pravdivé
bez ohladu na zvoleny formalizaény pristup.

8Vektory mozeme stotoznit, podla toho & su riadkové alebo stipcové, s maticami o jedinom riadku alebo stipci.
Nemusime tak nanovo definovat operaciu nasobenia vektora s maticou, ktorat moéZeme chapat ako Specialny pripad
maticového nasobenia.



16 1.2 Nasobenie matic a niektoré tlohy na grafoch

Prechodovou maticou tohto automatu je

0 0 0 A{a}
A {a} 0 {a,b} 0
{a} 0 0 0
{6} 0 0 0

a vektory i a f zodpovedajice pociatoénym a koncovym stavom st dané ako
i=({e},{e},0,0) a  f=(0,0,0,{e)7T.

Pri vynaloZeni trochy mechanického tusilia mozno dokazat, ze

(ab)* 0 0 (ab)*a

o a(ab)* U{a,bta(ab)* {e} {a,b} a(ab)*aU{a,bla(ab)*a
a(ab)* 0 {e} a(ab)*a '
(ba)*b 0 0 (ba)*

z ¢oho pre jazyk ||A|| rozoznavany automatom .4 dostavame
| Al = 1iA*f = (ab)*a U (a(ab)*a U {a,b}a(ab)*a) = {e,a, aa,ba}(ab)*a.

Priklad 1.2.3. Uvazujme teraz ohodnotené grafy nad mnoZinou prirodzenych &isel N. Uz v ramci
prikladu 1.1.9 sme uéinili pozorovanie, Ze takéto ohodnotené grafy mozno povazovat za reprezentaciu
orientovanych multigrafov, ¢ize orientovanych grafov s nasobnymi hranami medzi vrcholmi. Hrana
z vrcholu ¢ do vrcholu j ohodnotené ¢islom & znamena, Ze v zodpovedajicom multigrafe vedie z vrcholu
¢ do vrcholu j prave k orientovanych hran.

Uvazujme dalej na mnoZine N §tandardné operécie s¢itavania a nésobenia, ¢im dostavame algebru
(N, +,-,0,1). Maticové nasobenie nad touto algebrou je tiez definované standardnym spoésobom.

Nech A = A(G) = (ai j)nxn je matica susednosti ohodnoteného grafu G nad N s mnozinou vrcholov
V(G) = [n] pre nejaké n € N, nech ¢ je prirodzené ¢islo a A* = (a; j[t])nxn. Lahko potom nahliadnut,
ze Cislo a; ;[t] je rouné poctu orientovanych sledov dlzky t vedicich z vrcholu i do vrcholu j v multigrafe
reprezentovanom ohodnotenym grafom G.

Rozumne definovani iteraciu matice A nad algebrou (N, +,+,0,1) o¢akavat nemozno: napriklad
pre maticu A = (1)1x1 by totiz muselo byt A* = (1+ 141+ ...)1x1; nekonecny sacet 1 +1+ 14 ...
ale nad (N, +,+,0,1) neexistuje.

Priklad 1.2.4. Algebru (N, +,-,0,1) z predchadzajiceho prikladu mozno rozsirit pridanim prvku oo
na algebru (N U {oo},+,-,0,1), kde stacet a sucin dvojic prvkov z N je dany Standardnym sposobom
a kde pre vietky a e NU{oo} jea+ 0o =004+a=00a

0 aka=0,

a-00=00-a= .
oo inak.

Mocnina matice susednosti A = (a; j)nxn ohodnoteného grafu G nad (NU {oo},+,-,0,1) mé potom
podobnu interpretaciu ako v predchadzajucom priklade. Nad algebrou (NU {oco}, +,-,0,1) ale navyse
mozno definovat nekonecny sucet cez indexovit mnozinu I predpisom
> a; akjemnozina Iy = {i € I | a; # 0} kone¢na,

Z a; = { i€l

icl o0 inak,
pricom nekonecny stcet matic mozno definovat po zlozkach. Iteracia A* = (a; j[*])nxn matice A je
potom dané ako

A=A+ A+ A4 =D A
teN

Ak v multigrafe zodpovedajicom ohodnotenému grafu G existuje konecne vela orientovanych sledov
z vrcholu i do vrcholu j, ¢islo a; ;[*] zrejme udéva ich pocet; v opacnom pripade je a; j[*] = oco.
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Priklad 1.2.5. Opét uvazujme ohodnotené grafy nad mnozinou N U {oco}, avSak tentokrat interpre-
tujme ohodnotenie ako cenu hrany. Hrany s cenou oo pritom budeme stotozhovat s neexistujicimi
hranami; nulou v nasej mnozine ohodnoteni je teda prvok oco.

Na mnozine N U {oco} uvazujme ako aditivnu operaciu minimum a ako multiplikativnu operéciu
sacet. Aditivnym neutralnym prvkom je oo a multiplikativnym neutrdlnym prvkom je 0 — dostédvame
teda algebru (N U {oo}, min, +, 00, 0).

Nasobenie matic nad (N U {oo}, min, +, co,0) mozno prirodzene definovat takto: ak A = (a; j)mxn
a B = (b j)nx, st matice nad (NU{oo}, min, +, 00,0), je st¢in A-B = (¢; j)mxr dany prei =1,...,m
aj=1,...,r predpisom

Cij = k:min (@i + by j) -
Mocnina $tvorcovej matice A typu n x n je potom dana rekurzivne: A% = I, a ATt = A!. A pre vietky
t € N, kde
0 oo 00
oo 0 00
I, =

oo oo ... 0

Pre t-tu mocninu A" = (a; ;[t])nxn matice susednosti A = (a;;)nxn ohodnoteného grafu G nad
(N U {00}, min, +, 00,0) mozno lahko dokézat, Ze prvok a;;[t| uddva cenu najlacnejsieho sledu dlzky
prdave t vediceho z vrcholu @ do vrcholu j (v pripade neexistencie takéhoto sledu chapana ako o).
Iteraciu A* = (a;j[*])nxn matice A mozno navyse definovat ako

A* = min A" = ( mina; ;[¢]
teN teN nXn

(¢ize minimum je definované po zlozkach). Lahko potom vidiet, Ze a; j[*] udava cenu najlacnejsicho

sledu z vrcholu ¢ do vrcholu j, alebo ekvivalentne cenu najlacnej$ej cesty z vrcholu ¢ do vrcholu j.

Priklad 1.2.6. Predpokladajme, Ze siet kuriérnych spojeni je dana grafom, v ktorom je kazdéa hrana
ohodnotena spolahlivostou prislusného spojenia. Tou je &islo r z intervalu [0, 1] dané ako r = (1 — p),
kde p je pravdepodobnost straty zasielky. Neexistujtuce spojenia pritom budeme stotoZiiovat so spoje-
niami s nulovou spolahlivostou.

Uvazujme teraz na mnozine [0, 1] ako aditivnu operaciu suprémum?® a ako multiplikativnu operaciu
Standardné néasobenie realnych ¢isel, ¢im dostavame algebru ([0, 1], sup, -, 0,1).

Maticové nasobenie nad ([0, 1], sup, -, 0, 1) mozno definovat takto: ak A = (@i ;j)mxn & B = (bij)nxr

st matice nad ([0,1],sup,-,0,1), je ich st¢in A- B = (¢; j)mxr dany prei=1,...,maj=1,...,r ako
Cij = sup ajj - bg;.
=1,...,n

Standardne potom mozno definovat aj mocninu Stvorcovej matice. Pre t-tu mocninu A* = (a; ;[t])nxn

matice susednosti A = (a; j)nxn ohodnoteného grafu G nad ([0, 1], sup,-,0,1) pritom mozno dokazat,

ze prvok a; j[t] uddva mazimdlnu spolahlivost sledu dlzky prdve t vediceho z vrcholu i do vrcholu j.
Ak navyse definujeme iteraciu A* = (a; j[*|)nxn matice A ako

A* =sup A = <sup a; j [t]) ,
teN teN nxn

udava hodnota a; j[*] maximalnu spolahlivost sledu vedtceho z vrcholu ¢ do vrcholu j, alebo ekviva-
lentne maximalnu spol'ahlivost cesty z i do j.'°

9Binarne suprémum nie je ni¢ iné nez binarne maximum. V skuto¢nosti by sme si v celom tomto priklade vystagili
s maximami — miestami ale nebude a prior: zarudené, Ze tieto maximé budu existovat.

10Nje je tazké vidiet, Ze sa tu skutoéne nadobuda maximum, hoci maximum nekonenej mnoziny prvkov intervalu [0,1]
nemusi existovat. Dovodom je fakt, Ze spolahlivost Tubovolného sledu z 7 do j moZno zhora ohranicit spolahlivostou
nejakej cesty z i do j; ciest z 7 do j je v8ak vzdy iba kone¢ne vela.
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Priklad 1.2.7. Uvazujme teraz nasledujicu situiciu: dopravca méa k dispozicii mnozinu vozidiel M,
ktoré vypravuje po cestnej sieti danej orientovanym grafom — hrany v hiom zodpovedaja jednotlivym
cestnym tusekom. Nie vSetky vozidla ale mozno vypravit na vSetky tuseky (¢i uz kvoli ich hmotnosti,
rozmerom, alebo chybajicim povoleniam). Kazda hrana grafu je preto ohodnotend mnozinou tych
vozidiel, ktoré po zodpovedajicom cestnom tiseku moézu prejst — ide teda o ohodnoteny graf nad mno-
zinou 2M . Po neexistujtcich hranach neméze prejst ziadne vozidlo — za nulu mnoziny 2 teda budeme
povaZovat prazdnu mnozinu.

Na mnozine 2M uvazujme ako aditivnu operaciu zjednotenie a ako multiplikativnu operaciu prienik
— aditivnym neutralnym prvkom je teda () a multiplikativnym neutralnym prvkom je M. Vo vysledku
tak dostavame algebru (2M,U,N, 0, M).

Ak A = (A;j)mxn & B = (B j)nxr st matice nad (2M U, M, 0, M), je ich sucin A - B = (Cij)mxr
definovany pret =1,...,ma j =1,...,r predpisom

Cij= U (Aik 0 Bj) -
k=1

Pre tandardne definovant t-tu mocninu A" = (4; ;[t])nxn matice susednosti A = (A; ;)nxn ohodno-
ten¢ho grafu G nad (2M,U,N,0, M) potom plati, ze mnoZina A, j[t] pozostdva z prave tijch vozidiel
z mnoZiny M, ktoré mozno nejakou trasou dizky t vypravit z vrcholu i do vrcholu j.

Nad algebrou (2M,U,N, ), M) mozno definovat aj iteraciu A* = (A; j[¥])nxn matice A ako

A* = G At
t=0

mnozina A; j[*] potom pozostava z prave tych vozidiel z mnoziny M, ktoré mozno nejakou trasou
vypravit z vrcholu 7 do vrcholu j.

Poznamka 1.2.8. Vo v8etkych prikladoch vyssie bolo v uvazovanej algebre dobre definované maticové
nasobenie. Treba v8ak upozornit na skutoc¢nost, Ze tato definicia vzdy skryte vyuZzivala niektoré vlast-
nosti operacii danej algebry: tazko si napriklad predstavit ozaj zmysluplnii definiciu nasobenia matic
nad algebrou, ktorej aditivna operécia nie je komutativna alebo asociativna. Analyzou poziadaviek
nutnych na ,rozumnt“ definiciu maticového nésobenia dospejeme v oddiele 1.3 k pojmu polokruhu.

Poznamka 1.2.9. Itericiu matice bolo mozné definovat vo vSetkych vysSie opisanych algebrach okrem
tej z prikladu 1.2.3. Kla¢ovym faktorom sa tu zo zrejmych pri¢in ukazuje byt existencia nekonecnych
stu¢tov. Analyzou tejto poziadavky dospejeme v oddiele 1.4 k pojmom uplného a spocitatelne tiplného
polokruhu; vSeobecnejsi pristup neskor opiSeme v oddiele 3.13.

1.3 Polokruhy

Priklady z predchadzajiceho oddielu vykazuja relativne velka mieru podobnosti: zakazdym sme de-
finovali algebru (S, ®,®,0,1) s dvoma binarnymi operaciami a ich neutrédlnymi prvkami. Nad tymito
strukturami boli — vdaka urcitym ich vlastnostiam — ,rozumne* definované operécie maticového néso-
benia a mocniny $tvorcovej matice. Mocninu matice susednosti ohodnoteného grafu nad S sme potom
interpretovali ako rieSenie nejakej prirodzenej tlohy na ohodnotenych grafoch. V podstate islo vzdy
o tie isté pozorovania, akurat zakazdym v jemne odlisnom kabéte.

Ponitika sa teda otazka, ¢i mozno priklady z predchadzajiceho oddielu studovat v spolo¢nom ramci.
Ten by mala tvorit trieda algebier (S,®,®,0,1) s ,rozumne“ definovanym maticovym nasobenim
a mocnenim, ktord zahfha vSetky konkrétne algebry z predchédzajiceho oddielu. V nasledujacich
uvahach dospejeme k pozorovaniu, Ze takyto ramec moze poskytnit pojem polokruhu — jeho defini-
ciu teraz ,odvodime* analyzou vlastnosti algebry (S, ®, ®,0,1) potrebnych na definiciu ,,rozumného*
maticového nasobenia a mocniny Stvorcovej matice.
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Sucin matic A = (a;j)mxn @ B = (bij)nxr nad (S,®,®,0,1) by sme chceli definovat ako maticu
A-B=(¢j)mxr, kdeprei=1,....maj=1,...,rje

n
Cij = @ a; @ by j. (1.3)
k=1

V tejto definicii sa implicitne predpoklada asociativnost operacie & — inak by pouZitie ,velkého*
P nebolo namieste. Kazda algebra (S,®,®,0,1) z nami hladanej triedy teda musi mat asociativnu
operaciu @. Je tiez ziaduce, aby bolo mozné vztah (1.3) prepisat do podoby

Cij = @ a; g @ b j,
ke[n]

Cize aby vysledok nezavisel od poradia s¢itancov — umoZnia sa tym bezné ,precislovania“ indexovej
mnoziny matice (mnoziny vrcholov grafu). Tomu zodpoveda poziadavka komutativnosti operacie .
Operacia @ teda musi byt asociativna a komutativna.

Akonahle bez d'alsicho upresnenia hovorime o umochovani matic, oby¢ajne implicitne predpokla-
dame, Ze pre vetky Stvorcové matice A je

A-(A-A)=(A-A)- A (1.4)
napriklad zapis A3 by totiz v opa¢nom pripade nebol jednozna¢ny. Pre vietky Stvorcové matice
A = (a;j)nxn by teda mala platit rovnost (1.4) a z definicie nasobenia matic tak pre i,j = 1,...,n
dostavame

n n n n
@ a;p ® (@ agp @ ae,j) = @ (@ a;p ® ak,f) ® ag,;- (1.5)
k=1 =1

(=1 \k=1

Od ,rozumnych® algebier (S,@®,®,0,1) pritom ocakivame, Ze sa tato spolo¢nd hodnota bude dat
zapisat ako

n n
@@ai,k R age Q ag ;. (1.6)

k=1 (=1

V uvedenom zapise je implicitna asociativnost operacie ®; aby sa navySe obidve strany rovnosti (1.5)
skuto¢ne rovnali vyrazu (1.6), mali by v algebre (S, ®, ®,0, 1) platit distributivne zakony.

Od umocnovania matic je tieZ ,rozumné“ pre kazda maticu A typu n x n ocakavat platnost rovnosti
AY =1, kde I,, je jednotkova matica typu n x n. To je jednym z moznych odévodneni nasho pred-
pokladu existencie neutralnych prvkov — jednotkova matica by totiZz mala mat na diagonéle jednotky
a mimo nej nuly. Od jednotkovej matice navyse o¢akavame, ze bude spliat rovnost

I,-A=A-1,=A

pre vetky matice A typu n x n. Z definicie maticového nasobenia a neutrality prvku 1 vzhladom na ®
vyplyva, Ze tito vlastnost moZzno zarucit poziadavkou a ® 0 = 0 ® a = 0 pre vSetky a € S.

Takymto sposobom napokon prichadzame k definicii triedy algebier, ktoré si v literatire zname
ako polokruhy — v podstate totiz ide o ,,okruhy bez odé&itania“.!! Polokruhy tak z istého pohl'adu mozno
chapat ako algebry s ,rozumnym* nasobenim a umochovanim matic.

1Ts je pravda v pripade, Ze v definicii okruhu pozadujeme existenciu jednotky. V tomto texte budeme pod okruhom
vZdy rozumiet okruh s jednotkou.
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Definicia 1.3.1. Polokruh je usporiadana pética (S, ®,®,0,1), kde S je mnozina, &,®: S xS — S
st binarne operéacie na S a 0,1 st prvky S, spliajica nasledujice podmienky:

(A1) Pre vSetky a,b,ce Sjea® (bdc)=(a®b) ®ec.
(A2) Pre vietky a € Sjea®0=0da = a.
(A3) Pre vsetky a,be Sjea®b=>bda.

=

(
(M2) Pre vietky a € Sjea®1=1®a = a.

(D1) Pre vetky a,b,c€ Sjea® (bdc)=(a®b)® (a®c).
(D2

)

)

)

M1) Pre vSetky a,b,c € Sjea® (b®c)=(a®b) ®c.

)

)

) Pre vSetky a,b,c€ Sje (a®@b)®@c=(a®c) D (bR c).
)

(Z) Pre vietkya € Sje0®a=a®0=0.

Poznamka 1.3.2. Pitica (5,®,®,0,1) je teda polokruh prave vtedy, ked (S,@®,0) je komutativny
monoid, (S, ®, 1) je monoid a sucasne su splnené podmienky (D1), (D2) a (Z).

Poznamka 1.3.3. Ak nebude hrozit nedorozumenie, budeme o polokruhu (S, ®, ®,0, 1) niekedy ho-
vorit len ako o polokruhu S.

Definicia 1.3.4. Polokruh (S, ®, ®,0, 1) nazveme komutativnym, ak je komutativna operacia ®, ¢ize
ak a ® b =0 ® a pre vietky a,b € S.

Je jednoduchym mechanickym cvi¢enim presved¢it sa, ze vSetky algebry (S, ®, ®,0,1) z prikladov
predchadzajiceho oddielu sti v skutocnosti polokruhmi. Pri niektorych z tychto polokruhov sa na-
vySe zauZivali ich samostatné pomenovania: napriklad (B,V,A,0,1) tvori tzv. booleovsky polokruh,
pri pitici (2%, U, -, 0, {e}) hovorime o polokruhu formdlnych jazykov nad abecedou ¥, pri algebre
([0,1], max,-,0,1) = ([0,1],sup,-,0,1) o Viterbiho polokruhu a algebry dané péiticami ako napriklad
(NU {00}, min, +, 00,0), (Z U {oo}, min, +, 00, 0), alebo (R>¢ U {oco}, min, 4, 00, 0) sa zvykna nazyvat
min-plus polokruhmi alebo tiez tropickymi polokruhmi.'?

Specialnym pripadom polokruhu je trividlny polokruh ({0},0,0,0,0), kde o: {0} x {0} — {0} je
jedina binarna operacia na jednoprvkovej mnozine {0}. O¢ividne ide (az na izomorfizmus'?) o jediny
jednoprvkovy polokruh. Vsetky ostatné — ¢ize aspon dvojprvkové — polokruhy nazyvame netrividlnyms.
Nasledujice jednoduché tvrdenie ukazuje, Ze v netrividlnom polokruhu st — v siilade s intuiciou — nula
a jednotka vzdy dva rozdielne prvky.

Tvrdenie 1.3.5. Nech (S, ®,®,0,1) je netrividlny polokruh. Potom 0 # 1.

Dokaz. V netrividlnom polokruhu S mézeme zvolit aspoii jeden prvok a # 0. Preqi vdaka podmienke (Z)
plati a ® 0 = 0, kym s pouzitim (M2) dostavame a ® 1 = a. Z predpokladu 0 = 1 by sme teda odvodili
rovnost a = 0: spor. O

12Pomenovanie tropicky polokruh vzniklo na pogest matematika I. Simona posobiaceho v Brazilii [79, 92]. Uzko st-
visiacimi algebrami st tzv. maz-plus polokruhy ako napriklad (N U {—oo}, max, 4, —00,0), (Z U {—oc0}, max, +, —00,0)
a (R>g U {—o0}, max, +, —00,0), pripadne ich varianty navySe obsahujice aj +oco. Max-plus polokruhy sa tiez niekedy
zvyknt nazyvat arktickymi polokruhmsi [29]. Mnemotechnickou pomdckou tu moéZe byt nasledovna interpretacia: v tro-
pickom polokruhu je ,hortco® (+00), preto je ziaduce teplotu ¢o najviac znizit (min); v arktickom polokruhu je naopak
yzima“ (—oo) a cielom tak moze byt ¢o najlepsie zakurit (max). Ini autori vSak nazyvaja tropickymi ako min-plus
polokruhy, tak aj max-plus polokruhy [79].

13Predpokladame, ze itatel dokéZe pojmy ako homomorfizmus alebo izomorfizmus polokruhov, ktoré sa prakticky
ni¢im neliSia od ich obdoéb pre okruhy alebo polia, definovat aj samostatne ako Tubovolné resp. bijektivne zobrazenia
zachovavajuce obidve binarne operacie a obidva neutrdlne pruky (pripadne mozno tieto definicie najst v zadani cvicenia 6
na konci tejto kapitoly). Izomorfné algebry sa oby¢ajne stotoziuju a budeme tak ¢init aj v tomto texte.
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Pri aplikicidch sa niekedy zvykne predpokladat netrividlnost uvazovanych polokruhov — trivialny
polokruh je prakticky bezvyznamny a z predchadzajicich pozorovani je zrejmé, ze obCas mdZze mat
trochu osobité vlastnosti. Z pohladu algebry je naopak existencia trividlneho polokruhu dolezita a tento
polokruh nemozno tak Tahko z Gvah vylacit; iba vdaka nemu je napriklad trieda vsetkych polokruhov
uzavretd na homomorfné obrazy (pri homomorfizmoch algebier prislusného typu).

Poznamka 1.3.6. V nasledujicom texte budeme kaZdy polokruh (S,®,®,0,1) sucasne povaZovat
aj za mnozinu s nulou (5,0). To znamena, ze pri grafoch ohodnotenych prvkami polokruhu budeme
dvojice vrcholov ohodnotené nulou v tomto polokruhu povaZovat za neexistujice hrany.

Mozeme teraz definovat kltucové operacie na maticiach nad polokruhmi: popri operaciach s¢itania
a nasobenia matice skalarom, definovanych pre vSetky matice A = (a; j)mxn, B = (bij)mxn nad polo-
kruhom (S, ®,®,0,1) a vietky g € S ako A+ B = (a;j B b j)mxn & ¢A = (¢ ® aj j)mxn, pre nas buda
dolezité najma operacie ndsobenia a umochovania matic.
Definicia 1.3.7. Nech (S,®,®,0,1) je polokruh a A = (ai;)mxn, B = (bij)nxr st matice nad S.
Stucin matic A a B je matica A- B = (¢ j)mxr dandprei=1,...,ma j =1,...,r predpisom

n
cij =D ik @ bi.
k=1

Definicia 1.3.8. Nech (S,@,®,0,1) je polokruh a n je prirodzené ¢islo. Jednotkovou maticou typu
n X n nad polokruhom S nazveme maticu

10 0
0 1 0
I, =
00 ... 1

Je elementarnym cvic¢enim dokézat, ze I,- A = A pre vSetky matice A = (a; j)nxr nad Sa A-I, = A
pre vSetky matice A = (a; j)mxn nad S.

Definicia 1.3.9. Nech (S,®,®,0,1) je polokruh, n € N a A je §tvorcova matica typu n x n nad S.
Mocniny matice A definujeme induktivnym predpisom A° =1, a A1 = A’ . A pre vietky t € N.

Nagim najbliz&im cielom teraz bude uc¢init vSeobecné pozorovanie o grafovej interpretéacii mocniny
Stvorcovej matice nad polokruhom (S, @, ®,0,1), ktorého Specidlnymi pripadmi by mali byt jednotlivé
interpretécie z prikladov predchadzajiceho oddielu. Pod sledom z vrcholu u do vrcholu v v ohodnote-
nom grafe G = (V, ) nad (S, ®,®,0,1) budeme rozumiet kone¢nta postupnost

Y= (UO,UI,UQ, ‘e ,U/t)
vrcholov ug, uy,...,ur € V(G) taka, ze t € N, ugp = u, up = v aprei=1,...,tje (ui—1,u;) € E(G);
pod diZkou sledu v budeme rozumiet &slo |y| := ¢. Ak navyse pre i = 1,...,t polozime e; := (u;_1,u;),

definujeme ohodnotenie sledu « ako prvok ¢(«) polokruhu S dany predpisom
p(7) = pler) @ ple2) @ ... @ p(er).

Oznacenie W, (G, t) napokon budeme pouzivat pre mnoZinu vsetkych sledov dlzky t veducich v grafe G
z vrcholu u do vrcholu v.

Nasledujiica veta poskytuje grafovi interpretaciu ¢-tej mocniny A? matice susednosti A ohodnote-
ného grafu nad polokruhom (S, ®, ®, 0, 1): matica A obsahuje na pozicii v i-tom riadku a j-tom stipci
sti¢et ohodnoteni vetkych sledov dlzky ¢ z vrcholu i do vrcholu j.

Veta 1.3.10. Nech (S,®,®,0,1) je polokruh, n € N a G = ([n], ¢) je ohodnoteny graf nad S. Pret € N
oznacme A(G)" = (a; j[t])nxn. Potom pre vietkyt e N ai,j=1,...,n je

aill= P o).

YEW;,;(G.t)



22 1.4 Uplné a spoéitatel'ne tplné polokruhy

Dékaz. Mnozina W ;(G,t) je zjavne konecna pre vietky 4, j, ¢; znenie vety teda dava zmysel.
Pre t = 0 je dokazované tvrdenie zrejmé: mnozina W ;(G,0) totiz pre i = j obsahuje jediny sled
v = (i) s () = 1 a pre i # j neobsahuje Ziaden sled. To sthlasi s rovnostou A(G)? = 1I,,.
Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre ¢t = s a dokdZme ho pre t = s + 1. Nech A(G) = (@i j)nxn-
Kedze A(G)*™ = A(G)® - A(G), z definicie maticového nisobenia pre i,j = 1,...,n dostdvame

n
aijls +1] = @ airls] ® ar;.
k=1

To mozno podla indukéného predpokladu a definicie matice susednosti prepisat ako

n

Bl B )| oek)ZD P @B ek

k=1 \BeW; x(G,s) k=1 BeW; 1(G,s)

Kedze mé kazdy sled ~ dlzky s + 1 vedtci z i do j prave jeden predposledny vrchol k a kedze sled j3
dlzky s z i do k nemozno ,predizit* na sled dizky s + 1 z i do j iba ak p(k,j) = ©(8) ® p(k,j) = 0,
da sa uvedeny vyraz dalej prepisat ako

P e,

YEW; ;(G,s+1)

¢o bolo treba dokézat. O

1.4 Uplné a spoéitatel'ne tplné polokruhy

Vratme sa eSte raz k prikladom z oddielu 1.2, v ktorych sme — ako sme nésledne ukazali v oddiele 1.3
— zakazdym definovali nejaky konkrétny polokruh (S,+,-,0,1): ¢iZe algebru s ,rozumne* definovanym
nasobenim a umocnovanim matic, ktoré mé casto prirodzenu grafovu interpretaciu.

Poznamka 1.4.1. Poc¢niic tymto oddielom uZ va¢8inou nebudeme operéacie polokruhu oznacovat sym-
bolmi & a ®, ktoré sme pouzivali na zdéraznenie abstraktnosti uvazovanej algebry. Naopak budeme —
podobne ako pred chvilou — pouzivat beZnejsie symboly + pre s¢itanie a - pre nasobenie.

Nad takmer vSetkymi polokruhmi skonstruovanymi v prikladoch oddielu 1.2 bolo navySe mozné
definovat iterdciu matice, opat s prirodzenou interpretaciou v reci grafov. Vynimkou tu bol polokruh
(N, +,-,0, 1) prirodzenych ¢isel so standardnym s¢itanim a nasobenim (priklad 1.2.3). Keby mali vetky
Stvorcové matice A nad tymto polokruhom dobre definovani iteraciu A* = A% 4+ A' + A% + ..., museli
by byt definované aj nekone¢né sucty ako napriklad 1+ 14 1 + ... — to vSak zjavne nie je mozné
za predpokladu ,,¢o i len trochu rozumnych® vlastnosti tychto nekone¢nych stictov a uz tobo6z nie
za predpokladu, Ze by malo ist o Standardné sucty nekonec¢nych radov. Po pridani nového prvku oo
a dodefinovani operacii + a - pre tento novopridany prvok (priklad 1.2.4) sme uZ ale ziskali polokruh,
v ktorom boli definované ako nekonecné sucty, tak aj iteracia matice.

Lahko moZno vidiet, Ze existencia nekone¢nych stétov v polokruhu je postacujicou podmienkou
existencie iteracie matice — nekone¢ny sicet matic je len matica nekone¢nych suctov. V nasledujiicom
tuto poziadavku formalizujeme, ¢im definujeme hned dva pojmy: wiplné polokruhy buda mat definované
stcty cez lubovolni kone¢nii alebo nekoneénu indexovt mnozinu a v spocitatelne iplniyjch polokruhoch
buda definované stucéty cez ubovolna koneénu alebo spocitatelne nekoneéni indexovii mnozinu — kazdy
uplny polokruh teda stc¢asne bude aj spoéitatelne tplnym polokruhom.!'* V oddiele 3.13 neskér naz-
nac¢ime o nieo vSeobecnejsi pristup ku skiimaniu polokruhov s iteraciou.

14y podstate vetky vlastnosti tplngch polokruhov relevantné z hladiska ohodnotenych grafov a teérie automatov si
zachované aj pri spocitatelne aplnych polokruhoch. Pojem tplného polokruhu tak uvadzame iba preto, ze sa v literatire
vyskytuje ¢astejsie, nez pojem spocitatelne uplného polokruhu [30, 94| (dovodom mdZe byt skutocnost, Ze spocitatelne
uplné polokruhy vyznamné z hladiska aplikacii st vi¢sinou aj aplnymi polokruhmi).
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Systémom prvkov mnoziny X nazveme lubovolné zobrazenie F': I — X, kde I je mnoZina indexov —
v zasade teda ide o ,,postupnost* prvkov mnoziny X indexovand mnoZzinou I, ktora vSak nemusi byt ani
usporiadand, ani spocitatelna. Ak navyse F'(i) = a; pre vSetky i € I, piSeme F' = (a; | ¢ € I). Systém
nazveme koneénym, nekonecénym, resp. spocitatelne nekoneénym, ak mé prislusna vlastnost mnozina I.
Triedu!® vietkych systémov prvkov X budeme oznacovat F(X) a triedu vietkych koneénych alebo
spocitatelne nekoneénych systémov prvkov X budeme oznacovat F,,(X). ZovSeobecnenym rozkladom
mnoziny Y nazveme systém (Y; | j € J) podmnozin Y taky, Ze (J;c; Y; =Y aY;NYy = 0 pre [ubovolné
J, k € J také, ze j # k. Rozkladom mnoziny Y nazveme zovieobecneny rozklad (Y; | j € J) mnoziny Y
taky, Ze mnoziny Y; st neprazdne pre vSetky j € J.

Existenciu nekoneénych (resp. spoéitatelne nekoneénych) suctov v polokruhu (S, +,-,0,1) mézeme
formalizovat pomocou zobrazenia ®: F(S) — S (resp. ®: F,(S) — 5), pricom pre systém (a; | i € I)

budeme pisat
D(a; |1 €)= Zai.
el
Je v8ak zrejmé, Ze od takto chapanych nekonecnych suc¢tov je na zmysluplnt priacu s nimi nutné
pozadovat urc¢ité vlastnosti. Nekonec¢né sucty by v prvom rade mali byt konzistentné s konecnymi
stuctami: pre vietky koneéné mnoziny I = {i1, 12, ..., } by teda malo byt
‘I)(CLZ' |i€I):Zai:ai1 + iy + ..+ Qg
i€l
Zapis ), a; implicitne predpoklada ,asociativnost* a ,komutativnost” nekoneénych staétov — vo vie-
obecnosti totiz sumujeme cez neusporiadané indexové mnoziny. Tieto dve vlastnosti mozno vyjadrit
poziadavkou, aby pre Tubovolny (resp. Iubovolny spocitatelny) systém (a; | ¢ € I) prvkov S a Iubo-
volny (resp. l'ubovolny spocitatelny) zovSeobecneny rozklad (I; | j € J) mnoziny I bolo

S (Su) =Y

jeJ \iel, el
Nakoniec este budeme pozadovat ,distributivnost” nekonecnych stétov: pre vSetky (resp. pre vsetky
spocitatelné) systémy (a; | i € I) prvkov S a kazdé a € S by malo byt

a (ZQZ) => (a-a;) a (ZQZ) a =Y (a;-a).

icl icl icl icl
Dostavame tak definiciu dplnygjch resp. spocitatelne iplniyjch polokruhov.

Definicia 1.4.2. Uplng polokruh (vesp. spocitatelne tiplny polokruh) je Zestica (S,+,-,0,1,®), kde
(S,4+,-,0,1) je polokruh a ®: F(S) — S (resp. ®: F,(S) — S) je zobrazenie, pre ktoré piseme

O(a; |iel)= Zai
i€l
pre vietky (a; | i € I) € F(S) (resp. vietky (a; | i € I) € F,(95)), pricom:
(i) Pre I'ubovolny koneény systém (a; |i € I) s I = {i1,i2,...,ik} je D cr i = @iy + @iy + ...+ ay,.
(7i) PreIubovolny (resp. lubovolny koneény alebo spocitatelne nekoneény) systém (a; | ¢ € I) prvkov

polokruhu S, Tubovolna (resp. l'ubovolnu koneénu alebo spoéitatelne nekoneénit) indexovit mno-
zinu J a Tubovolny zovseobecneny rozklad (I; | j € J) mnoziny I je ;. ; (Zielj ai) =D ier Gi-

(#i7) Pre lubovolny (resp. lubovolny kone¢ny alebo spoé¢itatel ne nekoneény) systém (a; | i € I) prvkov
polokruhu S a Tubovolné a € Sje a- (X;c;ai) =2 ier(a-ai) a (Xierai) -a=3 e (a; - a).

5Mnozina vietkych systémov prvkov X, ba dokonca ani len mnozina vietkych koneénych systémov, neexistuje.
Po vhodnom obmedzeni univerza indexovych mnozin by bolo mozné skongtruovat mnoziny vsetkych koneénych alebo
spocitatelne nekone¢nych systémov prvkov X; takyto pristup by v8ak nebol velmi ucelny.
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Poznamka 1.4.3. V pripade, ze nebude hrozit nedorozumenie, budeme pre (spocitatelne) tuplné
polokruhy namiesto (S, +,-,0,1,®) pisat len (S,+,-,0,1), pripadne S.

Nie je tazké presved¢it sa o tom, Ze — aZ na ten z prikladu 1.2.3 — st vSetky polokruhy z prikladov
oddielu 1.2 aplné. Z podmienok (i) a (i) predchadzajucej definicie dalej vyplyva nasledujica vlastnost
(spocitatelne) aplnych polokruhov, ktort budeme ¢asto — aj implicitne — vyuzivat pri dokazoch.

Tvrdenie 1.4.4. Nech (a; | i € I) je lubovolny (koneény alebo spocitatelne nekoneény) systém provkov
(spocitatelne) diplného polokruhu S a f: J — I je bijekcia. Potom 3 ,cpa;i = 3 ¢y as().-

Dokaz. Uvazujme rozklad ({f(j)} | j € J) indexovej mnoziny I. Potom

a; (i) Z Z a; (1:) Zaf(j)' ]

iel JjeJ \ie{f(4)} jeJ

Kazdy uplny polokruh je stcasne aj spocitatelne uplny polokruh. V nasledujicom teda budeme
nade tvrdenia formulovat pre spocitatelne uplné polokruhy, pricom analogické tvrdenia buda vzdy
yautomaticky® platné aj pre tiplné polokruhy.

Definicia 1.4.5. Nech (S,+,-,0,1) je spocitatelne uplny polokruh, a € S a A € S™*" pre nejaké
prirodzené ¢islo n. Iterdciu prvku a potom definujeme ako

a* = g al

teN

A=A
teN
kde nekone¢ny sicet matic je definovany po zlozkéch.

a iterdciu matice A definujeme ako

Nasledujtica veta poskytuje grafovi interpretaciu iteracie $tvorcovej matice — ide o zovSeobecnenie
interpretéacii nad konkrétnymi uplnymi polokruhmi z oddielu 1.2. Ako W, ,(G) budeme oznacovat
mnozinu vsetkych sledov veducich v ohodnotenom grafe G z vrcholu u do vrcholu v.

Veta 1.4.6. Nech (S,+,-,0,1) je spocitatelne uplny polokruh, n € N a G = ([n], ) je ohodnoteny graf
nad S. Nech A(G)* = (aij[*])nxn. Potom prei,j=1,...,n je

ail< = > ().
YEW;,5(G)
Dékaz. Predpokladajme, Ze pre kazdé ¢ € N je A(G)" = (a;j[t])nxn- Z definicie iteracie matice
aijlx] = aijlt]. (L.7)
teN
Z vety 1.3.10 d'alej pre vSetky t € N vyplyva
altl= D () (1.8)
YEW;,;(G:1)
Kedze ale mnozinu W; ;(G) mozno vyjadrit ako disjunktné zjednotenie
Wii(G) = |JWi;(G,1),
teN

urcujiice zovSeobecneny rozklad mnoziny W ;(G), postupnym pouzitim (1.7), (1.8) a podmienky (i%)
definicie 1.4.2 dostavame

aijl{ = ai;l1=> Y o= > @),
teN teN yeW; ;(G,t) YEW; (G)
¢o bolo treba dokézat. O
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1.5 Vypocet iteracie matice nad spocitatelne aplnym polokruhom

Videli sme niekolko prikladov tiloh na ohodnotenych grafoch, ktoré moZno interpretovat ako hl'adanie
iteracie Stvorcovej matice nad vhodnym spocitatelne tplnym polokruhom; to sa javi ako dobry zéklad
metddy rieSenia tychto grafovych tloh. Doposial sme ale s iteraciou matice pracovali len ako s maticou
nekonecnych suctov, ¢o je pohl'ad, ktory neposkytuje ziaden navod ako iteraciu danej matice aj skuto¢ne
vypoditat. Najdenim efektivneho algoritmu na vypocet iteracie matice je pritom ocividne podmienena
prakticka pouzitelnost celého pristupu.

OpiSeme teraz algoritmus zaloZeny na dynamickom programovani, ktory realizuje vypocet iteracie
matice nad spo¢itatelne aplnym polokruhom S s vyuZitim elementarnych operécii (skalarneho) s¢itania,
nasobenia a iteracie prvkov polokruhu S. Realne teda moZno algoritmus efektivne implementovat len
za predpokladu, Ze st efektivne implementovatelné tieto elementarne operacie;!® pre vstupnt maticu
typu n x n sa pritom vykona ©(n?) takychto elementarnych operacii.

Algoritmus 1.5.1 (Vypocet iteracie §tvorcovej matice nad spocitatelne aplnym polokruhom).
Vstup: Stvorcova matica A = (@4,5)nxn nad spocitatelne uplnym polokruhom (S, +,-,0,1).
Vystup: Stvorcova matica R = (7ij)nxn nad (S,+,-,0,1).

1. Pred,j=1,...,n poloZ r; ; := a; ;.

2. Opakuj pre k=1,...,n:

2.1. Prei,j=1,...,ntaké, ze i #k a j # k poloz r; j := 1 ; + i) - Thk " Thyj-
22. Prei=1,...,n také, Ze i # k poloZ v == 1) + ik - r,’:,?k, T k-

23. Pre j=1,...,n také, Ze j # k poloZ ry ; := 1pj + Tk - r,j’k Thyj-

2.4. Poloz ry := Tk p + Tk - r,j’k Tk k-

3. Prei=1,...,n poloz r;; :==r;; + 1.

Poznamka 1.5.2. Algoritmus 1.5.1 je zov8eobecnenim dvoch znamych algoritmov nad konkrétnymi
polokruhmi: nad tropickym polokruhom (N U {oco}, min, +, 00,0) resp. (R>¢ U {oo}, min, +, 00,0) ide
o Floydov- Warshallov algoritmus na hladanie cien najlacnejsich ciest v grafe!” a nad polokruhmi jazy-
kov (27, U, -, 0, {€}) pre vstupné matice nad 2XU{et v podstate o MeNaughtonov-Jamadov algoritmus
konstrukcie racionalneho (regularneho) vyrazu k danému kone¢nému automatu.'®

Poznamka 1.5.3. Hoci tropicky polokruh (Z U {oo}, min, +, 00, 0) nie je spoéitatelne uplny, mozno
z neho uplny polokruh ziskat pridanim najmengieho prvku —ococ s —oc0 + 00 = 0 a —c0 +a = —©
pre vietky a € Z U {—o0}. Aj pre ohodnotené grafy nad tymto polokruhom (Z U {£oo}, min, +, co, 0)
potom moZno aplikovat algoritmus 1.5.1, ktory realizuje hladanie infim cien sledov medzi jednotlivymi
dvojicami vrcholov. Nejde vSak v pravom slova zmysle o zovSeobecnenie Floydovho-Warshallovho al-
goritmu; néjdené infimé4 cien sledov sa uZ navySe nemusia rovnat cenam najlacnejSich ciest medzi
prislusnymi dvojicami vrcholov. Pri Floydovom-Warshallovom algoritme sa koniec koncov obvykle
predpokladé neexistencia orientovanych kruznic so zapornou cenou — hladanie cien najlacnejsich ciest
vo v8eobecnom grafe s celoCiselnymi ohodnoteniami hran je NP-tazky problém.

5Pre mnoho spoéitatelne tplnych polokruhov, ako napriklad (N U {co}, min, +, 0o, 0) alebo (N U {00}, +,-,0, 1), ide
o pomerne prirodzeny predpoklad. Napriklad pri polokruhoch formalnych jazykov v8ak vznika problém s reprezentaciou
nekoneénych jazykov, ktoré moézu vzniknat aj ako iteracie koneénych jazykov. Nad takymito polokruhmi ale moZno
algoritmus interpretovat ako konstrukciu racionalnych (regularnych) vyrazov pre jednotlivé prvky matice A*. K tomuto
pohladu na vec sa este vratime v oddiele 1.8.

1"Nad tymito polokruhmi je totiz vzdy T 1 = 0 —to je neutralny prvok vzhladom na néasobenie v tropickom polokruhu
— a teda mozno tieto ¢initele z jednotlivych priradeni vypustit. Algoritmus hlada ceny najlacnejsich sledov, ktoré sa ale
nad tropickymi polokruhmi nezédpornych ¢&isel vzdy rovnaji cenam najlacnejsich ciest.

18Stadi namiesto operacii na 2> vykonavat operacie na racionalnych vyrazoch a na zaver vziat sucet vyrazov na tych
pozicidch vyslednej matice, ktorych riadky zodpovedaju podiatoénym a stlpce koncovym stavom automatu.
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Intuitivne je spravnost algoritmu 1.5.1 zaloZena na vete 1.4.6 a na platnosti nasledujticeho inva-
riantu: po k opakovaniach cyklu v kroku 2 je pre £ = 0,...,n premenné r; ; rovna suctu ohodnoteni
vietkych sledov v grafe Gr(A) vedtcich z vrcholu i do vrcholu j, ktoré st nenulovej dizky a stucasne
vSetky vrcholy sledu okrem prvého a posledného — budeme im hovorit vnitorné vrcholy sledu — patria
do mnoziny [k]. Pre k = 1,...,n je pritom kazdy neprazdny sled z i do j s vnatornymi vrcholmi v [k]
bud sledom s vnatornymi vrcholmi v [k — 1], alebo ho moZno jednoznacne ,rozlozit“ na neprazdny
sled z i do k s vnatornymi vrcholmi v [k — 1], niekolko neprazdnych sledov z k do k s vnatornymi
vrcholmi v [k —1] a neprazdny sled z k do j s vnutornymi vrcholmi v [k —1]. Ak teda ozna¢ime hodnotu
premennej 7; ; po k opakovaniach cyklu z kroku 2 ako T'Z(? ,je

k k—1 k—1 E—1\* k—1
rz(,j)zrz(,j )+T§,k )'(rl(c,k )) 'Tl(c,j )

V algoritme 1.5.1 sti priradenia hodnét do premennych r; ; rozdelené pre kazdé k do Styroch po sebe
iducich faz 2.1 az 2.4. Tym sa zaruc¢i, ze hodnoty na pravych stranich priradeni st eSte skutoc¢ne
hodnotami po k& — 1 opakovaniach cyklu a nie uz hodnotami prepisanymi v jeho k-tom opakovani
— priradenia tak moZno realizovat in situ v jedinej matici R. Vyrazy na pravych stranich priradeni
v krokoch 2.2 az 2.4 mozno zjednodusit; neurobili sme tak len pre va¢siu nazornost.

Po poslednom opakovani cyklu v kroku 2 je teda kaZd4 premennd r;; rovna sictu ohodnoteni
nepréazdnych sledov z ¢ do j. V kroku 3 sa uz len pripoc¢ita ohodnotenie pripadného prazdneho sledu z i
do j, ktory existuje iba ak ¢ = j. Premenné r; ; je uz potom rovna sictu ohodnoteni vsetkijch sledov
z i do j, ktory je podla vety 1.4.6 rovny prvku na pozicii [z, j| matice A*.

Pomerne komplikovane vyzerajuci dokaz nasledujiceho tvrdenia je v skuto¢nosti len priamodiarou
formalizaciou tejto jednoduchej argumentacie.

Tvrdenie 1.5.4. Algoritmus 1.5.1 sa pre kaZdi vstupni maticu A = (a; j)nxn 2astavi a na vystupe vrdti
maticu R = (vi j)nxn, pre ktori plati R = A*. Pocas behu algoritmu sa vykond ©(n®) elementdrnych
operdcii scitania, ndsobenia a iterdcie prvkov spocitatelne tuplného polokruhu S.

Doékaz. Zastavenie algoritmu pri vykonani ©(n?) elementarnych operécii v kazdom jeho behu mozno
povazovat za zrejmé. Zostava teda dokazat spravnost algoritmu 1.5.1.

Nech G = Gr(A) je graf matice A = (a;j)nxn & nech G = ([n], ). Vnitorngm vrcholom sledu
v = (up,u1,...,u—1,u) v grafe G nazveme lubovolny vrchol z mnoziny

I(v) = {ug,...,up—1}.

Prei,j=1,...,nak=0,...,n ozna¢me ako Ui(’;) (G) mnozinu vietkych sledov v € W ;(G) takych,

ze |y| > 0a I(y) C [k] a ako 7“2(? hodnotu premennej r; ; po k vykonaniach cyklu z kroku 2.

Zrejme
U7 (G)J{(i ak i = 7,
Wi j(G) = " ((n)) H0} , ]
U; ;' (9) ak i # j.
KedZe navyse pre vietky sledy v nulovej dizky — ¢ize sledy v = (i) s i € V(G) — je p(y) = 1, zjavne
staci dokéazat, ze pre i,j =1,...,nak=0,...,n je
k
r =3 e (1.9)
veu(g)

Po vykonani kroku 3 sa uz totiz sta¢i odvolat na vetu 1.4.6.

Matematickou indukciou vzhladom na k teda dokédzeme vztah (1.9). Pre k = 0 je tvrdenie zrejmé,
pretoze sledom nenulovej dizky z i do j s prazdnou mnozinou vnitornych vrcholov je pre (i, j) # 0
iba sled (7,7) a pre ¢(i,j) = 0 takyto sled neexistuje. V oboch pripadoch je sucet ohodnoteni tychto
sledov rovny a; ; = rig. . Nech teda tvrdenie plati pre k = s < n. Ukadzeme, Ze plati aj pre k = s + 1.
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Mnozinu U (s“)(g) moZno vyjadrit ako disjunktné zjednotenie

U@ =ul G uvstg), (1.10)

2

kde VZ,(;H)(Q) je mnozina tych sledov v € U(SH)(Q), pre ktoré s+ 1 € I(y). Mnozinu V( “)(g) mMozno
dalej vyjadrit ako spocitatelné disjunktné ZJednotenie

Vi(j+1 U V (s+1,7) ), (1.11)
reN\{0}

kde mnozina V(S+1 ")(g) obsahuje tie sledy v = (ug,u1,...,u— 1,ut) € V(j“)(g) ktoré obsahuju

préave r Vyskytov s+ 1 ako vnatorného vrcholu — ¢ize [{¢€ € {1,...,t =1} |y =s+ 1} =7r.
Rozdelme kazdy sled z V(SH ’")(g) na sled z ufill(g), prave r — 1 sledov z USSJF)LSH(Q) a sled
z Z/ls(fr)l j(g) evidentne tak deﬁnujeme bijekciu. S pouzitim definicie ohodnotenia sledu, tvrdenia 1.4.4

a ,nekonecnych verzii asociativnosti, komutativnosti a distributivnosti v spocitatelne tiplnom polo-
kruhu dostavame

r—1
o etm=| D et ] DRGNS ENDRICON IR (B V)
yevstr(g) veuls),, (9) veUS) 111 (9) veul, ;(9)

Vdaka poradiu aplikacii jednotlivych priradeni v krokoch 2.1 az 2.4 dalej plati

P (8) (s) (s) * 5
:J + rl ,s+1 ( s+1 s+1) ’ 5+1 NE

z ¢oho vdaka indukénému predpokladu vyplyva

*

YA NPIC) S I NSV S| Y e

weujj) %) VGU;S;)“(Q) ’Yeus(fr)l,s+1(g) us(+)1 49

To moZno s vyuzitim podmienky (7i7) definicie 1.4.2 upravit na

r—1
=3 e+ Y > e |- oo ol DY e
'Yeui(,sj) 9 reN\{0} 'Yeui(,serl(g) 76“§?1,s+1(g) ’Yeuii)l,j(g)

a vd'aka rovnostiam (1.10), (1.11) a (1.12) nakoniec z podmienky (ii) definicie 1.4.2 dostavame

= ST ey,

yeu5 ™ (g)
¢o bolo treba dokézat. O

Neskor sa nam pri dékazoch zidu vzorce vyjadrujice iteraciu blokovej matice nad spocitatelne
uplnym polokruhom pomocou iterécii jej blokov. Vysledky tohto typu navySe mozu slazit aj ako zéklad
pre alternativny algoritmus vypoctu iteracie matice, zalozeny namiesto na dynamickom programovani
na metoéde divide et impera. Zamerajme sa najprv na blokové matice typu 2 x 2.
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Lema 1.5.5. Nech (S,+,-,0,1) je spocitatelne dpiny polokruh, n € N a A = (a;j)nxn je Stvorcovd
matica nad S. Nech
Arqn A >
A — ) )
< A1 Az

je blokovy rozklad matice A, kde A11 = (@ij)nixn, A12 = (Gimi4i)nixnes A21 = (Qnitij)noxm

)

a A29 = (Any+in1+j)naxne Pre nejaké ny,ny € N. Potom

« [ Aialx] Aqa[¥]
A o ( AQ,I[*] AQ}Q[*] > ’

pricom jednotlivé bloky Aj 1[*] = (@ j[*])nixn, A120%] = (@ini+5#])nixnes A21%] = (ani+i[*])naxni
a Az2[%] = (@ny+4ing+5 %)) naxns 88 dané nasledujicimi vztahmi:

Arals] = (A1 + A12455A421)7,
Arp[¥] = (A1 + A12A55A421)" A1 245 5,
Agi[] = (Ags + Ag g AT Ay o)  Agy AT
Agal*] = (A2 + A2 1 A7 1 A12)"

Doékaz. Dokazeme, ze Aq[*] = (A1 + ALQA;,ZAQJ)*; pre zvysné bloky matice A* mozno postupovat
analogicky. Nech G := Gr(A) = ([n],¢), Vi ={1,...,m}aVa={n1+1,...,n}.

Intuitivne dokazovana rovnost vyplyva z moznosti rozlozit kazdy sled v grafe G z vrcholu mnoziny V;
do vrcholu mnoziny V; na nejaky pocet sledov vedicich z Vi do Vi, ktoré sa do vrcholu z V; dostant
iba na svojom zaciatku a konci. Takymito sledmi mozu byt sledy (i, ), kde ¢ aj j patria do V; (tym
prislacha blok A 1), alebo sledy typu (i, ko, k1,...,kt,j), kde i, € Vi, t € Na kg, ...,k € Vo (tymto
prislacha blok A172A§72A2,1).

Formdlne: zavedme oznacenia

22 = bl,j naXng s

(
Arq + A1pA5 5421 = (
(A1q+ A12A455421)° = (
(A1 + A12A55421)" = (

)
Cl,j)nl XN
¢i i8] ny xna pre vietky s € N,

[

]
Cij[*])ny xns -

Dokazovant rovnost teda mozno vyjadrit aj ako a; j[*] = ¢; j[*] pre v8etky i,j € V.
7 vety 1.4.6 pre vsetky 4,5 € V1 vyplyva

aijl€ = > ().

YEW;,;(G)

Nech &; ;(G) pozostéva zo sledov nenulovej diZky v W; j(G). Mnozinu X; ;(G) potom mozno vyjadrit
ako disjunktné zjednotenie

X.,;6) = J x7(9), (1.13)

I
reN

kde Xi(;.)(g) pozostava z tych sledov v X; ;(G), ktoré obsahuju prave r + 2 vyskytov vrcholov z V;
(¢ize prave r vyskytov vrcholov z V; vo vnutri sledu).

Kazdy sled v € Xi(g)(g) je dany bud ako v = (4, j), alebo ako v = (i, ko, . .., k¢, j) pre nejaké t € N
a ko, ...,k € Va. V prvom pripade je pritom () = ¢(i,j) = a;;, kym v druhom pripade dostavame
©(v) = @(i, ko) - p(B)-p(kt, J) = @i gy ©(B)-ak, ; pre nejaky sled 5 z vrcholu ko do vrcholu k; v podgrafe
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Go := (Va, olv,) grafu G.1? Z vlastnosti spoéitatelne tplnych polokruhov a vety 1.4.6 preto vyplyva

Z o(v) = a;; + Z Qi ko - Z o(B) | - ar,; =

A/6/\/2,(’(;)(_(;) ko,kt€V2 BEWk( k; (G2)
=aij+ Y @ik rok, Gk = Cij = cij[l]. (1.14)
ko, ktEVa

Pre kazdé r € N\ {0} navySe existuje bijekcia medzi mnozinami Xi(;)(g) a

U 200 % 20,0) % .. x &, (@) x %%(9),
l1,...0r€V]

ktora kazdy sled v € Xi(;) (G) rozdeli na r + 1 nadvézujacich sledov postupne néleziacich do mnozin

Xi(,(l?z (G), XK(R)ZQ(Q), e XK(:JEMT(Q), Xg(g)j (G) pre nejakeé (q, ..., L, € V1. KedZe ide o bijekciu, z vlastnosti

spocitatelne uplnych polokruhov a (1.14) vyplyva

Yo=Y e |-l D) e || = el + 1.

1€X{7(9) b€ \nex[ () vexy)(9)

Vdaka (1.13) potom dostéavame

Yo o= D ()= cijlr+1]

vEX; ;(G) reN "/GX,L‘(;)(Q) reN

a s pouzitim Kroneckerovej delty?” tak mozeme pisaf
i j[*] = Z e(y) =dij + Z e(v) =dij + Zci,j [r+ 1] = ¢ j[#],
YEW;,;(G) YEX; ;(G) reN

¢o bolo treba dokézat. O

S pouzitim prave dokadzanej lemy moZno pomerne Tahko odvodit vzorce pre iterdcie trojuholni-
kovych blokovych matic: v nasledujicom tak urobime pre matice o 2 x 2 a 3 x 3 blokoch. Blokové
trojuholnfkové matice ¢asto vznikaji pri konstrukcidch automatov, pri¢om vzorce pre ich iteracie st
o niefo jednoduchsie, nez pre v8eobecné blokové matice. Ako 0,,x, oznacime pre vietky m,n € N
nulovi maticu (0)mxn; ak st rozmery nulovej matice zrejmé z kontextu, piSeme namiesto 0y, xyp len 0.

Désledok 1.5.6. Nech S je spocitatelne iplny polokruh, n € N a A = (ai ;)nxn je Stvorcovd matica

nad S s blokovym rozkladom
(A A
a= (% an)

kde A1 1 = (aij)nixnis 41,2 = (Gim+5)nixne @ A22 = (Any4imni+j)naxns Pre nejaké ny,ng € N. Potom

e ( T AL ALds, ) |
0 32

Dékaz. Staci pouzit lemu 1.5.5 pre Az 1 = Opyxn, - O

19S9ymbol ¢|v, tu oznaluje ziZenie zobrazenia ¢ na obor Va.
20Pre i = j je 0;,; = 1; inak &; ; = 0.
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Désledok 1.5.7. Nech S je spocitatelne tplny polokruh, n € N a A = (ai j)nxn je $tvorcovd matica
nad S s blokovym rozkladom

Arp Arp Ais
A= 0 Ao Azz |,
0 0 Ass

kde Al,l = (ai,j)nlxnl; A1,2 = (ai,n1+j)n1><n27 A1,3 = (ai,nl—i-nz-‘rj)nlxng; A2,2 = (anl—i—i,nl—&-j)nzxny
Az 3 = (Any+ing+notj)naxng @ A33 = (Gny4noting+notj)nsxng Pre nejaké ni,no,nz € N. Potom

* * * * * * * *
11 Al1A12A5, AT A13A5 3+ AT 1 A12A5 542345 3
* * * *
At = 0 2.2 A5 9 A2 3A% 5
*
0 0 3.3

Doékaz. Nech
Potom

a z dosledku 1.5.6 dostavame

B}, Bj,Bi3A;
A* = 1,1 1,1 1,3 33 ) (1.15)
0 3,3

7 dosledku 1.5.6 ale tiez vyplyva

* * *
BX. = Al,l A1,1A172A2,2
1,1 — 0 * )
2,2

7 ¢oho
A A1+ AT {A19AS 5 As
2,2412,3

Dosadenim do (1.15) potom dostéavame

* * * * * * * *
11 Al1A12A5, A7 A13A5 3+ AT 1 A1 2A5 0 A2 3 AT 5
* * * *
A" = 0 2,2 A2,2A2,3A3,3 )
*
0 0 33

¢o bolo treba dokézat. O

1.6 Konecné automaty nad polokruhmi

V priklade 1.2.2 sme videli, Ze nedeterministické kone¢né automaty nad abecedou ¥ mozno chépat
ako pecidlne ohodnotené grafy nad polokruhom formalnych jazykov (2*°,U, -, 0, {e}) obohatené o tro-
chu dodato¢nej informéacie. Ohodnotenim pripadnej hrany (prechodu) z vrcholu (stavu) p do vrcholu
(stavu) g je tu jazyk pozostéavajici z prave vSetkych pismen — a pripadne aj prazdneho slova — pomocou
ktorych moZno medzi tymito dvoma stavmi prejst ,na jeden krok®“. Konetnému automatu teda prisli-
cha ohodnoteny graf nad polokruhom 2% taky, Ze vSetky ohodnotenia hran st prvkami 2=“{¢}. Onou
dodato¢nou informaciou si dané mnoziny poc¢iatocnych a koncovych stavov automatu. Pod behom au-
tomatu moézeme rozumiet sled v préave opisanom ohodnotenom grafe — ak, pravda, pamétame na to, ze
pri nasej interpretécii nepovolujeme nasobné prechody medzi stavmi a namiesto toho pracujeme s pre-
chodmi ohodnotenymi koneénymi jazykmi z 2°9{¢}. Kazdému takto chapanému behu zodpoveda jazyk,
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ktory ziskame postupnym zretazenim jazykov jednotlivych jeho prechodov. Jazyk rozoznavany auto-
matom A potom moézeme definovat ako (konecné alebo spocitatelne nekonec¢né) zjednotenie jazykov
prislichajucich behom automatu A4 vedicim z pociatoéného do koncového stavu.

To isté mozno urobit nad I'ubovolnym spoéitatelne tplnym polokruhom S: namiesto automatov
s prechodmi ohodnotenymi jazykmi z 2°°{¢} mozno uvazovat automaty s prechodmi ohodnotenymi
prvkami nejakej podmnoziny polokruhu S. Kazdy beh z pociatoéného do koncového stavu potom tiez
realizuje prvok polokruhu S ziskany postupnym prenasobenim ohodnoteni jeho prechodov. Kone¢nym
alebo spocitatelne nekoneénym stétom cez vietky takéto behy — v spoéitatelne iplnom polokruhu je
takyto stcet dobre definovany — napokon ziskame prvok polokruhu S realizovany danym konecnym
automatom.

Tymito tivahami sa postupne dostavame k pojmu konecného S’-automatu nad spocitatelne tiplngm
polokruhom S, kde S’ C S je mnozina moznych ohodnoteni prechodov (hran) obsahujtca prvky 0 a 1.2
V skutoé¢nosti ale nasa definicia bude o niec¢o vSeobecnejsia: ku kazdému stavu ¢ priradime prvok ¢(q)
mnoziny S’ udavajuci jeho pociatoéné ohodnotenie a prvok 7(q) udavajtci jeho koncové ohodnotenie.
Prvok polokruhu S realizovany behom zo stavu p do stavu ¢ je potom eSte prenasobeny zlava prvkom
t(p) a sprava prvkom 7(q), ako keby boli prvkami polokruhu ohodnotené aj ,,polovi¢né Sipky“ veduce
do pociatoénych a z koncovych stavov. Vyssie opisany model s mnozinami pociato¢nych a koncovych
stavov tak dostdvame v pripade, Ze sa vSetky pociato¢né aj koncové ohodnotenia stavov automatu
rovnaju niektorému z prvkov 0 alebo 1 — neskdr dokazeme, Ze ide o normalny tvar.

Z dovodu, ktory bude zrejmy az neskor, definujeme prave opisany model po formalnej stranke
nielen pre spoéitatelne aplné polokruhy, ale pre lubovolny polokruh S. Prvok polokruhu realizovany
automatom v8ak teraz definujeme iba v pripade, Ze je polokruh S spocitatelne uplny.

Definicia 1.6.1. Nech S je polokruh a S’ C S je mnoZina obsahujica prvky 0 a 1 polokruhu S.
Konecnyj S'-automat nad S je §tvorica A = (Q, @, ¢, 7), kde Q je kone¢na mnozina stavov, ¢: Q> — S’ je
zobrazenie uréujice ohodnotenia prechodov, ¢: Q — S’ je zobrazenie uréujice poc¢iatocné ohodnotenia
stavov a 7: Q — S’ je zobrazenie urc¢ujice koncové ohodnotenia stavov.

Grafom automatu A = (Q, ¢, t,T) nazveme ohodnoteny graf G[A] = (Q, ) nad S. Behom auto-
matu A zo stavu p do stavu ¢ nazveme lubovolny sled « z vrcholu p do vrcholu ¢ v grafe G[A], ¢o nam
umoziiuje hovorit aj o dlzke |y| a ohodnoteni () behu v. Prvok polokruhu S realizovany behom ~
zo stavu p do stavu ¢ je potom dany ako

7= e(p)e(v)7(q)- (1.16)

Mnozinu vsetkych behov automatu A oznaéime R(A). Ak je navySe polokruh S spocitatelne tuplny,
definujeme prvok polokruhu S realizovany automatom A ako

Ml =" Ikl (1.17)

YER(A)

Priklad 1.6.2. Nedeterministické kone¢né automaty nad abecedou 3, tak ako boli definované v ramci
prikladu 1.2.2, moZno v zmysle vyssie uvedeného chapat aj ako koneéné 22“{¢}-automaty nad polo-
kruhom formalnych jazykov (2%, U, -0, {e}) s pociatoénymi a koncovymi ohodnoteniami z {{), {e}}.
Podobne konecnestavové prekladace mozno chéapat aj ako konefné QEJXZ*—automaty nad polokru-
hom (2% %" U, -, 0, {(e,¢)}), kde 2§;XE* oznacuje mnozinu v8etkych konecéngjch podmnozin monoidu
¥* x ¥* a podiatofné a koncové ohodnotenia vietkych stavov su alebo (), alebo {(g,¢)}.

2 Prislusnost prvku 0 do S’ je vlastne vyjadrenim poziadavky, ze medzi niektorymi dvojicami stavov (vrcholov) nemusi
viest Zziaden prechod (hrana). Prechody ohodnotené prvkom 1 az tak kl'a¢ové nie st. PoZiadavka prisludnosti obidvoch
prvkov 0,1 do S’ sa v8ak zakratko ukéaze byt prirodzenou v stivislosti s poéiatoénymi a koncovymi ohodnoteniami stavov.
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Ak je mnozina stavov automatu A dana ako Q = [n] pre nejaké n € N — to mozno predpokladat
bez ujmy na v8eobecnosti — nazveme maticu A[A] := A(G[A]) prechodovou maticou automatu A, riad-
kovy vektor i[A] := (¢(1),...,¢(n)) vektorom pociatocnijch ohodnoteni automatu A a stipcovy vektor
f[A] == (7(1),...,7(n))T vektorom koncovyich ohodnoteni automatu A. Nasledujica veta poskytuje
maticovii charakterizaciu prvku polokruhu realizovaného automatom .A.

Veta 1.6.3. Nech S je spocitatelne tiplny polokruh a S’ C S je mnoZina obsahujica proky 0 a 1.
Nech A= (Q,p,t,T) je konecny S’-automat nad S, kde Q = [n] pre nejaké n € N, i[A] =1, A[A] = A
a f[A] = f. Potom || A|| = i1A*f.

Dékaz. Vyplyva bezprostredne z (1.16), (1.17), vety 1.4.6 a podmienky (i7i) definicie 1.4.2. O

Poznamka 1.6.4. Prechodova matica A[A] = A a vektory i[A] = i a f[A] = f zrejme obsahuju
kompletna informéciu o automate A. Takyto automat s mnoZzinou stavov [n| pre n € N teda budeme
pisat aj ako Stvoricu A = (n, i, A, f).

1.7 Normalny tvar koneé¢nych automatov nad polokruhmi

Pre automaty nad spocitatelne tplnymi polokruhmi teraz dokadZeme vetu o norméalnom tvare, ktora
je zovSeobecnenim dobre zndmeho tvrdenia z klasickej tedrie automatov a jazykov: ku kazdému auto-
matu mozno skonstruovat ekvivalentny, v ktorom existuje prdve jeden stav s nenulovym podciato¢nym
ohodnotenim, ktoré je pre tento stav rovné jednotke v polokruhu a prdve jeden stav s nenulovym kon-
covym ohodnotenim, ktoré je pre tento stav tiez rovné jednotke v polokruhu; tieto dva stavy st pritom
rozne. V automate navySe nevedu ziadne prechody do stavu s nenulovym pociatoénym ohodnotenim,
ani zo stavu s nenulovym koncovym ohodnotenim. Takéto automaty sa v literatiire ¢asto nazyvaja
normalizované, pripadne sa hovori o automatoch v normdlnom tvare |36, 94|; rovnaku terminologiu
budeme pouzivat aj my (nie je tu velké riziko nedorozumenia, pretoze ziaden d'al3i normaéalny tvar
automatov nad polokruhmi v tomto texte uvazovat nebudeme).

Definicia 1.7.1. Nech S je spocitatelne uplny polokruh a S’ C S je mnoZzina obsahujtca prvky 0 a 1.
Konecny S’-automat A = (Q,p,t,7) nad polokruhom S je v normdlnom tvare, ak existuju stavy
¢%,qr € Q také, Ze ¢; # qy, (@) = 7(qr) = 1, t(q) = 0 pre vetky ¢ € Q \ {¢:}, 7(¢) = 0 pre vSetky
g€ Q\{ar} aprevietky p,g € Qs p(p,q) #0jep # qr aq# q.

Pomenovanie normdlny tvar je tu odévodnené nasledujicou vetou, podla ktorej pre I'ubovolny
kone¢ny S’-automat nad spocitatelne tplnym polokruhom S existuje k nemu ekvivalentny koneény
S’-automat nad S v normalnom tvare. Z dokazu vety bude zrejmy aj postup konstrukcie takéhoto
ekvivalentného automatu.

Veta 1.7.2. Nech S je spocitatelne tiplni polokruh, S C S je mnoZina obsahugica prvky 0 a 1 a A je
konecny S’-automat nad S. Potom existuje konecny S’-automat A’ nad S v normdlnom tvare taky, Ze

A = (1Al

Dokaz. Konstrukcia bude spocivat v premenovani povodnych stavov 1,...,nna2,...,n+1 a v pridani
nového ,,pociatoéného” stavu 1 a nového , koncového* stavu n+2. Ak mal stav ¢ v pévodnom automate
nenulové pociato¢né ohodnotenie ¢(7), zo stavu 1 bude v novom automate viest prechod s ohodnotenim
1(7) do stavu i+1, ktory zodpoveda péovodnému stavu i. Podobne pre kazdy stav j povodného automatu
s nenulovym 7(j) bude v novom automate viest prechod s ohodnotenim 7(j) zo stavu j + 1 do stavu
n + 2. Nasledne uZ len staci zabezpecit, aby stav 1 mal pociatoéné ohodnotenie 1, stav n + 2 mal
koncové ohodnotenie 1 a aby zvy$né poc¢iatoéné a koncové ohodnotenia stavov boli nulové.
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Formadlne: bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze pre nejaké n € N je A = (n,i, A, f).
Polozme A’ = (n + 2,1, A", f'), kde i’ = (1,0,...,0), ' = (0,...,0,1)7 a

7 dosledku 1.5.7 potom vyplyva

1 iA* iA*f
Ay = 0 A Af
0 0 1

a z vety 1.6.3 nasledne dostavame
A = 1'(AT)f" = 1A"F = || A].

Je navyse ocividné, ze automat A’ je v normalnom tvare — staci vziat ¢; = 1 a ¢y = n + 2. Tvrdenie je
tym padom dokazané. O

1.8 Racionalne prvky spocitatelne aplného polokruhu

Definujeme teraz raciondlne vyrazy (matematicky menej vystizne nazyvané aj requldrnymi vyrazmi)
nad spoéitatelne tplnym polokruhom S a dokéZeme ich ekvivalenciu s koneénymi automatmi nad S.
Prvky polokruhu realizované racionalnymi vyrazmi — alebo ekvivalentne koneénymi automatmi — na-
zveme jeho raciondlnymi prvkamsi. Pomenovanie raciondlny vijraz resp. raciondlny prvok tu vychadza
z moznej interpretacie racionalnych funkcii ako racionalnych prvkov vhodne zvoleného polokruhu;
podobné tvahy v8ak pridu na pretras az v oddiele 3.5 v stuvislosti s mocninovymi radmi.

Podobne ako pri koneénych automatoch definujeme racionalne vyrazy po syntaktickej stranke
pre v8etky polokruhy a na spocitatelne tiplné polokruhy sa obmedzime aZ pri definicii ich sémantiky.

Definicia 1.8.1 (Syntax racionalnych vyrazov). Nech S je polokruh a S’ C S je mnoZzina obsahu-
juca prvky 0 a 1. MnoZina S'-raciondlnych vjrazov RatE(S’, S) nad polokruhom S je dana jazykom
nad (vo vSeobecnosti aj nekonecnou) abecedou {a | a € S’} U{+,-,*, (,)} takym, Ze:

(i) Jazyk RatE(S’,S) obsahuje pre kazdé a € S’ slovo a.

(i7) Pre vsetky E,F € RatE(S’,S) obsahuje jazyk RatE(S’, S) slova (E+F), (E-F) a (E*).
(i71) Jazyk RatE(S’, S) neobsahuje ziadne dalsie slova.
Slova z jazyka RatE(S’, S) nazyvame S’-raciondlnymi vgrazmi nad S.
Definicia 1.8.2 (Sémantika racionalnych vyrazov). Nech (S, +,-,0,1) je spocitatelne uplny polokruh

a S’ C S je mnozina obsahujica prvky 0 a 1. Prvok ||G|| realizovany S’-raciondlnym vyrazom G nad S
je dany nasledovne:

(i) Ak G = a pre nejaké a € S, tak ||G|| = a.

(ii) Nech E,F € RatE(S", S). Ak G = (E+F), tak ||G|| = ||E||+[|F|;; ak G = (E-F), tak ||G|| = ||E||-|[F|;
ak G = (E"), tak |G| = [[E[|".
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Poznamka 1.8.3. Definicia sémantiky nam okrem iného umoziuje vynechavat v zapise racionalnych
vyrazov niektoré zatvorky. KedZze je napriklad symbol + interpretovany ako asociativna operacia séi-
tania, mozno pre ktorykolvek z vyrazov (E + (F + G)) a ((E+ F) + G) pisat len (E + F + G), pricom
pod takymto zapisom treba chapat jeho [ubovolné uzatvorkovanie; podobne aj pre symbol - interpre-
tovany ako nasobenie. Iteracia je navySe operacia s vysSou precedenciou ako nésobenie a nésobenie
mé vyssiu precedenciu ako sé¢itanie. Napriklad namiesto ((E*) - F) teda piSeme len (E* - F) a namiesto
(E+ (F-G)) piseme len (E+4F-G). Podobne moZno vynechat aj vonkajsie zatvorky okolo celého vyrazu.

DokaZeme teraz postupne ekvivalenciu S’-raciondlnych vyrazov nad S a kone¢nych S’-automatov
nad S. Za¢nime jednoduchym pozorovanim, podla ktorého moZno na konstrukciu racionalneho vyrazu
k danému koneénému automatu pouzit algoritmus 1.5.1.

Lema 1.8.4. Nech S je spocitatelne iplny polokruh, S C S je mnoZina obsahujica prvky 0 a 1 a A je
konecny S"-automat nad S. Potom existuje S'-raciondlny vijraz E nad S taky, Ze ||E|| = ||.A]|.

Dékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze A = (@, ¢, ¢, 7) je v normélnom tvare, pricom
@ = [n] pre nejaké prirodzené &slo n > 2 a «(1) = 7(n) = 1 (ostatné poc¢iatocné a koncové ohodno-
tenia stavov st z definicie normalneho tvaru nulové). Ak potom A = (a;j)nxn je prechodova matica
automatu A a A* = (a; ;[*]) je jej iteracia, z vety 1.6.3 vyplyva || Al = a1,,[*].

Staci uz teda upravit algoritmus 1.5.1 tak, aby namiesto vyhodnocovania suc¢tov, su¢inov a iteracii
kongtruoval prislugny racionalny vyraz — vystupom algoritmu je tak matica S’-racionalnych vyrazov
(Ei,j)nxn. Matematickou indukciou je potom mozné dokéazat, ze pre i,j = 1,...,n je ||E; ;| = ai;[*].
Staci teda polozit E = Ej . O

Zostava ukazat, ze ku kazdému racionalnemu vyrazu mozno zostrojit ekvivalentny koneény automat.
Dokaz tohto tvrdenia rozdelime do nasledujtacich styroch lem. Najprv v leme 1.8.5 ukdzeme, zZe existuji
konecné automaty ekvivalentné atomickym vyrazom a pre a € S’. V dalsich troch lemach potom
postupne zostrojime kone¢né automaty realizujtce sucet, sicin a iteraciu.

Lema 1.8.5. Nech (S,+,-,0,1) je spocitatelne tplnyg polokruh, S C S je mnoZina obsahujica prvky
0alaacb". Potom existuje koneény S’-automat A nad S taky, Ze ||A] = a.

Doékaz. Staci vziat A = (1,i,A,f), kde i = (a), A = (0) a f = (1)T. Z vety 1.6.3 potom dostavame
4] = (@0 ()7 = (@(1)(1)T = .

Lema 1.8.6. Nech (S,+,-,0,1) je spocitatelne iplny polokruh, S C S je mnoZina obsahugica proky
0alaAy, Ay si konecné S'-automaty nad polokruhom S. Potom existuje koneény S’'-automat A

nad S taky, ze ||A|| = || AL + ||Az]|.

Doékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze A; = (ni,ii, A1,f1) a Ay = (ng,is, Ag, )
pre nejaké ny,ng € N. Polozme A = (ny 4 no, i, A, f), kde i = (i, i2),

(A O
a=(0 &)
af= (flT, fZT)T. 7 vety 1.6.3 a dosledku 1.5.6 potom vyplyva

o A% . . A* 0 f . * . *
H.AH =iA*f = ( 1 iy ) < 01 A; > ( f; ) = 11A1f1 +12A2f2 = HA1H + HAQH,

¢o dokazuje spravnost konstrukcie automatu A. O
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Lema 1.8.7. Nech (S,+,-,0,1) je spocitatelne tplnyg polokruh, S C S je mnoZina obsahujica prvky
0 ala A, Ay si koneéné S'-automaty nad polokruhom S. Potom existuje konecnyj S’-automat A
nad S taky, Ze || All = [[Ax]l - [|A2]-

Doékaz. Bez ujmy na veobecnosti opat predpokladajme, ze Ay = (nq,11, A1,f1) a As = (ng, is, Ag, f3)
pre nejaké ni,na € N. Predpokladajme tiez, Ze pre vSetky stavy ¢ € [n1] automatu A; s koncovym
ohodnotenim 71(7) a pre vietky stavy j € [ng] automatu As s pociatoénym ohodnotenim t9(j) je
71(2) - 12(j) € S’; mozeme si to dovolit vdaka vete 1.7.2. Automat A skonstruujeme ,zapojenim oboch
tychto automatov za seba* tak, aby z kazdého stavu ¢ automatu A; s nenulovym koncovym ohodnote-
nim 71 () viedol do kazdého stavu j automatu As s nenulovym po¢iatoénym ohodnotenim ¢o(j) prechod
ohodnoteny prvkom 71 (%) - t2(7); samozrejme ale musime tieto stavy vhodne preéislovat. To znamena,

ze A= (nl + n2,i,A,f), kde i = (il’o)’
B Ay fiis
A= < 0 A )

af= (O,f2T)T. Z vety 1.6.3 a désledku 1.5.6 potom dostavame

. s ) Ay Affiig AY 0 . ke e ax
Al =it = (o) (g IR ) (D) —haifibae = A el

¢o dokazuje spravnost konstrukcie. O

Lema 1.8.8. Nech (S,+,-,0,1) je spocitatelne tiplny polokruh, S’ C S je mnoZina obsahugica proky
0 a1 a B je konecnyj S'-automat nad S. Potom existuje konecny S’-automat A nad S taky, Ze

Al = 11B]"

Dékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze B = (n,i’, A',f’) pre nejaké n € N. Polozme

A= (n+1,iAf), kdei=(1,0),
0 i
(e )

af=(1, O)T. 7 vety 1.6.3 a lemy 1.5.5 potom dostavame

=it = (1 o) (G TR ) (§) —wareyr = s

¢o dokazuje spravnost konstrukcie. O

Tvrdenia dokézané v predchadzajicich piatich lemach moZno zhrnut v podobe nasledujiicej vety
o ekvivalencii kone¢nych automatov a racionalnych vyrazov nad spocitatelne tplnymi polokruhmi,
ktora je zovSeobecnenim dobre znadmeho tvrdenia z tedrie formalnych jazykov.

Veta 1.8.9. Nech (S,+,-,0,1) je spocitatelne iplny polokruh, S" C S je mnoZina obsahujica proky 0 a 1
a a € S. Potom st nasledujiice turdenia ekvivalentné:

(i) Ezistuje konecny S’-automat A nad S taky, Ze || Al = a.
(i1) Ezistuje S'-raciondlny vijraz G nad S taky, Ze |G| = a.

Dékaz. Ak existuje kone¢ny S’-automat A nad S taky, ze ||A|| = a, podla lemy 1.8.4 existuje aj
S’-racionalny vyraz G taky, ze ||G|| = ||A|l = a.

Opacnt implikdciu moZno dokazat Strukturalnou indukciou: ak G = a pre nejaké a € S’ existuje
konec¢ny automat A splhajci ||A|| = ||G|| podla lemy 1.8.5; ak G = E+F pre nejaké E, F € RatE(S’, 9),
existuje takyto automat A podla lemy 1.8.6; ak G = E - F pre nejaké E,F € RatE(S5’,S), mozno
na existenciu automatu A usadit podla lemy 1.8.7; ak napokon G = E* pre nejaké E € RatE(S’,.5), je
existencia automatu A ekvivalentného vyrazu G désledkom lemy 1.8.8. O
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Definicia 1.8.10. Nech (S,+,-,0,1) je spocitatelne aplny polokruh a S’ C S je mnozina obsahujica
prvky 0 a 1. Prvok a € S je S'-raciondlnym prvkom polokruhu S, ak existuje S’-racionalny vyraz E
nad S taky, Ze ||E|| = a. MnoZinu v8etkych S’-racionélnych prvkov polokruhu S ozna¢ime Rat(S’, S).

Poznamka 1.8.11. Mnozina Rat(S’,S) vSetkych S’-racionalnych prvkov polokruhu S je ocividne
uzavretd na sicet, na sicin a na iteraciu.

Teériu racionalnych prvkov spoéitatelne aplného polokruhu nateraz d'alej rozvijat nebudeme. K po-
dobnym mySlienkam sa vSak eSte vratime v kapitole 3 v stvislosti s raciondlnymi mocninovymi radmi
a kone¢nymi automatmi s vahami, ktoré tvoria prakticky zdaleka najvyznamnejsiu triedu kone¢nych
automatov nad polokruhmi.

Cvicenia

1. Pridajte k prikladom z oddielu 1.2 d'alsie polokruhy s prirodzenou grafovou interpretaciou mati-
cového néasobenia a pripadne aj iteracie.

2. Interpretujte operaciu transpozicie stvorcovej matice nad polokruhom (2%, U, -, 0, {¢}) z pohladu
jazykov rozoznévanych nedeterministickymi kone¢nymi automatmi nad abecedou X.

3. Dokazte, ze axiéma (Z) je v definicii polokruhu skutocne podstatna — nie je teda dosledkom
platnosti zvysnych axiom. Inymi slovami: najdite priklad algebry (S, ®, ®,0,1) splhajtcej (A1),
(A2), (A3), (M1), (M2), (D1) a (D2) a zéaroven nesplhajicej (Z).

4.  Hemiokruh (angl. hemiring) sa od polokruhu (angl. semiring) lisi tym, Ze v iom nemusi existovat
multiplikativny neutralny prvok 1. Ide teda o Stvoricu (S,®,®,0) spliajicu podmienky (A1),
(A2), (A3), (M1), (D1), (D2) a (Z) z definicie polokruhu. Definujte nenulové mocniny matice
nad hemiokruhom a dokéZzte pre ne tvrdenie analogické k vete 1.3.10.

5. Silng bimonoid [32] sa od polokruhu lisi tym, Ze v hiom nemusia platit distributivne zakony — ide
teda o algebru (S, +,-,0, 1) spliajicu podmienky (A1), (A2), (A3), (M1), (M2) a (Z) z definicie
polokruhu. Néajdite priklady silnych bimonoidov, ktoré nie st polokruhmi. MoZno na pripad
silnych bimonoidov zovieobecnit tvrdenie 1.3.57 Ako je to s vetou 1.3.107

6. Homomorfizmom polokruhov (S,+,-,0g,1g) a (T,®,®,0p, 17) nazveme zobrazenie h: S — T
také, ze h(0g) = Op, h(lg) = 1 a sacasne pre vSetky a,b € S je h(a + b) = h(a) ® h(b)
a h(a-b) = h(a) ® h(b). Bijektiviy homomorfizmus polokruhov nazveme izomorfizmom polokru-
hov a dva polokruhy nazveme izomorfngymi, ak medzi nimi existuje izomorfizmus.

Dokézte nasledujtice vlastnosti homomorfizmov a izomorfizmov polokruhov: identické zobrazenie
na lubovolnom polokruhu S je izomorfizmus; zlozenie dvoch homomorfizmov (resp. izomorfiz-
mov) polokruhov je opidt homomorfizmus (resp. izomorfizmus) polokruhov; inverzné zobrazenie
k izomorfizmu polokruhov je opét izomorfizmus polokruhov.

7. Dokazte, ze Viterbiho polokruh ([0, 1], max,-,0,1) je izomorfny s tropickym polokruhom nezé-
pornych realnych ¢isel (R>o U {oo}, min, +, 00, 0).

8. Najdite spocitatelne tplny polokruh (S, +,-,0,1, ®), ktory nie je tplny.??

9. Polokruh (S,+,-,0,1) sa nazyva idempotentny, ak je idempotentna jeho aditivna operécia — ¢ize
ak pre vSetky a € S plati a +a = a. Prikladmi idempotentnych polokruhov st napriklad tropické
polokruhy alebo polokruhy formalnych jazykov. Musi byt kazdy idempotentny polokruh tplny?2

*2Teda neexistuje Ziadne zobrazenie U: F(S) — S take, ze pre vietky F € F,,(S) plati U(F) = ®(F) a (S, +,-,0,1, )
je uplny polokruh.
23V zmysle, Ze existuje zobrazenie ®: F(S) — S takeé, ze (S, +,-,0,1,®) je uplny polokruh.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Musi byt kazdy konecngj polokruh tplny alebo aspon spocitatelne uplny?

Nech (S, +,-,0,1) je polokruh a T C S je mnoZina uzavreta na obidve operécie polokruhu S taka,
7€ 0,1 € T; algebra (T, +, -, 0, 1) je v takom pripade opét polokruh, ktory nazveme podpolokruhom
polokruhu S. Musi byt podpolokruh (spocitatelne) aplného polokruhu (spocitatelne) tplny?

Existuje netrivialny okruh (s jednotkou), ktory je stcasne aj spocitatelne uplnym polokruhom?

Polokruh (S, +,-,0,1) sa nazyva lokdlne uzavrety [35], ak pre kazdé a € S existuje k € N také, ze
a®+a'+...+a* =a+at +...+aF. Dokazte, 7e potom a® +a' +...+a* =a'+al +.. . +a™
pre vSetky m > k. Iteraciu a* prvku a tak mozno prirodzenym sposobom definovat pomocou
predpisu a* := a® + a' + ... + a¥. Dokaite, Ze existuje lokalne uzavrety polokruh, ktory nie je
spocitatelne uplny (z ¢oho vyplyva, Ze trieda spocitatelne uplnych polokruhov nezahfha vsetky
polokruhy so zmysluplne definovanou skalarnou iteraciou).

Dokézte, ze pre kazda Stvorcovit maticu A = (a; j)nxn nad tropickym polokruhom prirodzenych
¢isel — ¢ize nad (9, ®,®,0,1) = (NU {co}, min, +,00,0) — plati A* =A@ Al@...@ AL

Nech AT je transpozicia matice A = (@4,)nxn nad komutativnym spocitatelne aplnym polokru-
hom (S, +,-,0,1). S vyuzitim ohodnotenych grafov dokazte alebo vyvratte: (AT)* = (4%)T.

Nech S je spocitatelne uplny polokruh, nech S’ C S je mnoZina obsahujica prvky 0 a 1
a A= (Q,p,t,7) je koneény S’-automat nad S. Beh v automatu A zo stavu p do stavu g na-
zveme uspesnym, ak t(p) # 0 a 7(q) # 0. Oznaéme ako S(A) mnozinu vSetkych tspesnych behov
automatu A. Dokazte, ze

A=Y Il

YES(A)

Dokézte vetu 1.7.2 len s pouzitim elementérnych metéd, bez odvolavania sa na vzorce pre iteraciu
blokovej matice dokazané v oddiele 1.5.

V doékaze lemy 1.8.4 sa vyuziva modifikacia algoritmu 1.5.1, pri ktorej tento algoritmus namiesto
vyhodnocovania sic¢tov, sic¢inov a iterdcii konStruuje zodpovedajici raciondlny vyraz. Zapiste
takto upraveny algoritmus vo forme pseudokodu a dokazte, Ze pre vstupni maticu A = (a; j)nxn
s iteraciou A* = (a; j[*])nxn je jeho vystupom matica racionalnych vyrazov A = (E; j)nxn taka,
ze pre i,j =1,...,n plati ||E; ;|| = a; ;[*].

Nech S je spocitatelne uplny polokruh a S’ C S je mnozina obsahujica prvky 0 a 1. Kladnou
iterdciou prvku a € S nazveme prvok a™ = ZteN\{O} at. Zistite, ¢ je mnozina Rat(S’, S) uzavreta
na kladni iteraciu a svoje tvrdenie dokazte.

Poznamky a odkazy na samostidium

Stvis medzi ohodnotenymi grafmi a maticami nad polokruhmi sa spomina ako v literatire o grafovych algoritmoch, tak
aj v literatare o teorii automatov. Algoritmicky orientovany pohlad na problematiku je podany napriklad v uéebniciach
[2, 27, 71]. Pohlad z perspektivy tedrie automatov mozno najst najméi v literatire o automatoch s vahami, ktoré su
prakticky najvyznamnejSou triedou automatov nad polokruhmi, a ktorymi sa budeme zaoberat v kapitole 3 — spomefime
predovSetkym monografiu [30] a jej kapitoly [29, 36, 87].

Algebraicky orientované monografie o polokruhoch [50, 52] st z vel'kej ¢asti obsiahlymi zbierkami definicii — skor nez

na systematické stiudium ich mozno odporucat ako uZito¢né referencné zdroje.
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Formalizacie polokruhov s dobre definovanou iteraciou matice sa lisia od zdroja k zdroju. Algoritmicky orientované
literattira sa ¢asto obmedzuje na rozne triedy idempotentnych polokruhov, ako st napriklad (trochu neporiadne defi-
nované) uzavreté polokruhy [2] alebo Kleencho algebry [71]. Pri definicii uzavretych polokruhov pouZivanej v [27] ide
v podstate o spocitatelne tplné polokruhy pouzivané v tomto texte (nasa definicia spocitatelne aplnych polokruhov je
zas viac-menej prebrata z [52]). V teodrii automatov sa ¢asto pouzivaju uplné polokruhy alebo ich podtriedy (najcastejsie
tzv. spojité polokruhy) [29, 36, 87]. Je ale mozny aj o nieto vieobecnejsi pristup zaloZeny na isto axiomatickom pristupe
k definicii iteracie a vychadzajaci z prace J. H. Conwaya [22]. Ten v stru¢nosti nazna¢ime v oddiele 3.13, kde definujeme
tzv. conwayovské polokruhy (29, 36] a ¢iastocné conwayovské polokruhy nad idedlom [13, 37]. S menom J. Sakarovitcha [94]
je spojeny alternativny pristup zaloZeny na topologickijch polokruhoch.

Material spracovany v ramci tejto kapitoly méa svoje historické korene v praci S. C. Kleeneho [64] a predovset-
kym v jeho konstrukeii racionalnych (regularnych) vyrazov ku koneénym automatom. Variant tohto algoritmu opisany
R. McNaughtonom a H. Jamadom (angl. prepis Yamada) [83] dnes mozno chapat ako Specidlny pripad algoritmu 1.5.1
na vypocet iteracie matice nad spocitatelne uplnym (resp. Gplnym) polokruhom. V rovnakej dobe boli objavené aj
dalsie algoritmy dnes chapané ako $pecialne pripady algoritmu 1.5.1: B. Roy [93] a S. Warshall [102] nez4avisle na sebe
opisali algoritmus na konstrukciu reflexivno-tranzitivneho uzaveru grafu a R. W. Floyd [45] prisiel s algoritmom hla-
dania najlacnejsich ciest v grafe dnes znamym ako Floydov-Warshallov algoritmus [23] (uz samotné toto pomenovanie
je pritom dokladom toho, Ze vypocet reflexivno-tranzitivneho uzaveru grafu a hladanie najlacnejsich sledov v grafe sa
v skutoé¢nosti ,rovnaké“ problémy). Prechod od podobnych vysledkov nad konkrétnymi polokruhmi k ucelenej teérii
ohodnotenych grafov, matic a koneénych automatov nad polokruhmi je do velkej miery folklornym dielom; vychéadza
v8ak z myslienkového odkazu M.-P. Schiitzenbergera [98] a J. H. Conwaya [22].

Prezentacia oddielu 1.2 je s€asti indpirované knihou [27], kde moZno najst aj dalsie priklady podobného charakteru.



Kapitola 2

Formalne mocninové rady

Myglienky nacaté v predchadzajtcej kapitole budeme rozvijat d'alej, ale zameriame sa teraz na o nieco
$pecifickejgiu triedu polokruhov vyznamnu z hladiska teérie automatov. Nasim cielom, ktory budeme
napliat v nasledujtcich dvoch kapitolach, je postupne dospiet ku skimaniu pravdepodobne najdole-
zitejsej triedy koneénych automatov nad polokruhmi, tvorenej konecnymi automatmi s vdhami. P6jde
o zovSeobecnenie klasickych nedeterministickych kone¢nych automatov rozoznavajicich formaéalne ja-
zyky, pri ktorom st prechodom automatu navysSe priradené vahy z nejakého polokruhu reprezentujice
napriklad ich cenu, spolahlivost, uzito¢nost, ¢i multiplicitu. Ku kazdému behu v automate s vahami
mozno priradit prvok polokruhu, ktory sa da vypocitat postupnym prenasobenim véah jeho prechodov.!
K slovu w potom prislacha prvok ziskany ako sti¢et hodnot vSetkych behov automatu na slove w.

Automaty s vahami uZ teda nerozoznavaju jazyky, ale realizuju funkcie priradujice jednotlivym
slovam prvky polokruhu.? Kvalitativna vlastnost prislusnosti do jazyka je tak nahradena vlastnostou
kvantitativnou. Takto ,,vylepSené” automaty nachadzaja uplatnenie napriklad pri analyze prirodzeného
jazyka alebo vo formélnej verifikicii a mozno ich vyuZit aj ako nastroj na kdédovanie obrazu.

Ako aditivnu a multiplikativnu operaciu na funkciach realizovanych automatmi s vahami budeme
uvazovat prirodzené zovSeobecnenia operacii zjednotenia a zretazenia jazykov. Ukazuje sa v8ak, Ze takto
ziskana multiplikativna operécia nepripomina ani tak typické nasobenie funkcii, ako skér Cauchyho
sacin radov. Prijmeme teda notéciu a terminologiu radov a funkcie realizované automatmi s vahami
budeme chapat ako formdine mocninové rady o nickolkijch nekomutujicich premennijch.

Pochopenie tohto prechodu vyZzaduje urcity kontext — hovorit o mocninoviyjch radoch v suvislosti
s objektmi, v ktorych sa mocniny nevyskytuji, sa moze na prvy pohlad zdat zvlastne, ba az paradoxné.
Povod tejto terminolédgie treba hladat vo vztahu k formélnym mocninovym radom s komutujicimi
premennymi, ktoré si v podobe vytvarajucich — alebo generujucich — funkcii hojne vyuzivané v kom-
binatorike. KedZe je teoria formalnych mocninovych radov s komutujicimi premennymi pre teériu ich
jej prvé tri oddiely tejto kapitoly, v ktorych naznac¢ime aj vyznam tejto teérie pre kombinatoriku.
Obmedzime sa ale na zékladné fakty nutné na ziskanie predstavy o kontexte, v ktorom je tedria auto-
matov s vahami a radov s nekomutujicimi premennymi zasadena. O formalnych mocninovych radoch
s komutujicimi premennymi, vytvarajucich funkcidch a ich savise s analytickymi funkciami sa mozno
dozvediet viac napriklad na prednéaskach o analytickej a enumerativnej kombinatorike |70].

Hlavnou néapliiou tejto kapitoly st teda zaklady teorie forméalnych mocninovych radov o niekol'kych
nekomutujicich premennych — ti1 mozno chapat ako kvantitativnu analogiu teorie formalnych jazykov.
Charakter kapitoly je skor pripravny: ddme tu dohromady formalizmus potrebny na pracu s automatmi
s vahami, ktorymi sd formalne mocninové rady s nekomutujicimi premennymi realizované a ktoré su
zas kvantitativnou obdobou klasickych kone¢nych automatov.

Do tohto sadinu este treba zakomponovat pociatoéna vahu prvého a koncovii vahu posledného stavu behu.
2 Jazyky ale stale mozno chapat ako Specialny pripad takychto funkcii, v ramci ktorého su slovam priradované prvky
booleovského polokruhu B. Ide tak o skutoéné zovseobecnenie klasickych koneénych automatov.
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2.1 Formalne mocninové rady o jednej premennej

Vel'ké ¢ast sucasnej kombinatoriky sa nejakym sposobom zaoberd postupnostami prirodzenych é&isel,
¢o je dané charakterom otéazky, ktorej rozne varianty sa snazi zodpovedat enumerativna kombinatorika:
kol'ko existuje kombinatorickych objektov daného typu a velkosti ¢ € N? Snaha tento vagny problém
néalezite sformalizovat nés vedie k zékladnému objektu skiimania enumerativnej kombinatoriky, ktorym
st takzvané kombinatorické triedy. Ide o dvojice C = (C, ||), kde C je mnoZina nejakych kombinatoric-
kych objektov a |-|: C — N je zobrazenie udavajtce velkost objektov z mnoziny C. Pozaduje sa pritom,
aby vzor Tubovolného prirodzeného ¢isla ¢t v tomto zobrazeni — ¢ize mnozina C; = {z € C | |z| = t}
vSetkych objektov velkosti ¢ v triede C — bola kone¢né.

Prikladmi kombinatorickych tried st napriklad triedy vSetkych grafov urcitého typu s velkostou
danou po¢tom vrcholov, triedy vietkych slov urcitého typu s velkostou danou dizkou slova, triedy
vSetkych mnoZin alebo multimnozin urcitého typu s velkostou danou poc¢tom prvkov, atd.

Ak pre uvazovanu kombinatoricki triedu C a vSetky t € N oznacime ¢; pocet prvkov mnoziny Cy,
mozno za zakladny problém enumerativnej kombinatoriky povazovat néjdenie ¢o moZzno najpresnej-
Sieho opisu enumeracnej postupnosti (co,c1,ca,...) triedy C. V jednoduchsich pripadoch pritom moze
ist o vyjadrenie hodnoét ¢; pre ¢ € N v uzavretom tvare, Castejsie v8ak ide napriklad o sktimanie
asymptotickych vlastnosti ¢lenov enumeracénej postupnosti pre t — oo.

Za dve najdolezitejsie konstrukcie v elementarnej kombinatorike mozno povazovat disjunktné zjed-
notenie (pravidlo suctu) a kartezidnsky sucin (pravidlo su¢inu). Obidve tieto operacie mozno uvazovat
aj na kombinatorickych triedach.

Disjunktnym zjednotenim kombinatorickych tried (C, |-|¢) a (D, |-|p) nazveme triedu (C+D, |-|), kde
C+D=(Cx{1})U(D x{2}), pre vietky x € C je |(z,1)| = |z|c a pre vietky y € D je |(y,2)| = |y|p-

Pri kartezidnskom sucine kombinatorickych tried (C, |-|¢) a (D, |-|p) je velkost dvojice dana sictom
velkosti jednotlivych jej zloziek. To znamena, Ze ide o triedu (C x D, |-|), kde pre vietky z € Cay € D
je |(z,y)| = |z|c + |ylp. Prvky velkosti ¢ suc¢inu C x D su teda dvojicami objektov, kde jeden z nich
patri do C a je velkosti k € {0,...,t}, kym druhy je z D a velkosti ¢ — k. Mnozinu (C x D); preto
dostaneme disjunktnym zjednotenim mnozin Cy x D;_j takychto dvojic pre k =0,...,t.

Na zmysluplnt pracu s enumeraénymi postupnostami je na nich potrebné uvazovat operacie zodpo-
vedajice najdolezitejsim operaciam na prislusnych kombinatorickych triedach. Ak teda (cg, 1, ca, . ..) je
enumera¢na postupnost kombinatorickej triedy C a (do, d1, da, .. .) je enumeracna postupnost triedy D,
mala by pouZitim aditivnej operdcie na tieto dve postupnosti vzniknat postupnost (sg, s1, S2, . . .) taka,
ze pre vSetky t € N je

st = |(C+D)i| = [Ce| + [Di| = ¢t + dy.
Podobne by sme mali pouZitim multiplikativne;j operdcie na uvedené dve postupnosti dostat postupnost

(po, p1, D2, - . .) tak, ze pre vietky t € N je

t

U € x D)

k=0

pr = |(C x D)| =

t
= chdt—k- (2.1)
k=0

Vidime tak, Ze kym za aditivnu operaciu operaciu moézeme vziat bezny stucet postupnosti, pozadované
multiplikativna operacia nezodpoveda beznému sii¢inu postupnosti po zlozkach, ale skor operéacii, ktora
sa zvykne nazyvat konvoliciou postupnosti.

Rovnakym sposobom ako v (2.1) naopak pocitame koeficienty Cauchyho sicinu mocinovych radov,
ktory je prirodzenou multiplikativnou operaciou na tychto radoch. V nasledujicom preto zmenime uhol
pohladu a enumeracné postupnosti budeme chépat ako mocninové rady, pri ktorych nas ale nebudu
zaujimat Zziadne otézky okolo ich konvergencie. Na takychto objektoch, ktoré nazveme formdlnymsi
mocninovymi radmi, nasledne budeme moct o¢akévanym sposobom zaviest aditivnu a multiplikativou
operéciu, ktoré nad prirodzenymi ¢islami priamo zodpovedaju disjunktnému zjednoteniu a kartezian-
skemu sti¢inu kombinatorickych tried. Koeficientmi formalnych mocninovych radov v8ak nebuda vzdy
iba prirodzené é&isla, ale budi nimi méct byt napriklad aj prvky 'ubovolného polokruhu.
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Formdlny mocninovy rad r o jednej premennej — ¢i neurcitej — z nad mnozinou koeficientov S
moZno intuitivne chépat ako formdlny sucet

r(z) =Y a2, (2.2)

teN

kde koeficienty ag, a1, as, ... patria do S. Privlastok ,,formélny*“ tu znamena, Ze v skuto¢nosti nemame
ziadnu snahu dany sucet vypocitat. To koniec koncov ani nemusi byt mozné — z matematickej analyzy
je napriklad dobre zname, Ze existuji mocninové rady nad R s nulovym polomerom konvergencie; tu
navysSe (zatial) pracujeme s mnozinou koeficientov S, na ktorej ani len nemusi byt definovany stcet
dvoch prvkov. Pri formalnom mocninovom rade otazky s¢itatelnosti a konvergencie nehraju ziadnu rolu
— a ani nés z logiky veci nezaujimaji. Formalny mocninovy rad ako matematicky objekt nezodpoveda
shodnote nekonecného saétu®, ale jeho ,formélnemu zapisu“ v duchu (2.2).

Herbert Wilf [104] tuto myslienku vyjadril slovami, Ze formalny mocninovy rad je iba ,veSiakom
na koeficienty*. To sa odréaza aj v nasledujtcej definicii, v ktorej formalny mocninovy rad stotoziu-
jeme s postupnostou jeho koeficientov — nimi je totiz jednozna¢ne urcend vetka podstatné informaéacia
vo forméalnom zapise typu (2.2). Formalny mocninovy rad je teda len nekonefna postupnost, ktoru
zapisujeme a interpretujeme trochu neobvyklym spésobom.

Definicia 2.1.1. Nech S je mnoZina. Formdlny mocninovy rad o jednej premennej z s Koeficientmi
v S je nekone¢na postupnost

r = (ag,a1,ag,...),

kde pre vSetky ¢t € N je a; € S. Namiesto r = (ag, a1, az, . . .) potom piSeme

r=r(z)= ap2? + a1zt + a2 +... = E a2t
teN

t

Koeficient a; pri z* oznaCujeme aj

a; =: [']r(2) = ["]r

a koeficient ag nazyvame konstantnym. Mnozinu vSetkych formalnych mocninovych radov o premennej z
nad S oznacujeme S[z].

Zapisat nekonecnu postupnost v podobe mocninového radu by samozrejme nemalo vyznam, keby
sme na formélnych mocninovych radoch nezaviedli ziadne zmysluplné operacie. Definovat najprirodze-
nejsie z tychto operacii — ako napriklad sucet alebo Cauchyho su¢in radov — ale znamena do velkej
miery vyuzit nejaké uz ,existujice* operacie na mnozine koeficientov S. Dalej si uz teda nevystacime
s pojmom formalnych mocninovych radov nad mnoZinou; budeme musiet predpokladat, Ze na mnoZzine
koeficientov S je vopred dané algebraické Struktira.

Na definovanie niektorych zékladnych operécii na formalnych mocninovych radoch sta¢i pomerne
slaba algebraicka Struktira na mnozine koeficientov; pri jej postupnom zosiliiovani nasledne mozno
pridavat d'alsie operacie. Pre nas budi najzaujimavejsie dva pripady: vSeobecnejsi, ked mnoZzina koefi-
cientov tvori polokruh a Specialnejsi, ked st koeficientmi prvky pola komplexnych é&sel C. Formalne
mocninové rady s koeficientmi v polokruhu pritom buda kl'a¢ové pre nas neskorsi prechod k automatom
s vahami a radom s niekolkymi nekomutujacimi premennymi; rady s komplexngmi koeficientmi — Spe-
cidlnym pripadom takychto radov st rady s redlnymi a prirodzenymi koeficientmi — su zas zakladom
teodrie vytvarajucich funkcii, na ktorej je do velkej miery zaloZzen& moderné kombinatorika.

Zamerajme sa teraz na pripad formalnych mocninovych radov nad polokruhom — operacie sictu
3

s v

a sicinu na polokruhu koeficientov tu mozno vyuzit na definovanie operacii sictu a Cauchyho sucinu
formalnych mocninovych radov.

3Pri pomenovaniach tohto typu ide samozrejme len o zneuZitie mien slavnych matematikov na zdéraznenie analogie
s dobre znamymi myslienkami matematickej analyzy.
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Definicia 2.1.2. Nech S je polokruh a nech r = >, yaz' a s = >, byz" st formalne mocninové
rady v S[z]. Siucet radov r a s je rad r + s € S[z] dany ako

r+s= Z(at + by)2t

teN

a Cauchyho sicin radov r a s je rad r - s € S[z] dany ako

r-s= E ez,

teN

kde koeficient ¢; je pre vSetky t € N definovany predpisom

t
c = Z arpbi_g.
k=0

Prvok a polokruhu S budeme obvykle stotoziovat s formalnym mocninovym radom r(z) takym,
7e [2°r(2) = a a [2Yr(z) = 0 pre vSetky prirodzené t > 1; budeme teda pisat 7(2) = a. Podobne
budeme pisat iba z pre formalny mocninovy rad r(z) taky, Ze [z!]r(z) = 1 a [2!]r(z) = 0 pre vietky
prirodzené ¢t # 1. Umocriovanie radov definujeme Standardnym spoésobom: pre r € S[z] kladieme
r0 =1 art*t!t =t ¢ pre vietky t € N. Lahko potom vidiet, Zze pre vietky n € N a ag, a1,...,a, € S je
vyraz agz’ + a1zt + ... + a, 2" rovny radu r(z) takému, ze [2!r(z) = a; pret =0,...,na [2]r(z) =0
pre vsetky prirodzené t > n. Tymto spésobom mozno ziskat prave vetky formélne mocninové rady
r(z) take, Ze [2!]r(z) # 0 pre konecne vela roznych t € N; takéto formalne mocninové rady nazyvame
polyndmy a mnozinu vietkych polynémov o jednej premennej z nad polokruhom S oznacujeme S|z].

Je trividlnym mechanickym cvic¢enim dokazat nasledujice tvrdenie, podla ktorého mnoziny S[z]
a S[z] s operaciami suc¢tu a Cauchyho sa¢inu radov tvoria opat polokruhy.

Tvrdenie 2.1.3. Nech (S,+,-,0,1) je polokruh. Algebry (S[z],+,-,0,1) a (S[z],+,-,0,1) si potom
tieZ polokruhy.

Je zrejmé, ze pokial polokruh S nie je (spocitatelne) tplny, nemozno vo vSeobecnosti definovat
ani (spocitatelne) nekoneéné sucéty formalnych mocninovych radov z mnoziny S[z]. Sucty niektorych
Specidlnych nekone¢nych systémov radov ale mozno definovat vzdy. Ak napriklad v danom nekone¢nom
systéme existuje pre kazdé t € N iba kone¢ne vela radov s nenulovym koeficientom pri z¢, mozno neko-
necny sucet definovat po zlozkach: kazdy koeficient nekone¢ného suctu radov je tak koneénym suc¢tom
prvkov polokruhu S. Takéto systémy formalnych mocninovych radov nazveme lokdlne koneénymi.

Definicia 2.1.4. Nech S je polokruh. Systém (r; | i € I) formélnych mocninovych radov z S[z] je
lokdlne konecny, ak je pre kazdé t € N koneéna mnoZina I(t) := {i € I | [2*]r;(z) # 0}.

Definicia 2.1.5. Nech S je polokruh a (r; | i € I) je lokdlne koneény systém formalnych mocninovych
radov z S[z]. Sucet systému radov (r; | i € I) potom definujeme ako

i€l
kde r je formélny mocninovy rad v S[z] taky, Ze pre vSetky ¢t € N je
r(z) = ) [ri=).
iel(t)

Poznamka 2.1.6. Je jednoduchym cvicenim overit, Ze kazdy konecny systém (r; | i € {i1,...,in}) je
lokélne konecny a jeho sicet je rovny r;, + ...+ r;,. Definicia 2.1.5 je teda konzistentna s definiciou
s¢itania v polokruhu S[z].
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Mocninové rady st v matematickej analyze predovsSetkym reprezentaciami funkcii. To samozrejme
neplati o formdlnych mocninovych radoch, pri ktorych otézky s¢itatelnosti nehraju rolu. V analytickom
pohlade na mocninové rady ako na funkcie ale maja korene definicie niektorych operdcii na mocni-
novych radoch, ktoré sa ukazuju byt uzitoénymi aj v teorii formalnych mocninovych radov.? Jednou
z takychto operacii je skladanie mocninovijch radov vychadzajice z bezného skladania funkcii. Pre dvo-
jicu formalnych mocninovych radov r(z) a s(z) chceme definovat ich zlozenie (ros)(z) = r(s(z)) tak, ze
za kazdy vyskyt premennej z v rade r(z) ,dosadime® rad s(z). Nad vSeobecnym polokruhom to zrejme
nepdjde pre vietky dvojice radov: ak napriklad r(z) = 3,cy 2" a s(z) = 1, dostavame zloZenim tychto
dvoch radov nekoneény sicet jednotiek, ktory nemusi byt definovany. Akonahle ale [2°]s(z) = 0, je
rad (7 o s)(z) dany suctom cez lokdlne konecny systém radov, a teda je dobre definovany — to doka-
zeme v tvrdeni 2.1.7. ZloZenie (r o s)(z) formalnych mocninovych radov r(z) a s(z) teda nedefinujeme
pre vietky dvojice formélnych mocninovych radov, ale iba pre tie dvojice radov, kde s(z) ma nulovy
konStantny koeficient.

Tvrdenie 2.1.7. Nech S je polokruh, (ag,ai,as,...) je postupnost prokov S a s(z) je formdlny moc-
ninovy rad z S[z] taky, Ze [2°])s(z) = 0. Potom je systém (a;s(z)t | t € N) lokdine konecnyj.

Doékaz. Staci indukciou vzhladom na ¢ dokazat, Ze pre vietky t € Na k =0,...,t—1 je [z¥]s(z)! = 0.5
Tvrdenie plati trividlne pre ¢ = 0 a vdaka predpokladu na s(z) aj pre ¢ = 1. Predpokladajme teraz
platnost tvrdenia pre t = ¢ a uvazujme t = ¢+ 1. Pre k = 0,...,¢ z definicie Cauchyho si¢inu
dostavame

k
[2]s(2) " = [2¥] (s(2)75(2)) = Y ([]s(2)) (12 ]s(2)). (2.3)
j=0

Pre j = 0,...,k — 1 je vdaka indukénému predpokladu [27]s(2)? = 0; pre j = k zas z predpokladu
o rade s(z) vyplyva [zF77]s(z) = [%]s(2) = 0. Dosadenim tychto nulovych hodnot do (2.3) ziskavame
kyZzent rovnost [2¥]s(2)9t! = 0. O

7 dokazaného tvrdenia vyplyva korektnost nasledujicej definicie.
Definicia 2.1.8. Nech S je polokruh, r(z) = Y ,cy a2’ a s(z) = >,cn bez" st formalne mocninové

rady z S[z] a by = 0. ZloZenie radov r(z) a s(z) je forméalny mocninovy rad (ros)(z) = r(s(z)) € S[z]
definovany nekoneénym stuc¢tom

(ros)(z) =r(s(z)) =Y _ass(z)".

teN

Prejdime teraz k formalnym mocninovym radom nad SpecialnejSimi algebrami, nez st vSeobecné
polokruhy. Uvazujme najprv pripad, ked st koeficienty radu prvkami nejakého okruhu® (R, +,-,0,1) —
Cize polokruhu R takého, Ze ku kazdému a € R navySe v R existuje aditivny inverzny prvok —a
taky, Ze a + (—a) = (—a) + a = 0. VSimnime si, Ze existencia aditivnych inverznych prvkov v okruhu
koeficientov R nam umoznuje definovat po zlozkach aditivne inverzné pruky aj na R[z] a R|z].

Definicia 2.1.9. Nech R je okruh a 7 = },.yaz" je formalny mocninovy rad z R[z]. Potom —r
oznacuje formalny mocninovy rad

—r=—r(z) = Z(—at)zt.

teN

Ak s € R[z] je nejaky dalsi formalny mocninovy rad, piSeme namiesto s + (—r) zvy¢ajne len s — 7.

4Myslienkové vychodisko v teorii analytickych funkcii sa koniec koncov odraza uZ v oznadeni r(z), ktoré miestami
pouzivame pre formalny mocninovy rad r o jednej premennej z.

®Potom nutne aj [2*]a;s(2)" = 0 a v systéme radov (azs(z)" | ¢t € N) tak mozeme pre kazdé k € N najst najviac
konetne vela radov ats(z)" takych, ze [2"]a:s(2)" # 0 — v takom pripade totiz musi byt ¢ € {0,...,k}.

5V tomto texte pod okruhom vidy rozumieme okruh s jednotkou.
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Tvrdenie 2.1.10. Nech R je okruh. Pre kaZdy formdlny mocninovy rad r € R[z] potom:
(i) r—r=—-r+r=0;
(i) —r=(=1)-r.

Doékaz. Jednoduché cvicenie. ]

Polokruhy R[z]] a R[z] sa tak nad okruhom koeficientov R takisto stavaju okruhmi.
Désledok 2.1.11. Nech R je okruh. Algebry (R[z],+,-,0,1) a (R[z],+,-,0,1) si potom tiez okruhy.

Pripometime si, Ze pod oborom integrity” rozumieme netrividlny komutativny okruh (s jednotkou)
bez netrividlnych delitelov nuly — ide teda o okruh R obsahujtci asponi dva rozne prvky taky, Ze
pre TubovoIntu dvojicu prvkov a,b € R je a-b = b - a, pricom tato spolo¢ni hodnota je nenulova
kedykol'vek stt nenulové obidva prvky a,b.

Obory integrity buda pre nas zaujimavé hlavne vdaka tomu, Ze v nich moZno krdtit nenulovymi
prokami: pre Tubovolna trojicu prvkov a, b, ¢ oboru integrity, kde ¢ # 0, je a = b kedykolvek ac = be
(alebo ca = ¢b). V désledku uvedenej rovnosti je totiz (a—b)e = 0, ¢o vdaka predpokladu o nenulovosti
prvku ¢ moze byt v obore integrity pravda iba v pripade, Ze a = b.

Dokazeme teraz, ze okruhy (R[z],+,-,0,1) a (R[z],+,-,0,1) st pre obor integrity R tieZ vzdy
obormi integrity. Toto tvrdenie uvddzame najma preto, Ze v jeho doésledku st obormi integrity algebry
(FI=],+,-,0,1) a (F[z],+,-,0,1) pre lubovolné pole F a Specidlne aj pre F = C — v tychto algebrach
tak mozno krétit nenulovymi radmi.

Tvrdenie 2.1.12. Nech R je obor integrity. Okruhy (R[z],+,-,0,1) a (R[z],4+,-,0,1) si potom tieZ
obory integrity.

Dékaz. Netrivialnost a komutativnost oboch okruhov je zrejmé a okruh (R][z], +, -, 0, 1) je tieZ evidentne
podokruhom okruhu (R[z], +, -, 0, 1). Staci teda ukazat, ze pre lubovolné r, s € R[z] moze byt r-s =0
iba ak r = 0 alebo s = 0.

Sporom: nech r = Y, a2t a s = Y teN bzt st formalne mocninové rady nad R také, Ze r # 0,
s #0 ar-s=0. Nech m je najmensie prirodzené ¢islo také, Ze a,, # 0 a n je najmensie prirodzené
¢islo takeé, Ze b, # 0 — kedZe je R obor integrity, musi byt aj a,,b, # 0. Potom

m+n
[Zm-l—n] (T ’ 8)(’2) = Z akbm—i-n—k = amby, 3’& 0,
k=0
¢o je v spore s predpokladom r - s = 0. O

Budeme sa teraz nejaky ¢as venovat formalnym mocninovym radom nad polom koeficientov F,
pricom pre aplikacie v kombinatorike je zdaleka najvyznamnejsi pripad, ked ide o pole komplexnych
¢isel. Hoci sme prave dokazali, ze (F[z], +,-,0,1) aj (F[z], +, -, 0, 1) st vzZdy obory integrity, nejde o polia
— Tahko napriklad ukazat, ze v (F[z],+,-,0,1) neexistuje multiplikativny inverzny prvok k radu z.
Napriek tomu je ¢asto uzitofné Studovat rady, pre ktoré v algebre (F[z],+,-,0,1) multiplikativny
inverzny prvok existuje.

Definicia 2.1.13. Nech F je pole a r € F[z] \ {0} je formalny mocninovy rad. Multiplikativnym
inverzngm prokom radu r nazveme, ak existuje, rad r~! = r(2)7! taky, ze r - !
Namiesto r~! resp. 7(2)~! budeme pisat aj 1/r resp. 1/r(z).

=rl.pr =1,

Bezprostrednym désledkom asociativnosti Cauchyho sti¢inu formalnych mocninovych radov je jed-
noznac¢nost radu !, kedykol'vek tento rad pre r € F[2] existuje; v obore integrity F[z] tato skutoénost
vyplyva aj z moznosti kratenia nenulovymi radmi.

"Definiciu oborov integrity mozno chapat aj ako vysledok snahy o abstrakciu niektorych najdélezitejsich vlastnosti
celych &isel [47].
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Dokazeme teraz, ze multiplikativny inverzny prvok k radu r € F[z] existuje prave vtedy, ked mé
tento rad nenulovy konstantny koeficient.

Tvrdenie 2.1.14. Nech F je pole ar =Y, cyaz’ je formdiny mocninovy rad z F[z] \ {0}. Rad r—1
potom existuje prdave vtedy, ked ag # 0.

Dokaz. Nech ag = 0. Za t¢elom sporu predpokladajme, Ze rad r~! existuje, pricom r~ = Y teN b2t
KedZe r - r~! = 1, z definicie Cauchyho stuc¢inu dostavame

0

1= [ZO](T’ . 7“_1) = Zakb(),k = agbo = Obo;
k=0

zjavne ale neexistuje ziadne by vyhovujice rovnici 1 = 0bg — spor.

Predpokladajme teraz, Ze ag # 0. SkonStruujeme postupnost koeficientov by, by, bs, ... formélneho
mocninového radu s = Y, o be2! spliiajiiceho rovnost 7 - s = 1. Z komutativnosti okruhu F[z] potom
vyplynie aj rovnost s -r = 1; rad s teda bude hladanym radom 1.

Aby bolo r - s = 1, musi byt z definicie Cauchyho stéinu splnena rovnost
0
1=["(r-s) = axbo_k = aobo.
k=0

Kedze ag # 0, mozeme polozit by := 1/ag. Predpokladajme teraz, ze méame skonstruované vsetky
koeficienty bg, b1, ..., b pre nejaké t € N. Aby potom bolo 7 - s = 1, musi byt z definicie Cauchyho
stcinu splnené rovnost

t+1
0= [2t+1](7" -8) = Z agbiy1— = aobiy1 + arby + agbi—1 + ... + azy1bo,
k=0

z ¢oho vyplyva, Ze mozno polozit by := —(a1b + agbi—1 + ... + ay+1bo)/ap; opat pritom vyuzivame
nenulovost koeficientu ag. Rad s je tymito vztahmi jednoznacne urceny a z vysSSie uvedeného tiez
vyplyva, ze nutne r - s = 1. O

Priklad 2.1.15. Dokaz predchadzajuceho tvrdenia poskytuje pre kazdy formélny mocninovy rad r
s nenulovym konstantnym koeficientom néavod na vypocet koeficientov radu r—!. Ten mozno vyuzit
napriklad na odvodenie nasledujicich mimoriadne uzitoénych vzorcov, ktorych overenie je este jedno-
duchsou tlohou (v nasledujicom a € F a b € F\ {0} pre nejaké pole F):

1 2 3 t
teN
L 2 2 3.3 _ t t
1_az—1~|—az+az +a’z —I—...—Zaz,
teN
L1 e @2 d
b—az b b2 b3 b "'_tert“'

Podobnost so vzorcami pre Maclaurinove rady, znamymi z matematickej analyzy, nie je nédhodné.
Ku koncu oddielu ju vysvetlime ako Specidlny pripad ovela veobecnejsicho fenoménu.
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Multiplikativne inverzné prvky teda existuji len pre rady 7(z) s nenulovym koeficientom [2%]r(z).
To okrem iného znamena, Ze podiel dvoch radov je zatial definovany len v pripade, Ze ma menovatel
nenulovy konstantny koeficient. Obcas je ale uzito¢né uvazovat aj niektoré iné podiely, ako napriklad

3 5
R =1+22+24+...,
z
alebo
22— 24 9
— =2+ 2%
z—z

Takéto podiely je mozné definovat priamodiarym rozsirenim definicie multiplikativnych inverznych
prvkov — podiel 7(z)/s(z) teda bude definovany prave vtedy, ked existuje formélny mocninovy rad
q(2) taky, ze r(z) = s(z)q(z); v takom pripade nim bude prave tento rad ¢(z).

Definicia 2.1.16. Nech F je pole a r, s € F[z] st formalne mocninové rady také, ze s # 0. Podielom
radov r a s nazveme, ak existuje, rad r/s = r(2)/s(z) taky, ze r = (r/s) - s.

Z moznosti kratit nenulovymi prvkami oboru integrity opat vyplyva jednoznac¢nost takto definova-
nych podielov.

Kritérium existencie podielu dvojice formalnych mocninovych radov nad polom F vyuZiva pojem
kostupria radu. Ten je pre lubovolny nenulovy rad r € F[z] definovany ako prirodzené &islo

codegr(z) = min{t € N | [']r(2) # 0}.

Tvrdenie 2.1.17. Nech F je pole a r,s € F[z] su formdlne mocninové rady také, Ze s # 0. Rad r/s
potom ezistuje prave vtedy, ked r =0 alebo r # 0 a codeg s(z) < codegr(z).

Dokaz. Pre r =0 je evidentne r/s = 0. Po zvySok dokazu teda predpokladajme, ze r # 0. Nech najprv
b = codeg 5(z) < codegr(z) = a. Potom r(z) = 2°7(2) a s(z) = 2°3(2) pre nejakt dvojicu formalnych
mocninovych radov 7,5 € F[z] takych, Ze codeg7(z) = codeg3(z) = 0. Podiel radov r a s je teda dany
vztahom

ako mozno overit nasledujicim vypoctom:

a*@ s(z :Z“*b@zb§z = 207005 (2) = 2%F(2) = (2
(=25 ) st @) () = 2" 7(2) = 1(2).

Opacni implikiciu dokaZeme sporom — predpokladajme, Ze existuje dvojica formalnych mocnino-
vych radov 7, s € F[z] \ {0} takych, Ze b = codeg s(z) > codegr(z) = a a sucasne existuje podiel 7/s.

Nech
s(z) = Z bz
teN
) (2)
r(z ¢
— = g2
s(z) tEZN ¢

7 definicie podielu potom
—5(z) =71(2),

z ¢oho pre koeficient [2]r(z), nenulovy vdaka rovnosti codegr(z) = a, dostavame

2)

kedze z a < b = codegs(z) vyplyva by = ... = b, = 0. To samozrejme odporuje nenulovosti tohto
koeficientu. [

) = ] (555 ) = X anbac =
k=0
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Dalsou operaciou, ktortt mozno na forméalnych mocninovych radoch nad polom uvazovat, je n-td
odmocnina pre nenulové n € N. Lahko vidiet, Ze pre formalne mocninové rady r(z) s [2Y]r(z) = 0
vo vSeobecnosti nemusi existovat ziaden formalny mocninovy rad s(z), pre ktory je s(z)" = r(z) —
sta¢i vziat napriklad n = 3 a r(z) = 22. Hoci pre iné dvojice n a r(z) takyto rad s(z) existovat
moze, ide v takom pripade o relativne ndhodnu skuto¢nost s nevelkym kombinatorickym vyznamom.
Odmocniny teda budeme definovaft len pre formélne mocninové rady r(z) s [2°]r(2) # 0.

Nad wvSeobecnym polom sa pritom obmedzime na rady s konstantnym koeficientom rovnym jednej,
pre ktoré ukédZeme existenciu prave jednej n-tej odmocniny, ktorej konstantny koeficient sa tieZ rovné
jednej — t0 nazveme kanonickou. Nad polom komplexnijch &isel uz budeme uvaZovat naozaj vsetky
rady s nenulovym konStantnym koeficientom a ukazeme, Ze kazdy takyto rad » mé presne n odmocnin
radu n. Ak je navyse [2Y]r(2) kladné realne &islo, je jednoznaéne dana kanonickd odmocnina radu r(z),
ktord ma tiez kladny realny konstantny koeficient.

Za¢neme teda nad v8eobecnym polom T, a to definiciou kanonickej n-tej odmocniny formalneho
mocninového radu r(z) takého, Zze [2°]r(z) = 1. Tou bude — ako dokdZeme — jednoznacne uréeny
formalny mocninovy rad s(z), pre ktory plati [2%]s(z) = 1 a zéroveii s(2)" = r(z). Prezentécia dokazu
nasledujiceho tvrdenia je v zasade prebratéa z [89].

Tvrdenie 2.1.18. Nech F je pole ar = ,cnat2' je formdlny mocninovy rad v F[[z] taky, Ze ag = 1.
Nech n € N\ {0}. Potom existuje jednoznacne urceny formdlny mocninovy rad s = 3,y bzt € F[2]
taky, Ze byp =1 a s(z)" = r(z).

Dékaz. Nech ¢ = Y,y diz" je Tubovolny formélny mocninovy rad v F[z] taky, ze dy = 1. Matema-
tickou indukciou vzhladom na n potom mozno dokazat, ze ak ¢" = ),y et tak cg = 1, ¢1 = nd;
a pre vietky prirodzené ¢t > 2 plati ¢; = ndy +pin(di, ..., di—1), kde py 5, je nejaké polynomicka funkcia
o t — 1 premennych.

Ak teraz zo vztahov ag = 1, a1 = nby a a; = nby+pin(b1,...,bi—1) pre t > 2 vyjadrime koeficienty
b1, ba, b3, ... aak polozime by = 1, z uvedeného pre s = >, b2t vyplyva s™ = r. KedZe navyse existuje
préave jedna postupnost (by, ba, b3, . . .) spliajica vyssie uvedené vztahy, je rad s uréeny jednoznacéne. [

Definicia 2.1.19. Nech F je pole a r = Y,y a¢2" je formélny mocninovy rad v F[z] taky, Ze ap = 1.
Pre jednoznaéne uréeny rad s = >, bezt € F[2] taky, ze by = 1 a s(2)" = r(z) piseme s =: r'/" = /r
resp. s(z) =: r(2)/" = {/r(2), pricom tento rad nazyvame kanonickou n-tou odmocninou radu (z).
Pre n = 2 navyde piSeme aj /7 := /7 resp. \/7(2) := &/r(2).

Rozsirenie pojmu odmocniny na forméalne mocninové rady r(z) € C[z] s nenulovym konstantnym
koeficientom je uZ teraz priamociarou zélezitostou.

Tvrdenie 2.1.20. Nech r = Y, .yaz' je formdlny mocninovy rad v C[z] taky, Ze ag # 0. Nech
n > 1 je prirodzené cislo a nech «g,...,an—1 SU prdave vsetky n-té komplexné odmocniny cisla ag.
Potom ezistuje prave n radov s(z) € C[z] takych, Ze s(z)" = r(z), pricom tieto rady si dané ako

s0(2) = ao((1/a0)r ()", s1(2) = a1 ((1/ao)r (2D, ..., sn-1(2) = an—1((1/ao)r(2)"/".

Dokaz. Ak ma pre rad s = ), biz! platit s" = r, zrejme musi byt aj b = ag. Koeficient by teda
musi byt rovny jednému z ¢&isel ag,...,a,—1. Nech by = ay pre nejaké ¢ € {0,...,n — 1}. Potom
(1/ag)s(2))* = (1/ag)r(2), a teda (1/ay)s(z) = ((1/ag)r(2))V/", z &oho s(z) = ay((1/ag)r(z))"™.
Pre kazdé ¢ € {0,...,n — 1} sme teda nasli prave jeden rad s(z) taky, ze s(z)" = r(z), pricom Ziadne
dalsie takéto rady neexistuji. Zostava oznacit rad s(z) ziskany pre to-ktoré £ ako sy(z). O]

Definicia 2.1.21. Nech r = >, ya:2" je rad v C[2] taky, Ze ag # 0. Nech n > 1 je prirodzené &islo.
Potom Tubovolny z n existujucich radov s € C[z] takych, Ze s(z)" = r(z) nazveme n-tou odmocninou
radu 7(z). Ak je navyse ag kladné realne ¢islo, rad so(z) dany ako so(z) = ag((1/ag)r(2))/", kde ag
je kladnou realnou odmocninou é&sla ag, nazveme kanonickou n-tou odmocninou radu r(z), pricom
budeme pisat sg =: /" = {/r resp. so(z) =: 7(2)/™ = ¥/r(z). Pre n = 2 navyse piSeme aj /7 := I/r

resp. \/7(2) = /r(z).
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Pre Tubovolny rad r(z) v C[z] s kladnym realnym [2°]r(z) sme definovali mocniny aj odmoc-
niny prirodzeného radu, ako aj multiplikativny inverzny prvok. VSetky tieto operécie navyse navzajom
ykomutuju*“ — ich vykonanie v inom poradi sa vo vysledku nijak neprejavi; priamociary dokaz pre-
nechavame Citatelovi ako cvienie 2 na konci kapitoly. Tymto pozorovanim je zarucend korektnost
nasledujtcej definicie, ktora spomenuté tri operéicie vyuziva na zavedenie kanonickej raciondlnej moc-
niny formalneho mocninového radu s kladnym redlnym konstantnym koeficientom.

Definicia 2.1.22. Nech r = )",y a¢z" je formélny mocninovy rad v C[z] taky, Ze ag je kladné redlne
¢islo. Nech m > 0 a n > 1 su prirodzené ¢isla. Kanonickou m/n-tou mocninou radu r nazveme rad
™™ resp. 7(2)™™ definovany ako /" := (r™)Y/" = (#1/™"y™ Kanonickou —m/n-tou mocninou radu
r nazveme rad r~™/" resp. r(z)~"™/™ definovany ako r~™/" .= (ym/")=1 = (p=1ym/n,

Poznamka 2.1.23. Hoci vo vécSine kombinatorickych aplikicii st racionalne mocniny formélnych
mocninovych radov postacujice, je mozné definovat aj ich komplexné mocniny. Jeden z moznych
pristupov je na zéklade analdgie s Maclaurinovymi radmi — presnejsie s Newtonovou zovSeobecnenou
binomickou vetou — definovat pre kazdé a € C formalny mocninovy rad

(L+2)=Y <i‘) %

teN

a pomocou zloZenia formélnych mocninovych radov néasledne definovat komplexni mocninu Tubovol-
ného radu r € C[z] takého, 7ze [2°]r(2) = 1 — takyto rad r totiz mozno vyjadrit ako r = 1 + s, kde
[2°)s5(2) = 0; rad r* potom mozno definovat ako (1+s)%. Tito definiciu dalej mozno rozsirit na vietky
rady r € C[z] také, ze [2°]r(z) je kladné redlne — metéda je rovnaka ako pri racionalnych mocninéch.

Takto definované komplexné mocniny radov st konzistentné s nasSou definiciou racionalnych mocnin.
Dokaz tu robit nebudeme — nie je tazky, ale vyZzadoval by si rozvinat teériu formalnych mocninovych
radov do vadsej miery, neZ to dovoluje ramec tohto textu; napriklad by bolo potrebné zaviest a pre-
skimat pojem formdinej derivdcie mocninového radu, ako aj formélne obdoby Maclaurinovych radov
pre exponenciédlne a logaritmické funkcie. Citatel'a teda na tomto mieste iba odkaZeme na [89] alebo
na kurz analytickej a enumerativnej kombinatoriky [70].

Na formélnych mocninovych radoch mozno definovat aj viaceré dalsie uzito¢né operacie (napriklad
uz spomenutt formalnu derivaciu) a na zaklade analogie s teériou Maclaurinovych radov mozno defi-
novat aj viaceré Specialne rady — ako napriklad e?, sin z a podobne — z ktorych moZno vytvarat nové
rady pomocou operécie zloZenia mocninovych radov.

Poznamka 2.1.24. Bolo spomenuté, Ze v teoérii formalnych mocninovych radov otazky konvergencie
nehraji rolu. Dobre definovanymi formalnymi mocninovymi radmi st napriklad aj >,y t!zt alebo
Y ieN 22' 2%, hoci Maclaurinove rady Yoo tlzt a Yoo 22"t maji nulovy polomer konvergencie, a teda
nereprezentuju funkcie analytické v bode z = 0. Mozno vsak dokazat, Ze obor integrity Hg vSetkych
funkcii komplexnej premennej analytickych v bode z = 0 je izomorfny s urc¢itym podokruhom oboru
integrity C[z], pricom analyticka funkcia s Maclaurinovym rozvojom » ,° a;2"
zobrazi na ), asz'. Lahko potom vidiet, Ze aj operacie ako racionalna mocnina alebo zloZenie radov
sa na Hy spravaja rovnako ako na obraze Hy v C[z].

sa v tomto izomorfizme

Désledkom tohto pozorovania napriklad je, Zze na vypocet koeficientov formalneho mocninového
radu r(z) zadaného pomocou ,zakladnych“ radov z a a pre a € C a vysSie zavedenych operacii,
napriklad

1—-+v1—-14z
)=

mozno pouzit Standardny vzorec na vypocet koeficientov Maclaurinovho radu znamy z matematickej
analyzy.
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2.2 Vytvarajuce funkcie a ich pouzitie

Najmaé z dévodov opisanych na zaciatku predchadzajiceho oddielu je pri analyze postupnosti objavu-
jucich sa v kombinatorike mimoriadne uZito¢nou technikou praca s vytvdrajicimi — alebo generujicimi
— funkciami. Pre dana postupnost komplexnych — a $pecialne aj prirodzenych — &isel (ag, a1, az,...)
nazveme jej vytvdrajicou funkciou® formalny mocninovy rad a(z) € C[z] dany ako

= E CLtZt.

teN

a(z) = a2’ + ay 2t +ag2? + ...

Tento rad bol v predchadzajiucom oddiele definovany préave ako postupnost koeficientov (ag, a, as, .. .)
— na formaélnej trovni teda neexistuje Ziaden rozdiel medzi postupnostou a jej vytvdrajicou funkciou.
Rozliovanie medzi tymito dvoma konceptmi ma vSak velky prinos z hladiska metodiky — interpretovat
postupnost ako formalny mocninovy rad znamena pracovat s nou odlisnym sposobom a povazovat
za prirodzené odlisné operacie.

Lubovolnt postupnost ¢isel — ¢i uz ide o enumera¢nit postupnost kombinatorickej triedy, alebo
napriklad o postupnost dand rekurentnym vztahom — tak moézeme chapat aj ako formélny mocninovy
rad, ktory nazyvame vytvdrajicou funkciou danej postupnosti; povodné postupnost sa zas takto stéava
postupnostou koeficientov svojej vytvarajicej funkcie. Operédcie na formélnych mocninovych radoch
pritom vzdy zodpovedaju uréitym operaciam na ich postupnostiach koeficientov a ¢asto byva mozné
identifikovat aj ich kombinatoricky vyznam (tzn. prislusni operaciu na kombinatorickych triedach).

Uvedme par najdolezitejsich vztahov medzi operaciami na postupnostiach a ich naprotivkami na vy-
tvarajucich funkciach. Tabulka 2.1 za¢ina dvoma vytvarajicimi funkciami a(z) a b(z) pre postupnosti
(ap,a1,asg,...) resp. (bg,b1,ba,...). Dalsie riadky hovoria o postupnostiach koeficientov vytvarajucich
funkcii ziskanych z funkcii a(z) a b(z) niektorymi elementarnymi operaciami. VSetky tieto vztahy su
zrejmym ddsledkom definicii operacii na formalnych mocninovych radoch z minulého oddielu.

Vytvarajuca funkcia

‘ Postupnost koeficientov

a(z)
b(z)

ap, ay, az, . .
bOa bla b2) .

)

)

c-a(z) preceC

a(z)—agz%—aiz'—.

i—1
—a; 127

. 27
zJ - a(z) pre j € N

pre j €N

a(z?) pre j € N také, 7e j > 1

cag, cay, cag, . . .)

a(z)ib(z) aoﬂ:bo,alﬂ:bl,agibg,...)

a(z) - b(z) ), kde ¢; = 31 axbi_, pre vietky t € N
a(z)z_ao aj,as,as,...)

z-a(z) 0,a0,a1,as,...)

(
(
(
(
(co,c1,c2,. .
(
(
(
(0,

j
(a0, 0,0,...,
—_————

j—1

a]aaj+17a]+27 x
: ,0,@0,(11,@2,..

)

0,a1,0,0,...,
—_——

)

0,as,...)

j—1

Tabul'ka 2.1: Vybrané operacie na formalnych mocninovych radoch spolu so zodpovedajicimi operaciami
na postupnostiach koeficientov.

8Presnejsie ide o tzv. obycajnu vytvarajucu funkciu. S inymi typmi vytvarajucich funkcii v tomto texte pracovat
nebudeme, a preto si dovolime toto drobné zjednoduSenie terminoldgie. Samotny termin ,,vytvarajtca funkcia* sa pouziva
najmé z historickych dévodov — v minulosti sa pod vytvarajicou funkciou ¢asto nerozumel formdlny mocninovy rad, ale
rovno Maclaurinov rad reprezentujici analyticka funkciu.
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V tabulke 2.2 st dalej zhrnuté postupnosti koeficientov niektorych vyznacnych konkrétnych vy-
tvarajicich funkcii.? Tento sthrn je zna¢ne minimalisticky — existuje mnozstvo d'alsich vytvarajucich
funkcii, ktoré je z hladiska aplikicii v kombinatorike uZzito¢né poznat.

Vytvarajaca funkcia ‘ Postupnost koeficientov ‘
apre a € C (a,0,0,...)
z (0,1,0,0,...)
2 pre j €N (0,0,...,0,1,0,0,...)

N———

j—1

o (1,1,1,...)
ljaz pre a € C (a®,al,a?,...)
——preacCabeC)\ {0} (Z—?,‘;—;,%i,...)
(1+2)*preaeC (@) (9 ()--)

Tabul'ka 2.2: Niektoré konkrétne vytvarajuce funkcie.

Proces aplikacie vytvarajacich funkcii v enumerativnej kombinatorike véc8inou pozostava z nasle-
dujacich dvoch féaz:

1. Ndjdenie vytvdrajicej funkcie pre skiimant postupnost. Tym sa rozumie jej vyjadrenie pomocou
»zakladnych” formélnych mocninovych radov, akymi st napriklad rady a pre a € C, rad z
a dalsie, a pomocou znamych operacii na formalnych mocninovych radoch, ako st napriklad tie
zavedené v predchadzajicom oddiele. Vystupom tejto fazy moéze byt napriklad pozorovanie, Ze
vytvarajacou funkciou danej postupnosti (ag, ai,az,...) je a(z) = (1 — /1 — 42)/(2z).

Je znamych viacero technik umoznujicich tento proces hladania vytvarajucich funkcii do velkej
miery zmechanizovat. Napriklad pre postupnosti dané rekurentnymi vztahmi urcitych typov byva
najdenie prislusnej vytvarajucej funkcie ¢asto velmi jednoduché. Existuja tiez rozne formalizmy
na Specifikiciu kombinatorickych tried, pozostavajicich z objektov ako napriklad stromy, grafy
a podobne — tie si ¢asto navrhnuté tak, aby bolo mozné $pecifikiciu danej kombinatorickej triedy
mechanicky pretavit do podoby vytvarajicej funkcie jej enumeracnej postupnosti.

Medzi takéto Specifika¢né mechanizmy patri napriklad symbolickd metoda opisana v klasickej
monografii Flajoleta a Sedgewicka [44|, do velkej miery inspirovana formélnymi gramatikami.
Spomedzi niekolkych alternativnych, avSak v podstate velmi podobnych pristupov spomenme
takzvanu Delestovu- Viennotovu-Schiitzenbergerovu metodiku spoc¢ivajucu v zakédovani objektov
danej kombinatorickej triedy do slov nad ur¢itou abecedou tak, aby dizka slova vidy odrazala
velkost zakodovaného objektu. Nasledne sa pokracuje, ak je to mozné, konstrukciou (obycajne
bezkontextovej) gramatiky generujticej jazyk vSetkych takychto slov. Na zaklade danej bezkon-
textovej gramatiky G je uz moZné mechanicky skongtruovat vytvarajiucu funkciu pre postupnost,
ktorej t-ty ¢len udava pocet slov dlzky ¢ v jazyku generovanom gramatikou G.

2. Pouzitie ndjdenej vytvdrajicej funkcie na ziskanie informécii o skiimanej postupnosti. Niekedy
sa napriklad moze podarit vyjadrit vytvarajicu funkciu spdésobom umozinujicim néjdenie vzorca
pre t-ty ¢len zodpovedajicej postupnosti v uzavretom tvare. To ¢asto nie je mozné; pre omnoho
vacsiu triedu vytvarajicich funkcii je ale mozné aplikovat metody analyticke; kombinatoriky
na najdenie asymptotického odhadu pre -ty ¢len postupnosti a t — oo, pripadne aspon najst Tu-
bovolny ¢len postupnosti standardnymi metdédami na vypocet koeficientov Maclaurinovho radu.
O dalsich aplikaciach vytvarajacich funkeii sa mozno doé¢itat napriklad v [44, 104].

9Treba prizvukovat, Ze v pripade vytvarajacich funkcii (1 4+ 2)* pre a € C ide o ich definiciu, ktorej konzistentnost
s racionalnymi mocninami sme postulovali, ale nedokézali.
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Pokrocilymi metédami $pecifikacie kombinatorickych objektov a analytickymi metédami umoziuja-
cimi z velkej ¢asti zmechanizovat proces najdenia asymptotického odhadu pre pocet kombinatorickych
objektov daného typu a velkosti sa na tomto mieste zaoberat nebudeme; ide o hlavnt naplih kurzu ana-
lytickej a enumerativnej kombinatoriky [70]. V nasledujicom sa obmedzime na jeden ukazkovy priklad,
v ktorom najdeme vytvarajicu funkciu postupnosti Fibonacciho &isel danej rekurentnym vztahom.
Néajdena vytvarajucu funkciu nasledne vyuzijeme — vdaka tomu, Ze bude ,,velmi jednoduchého typu*
— na vyjadrenie t-teho Fibonacciho ¢isla v uzavretom tvare.

Priklad 2.2.1. Postupnost Fibonacciho ¢isel (F})ieny = (Fo, Fi, Fo, .. .) je definované rekurentne:

Fo =0,
=1,
Ft_;,_g = Ft+1 + Ft pre véetky teN. (24)

Nech r(z) je vytvarajuca funkcia postupnosti (F})ien. Potom

r(z) —Fy r(2)

je vytvarajuca funkcia postupnosti (Fiy1)en a

r(z) —Fo— Fiz  r(z)—=z
22 22

je vytvarajica funkcia postupnosti (Fjy2)ien. Zo vztahu (2.4) preto vyplyva

r(z)2— z_ 7"(22) +r(2),

z

z ¢oho upravou pomocou operacii zavedenych v predchédzajicom oddiele dostavame
r(z)-(1—z—2%) =2

Teda

_ z _ z _1 1 1
O = T = e~ v (e )
1445 _1-+5
=7 a  Y=—

Vytvarajiacu funkciu r(z) sme teda vyjadrili ako linearnu kombinaciu dvojice znamych forméalnych
mocninovych radov 1/(1 — ¢z) a 1/(1 —z). Z tabuliek 2.1 a 2.2 uz teda mozno vy¢itat, Ze pre vietky
teN je

kde

R A ST U S DR
R ) = B (2 - 1) = = -0

tym sme vyjadrili ¢-te Fibonacciho ¢islo v uzavretom tvare.

Metoda z predchadzajiuceho prikladu je pouZzitelna na omnoho Sir§iu Skalu rekurentne zadanych
postupnosti. Obdobnym sposobom je moZzné, za predpokladu schopnosti faktorizovat polynémy I'ubo-
volného stupiia, vyjadrit v uzavretom tvare ¢-ty ¢len Tubovolnej postupnosti (a¢)ien danej linedrnou
homogénnou rekurenciou s konstantnymi koeficientmi — to jest rekurenciou typu

Cqaitd + C4—1at+d—1 + ... + coar =0

pre v8etky t € N, kde d > 1 je prirodzené ¢islo, ¢y, . . . , ¢q st komplexné konstanty, cq # 0 a ag, . . ., aq_1
st dané ako pociatoéné podmienky. ZovSeobecnenie pristupu z prikladu 2.2.1 na takato Sirsiu triedu
rekurencii pre tuto chvilu prenechavame ¢itatelovi. V kapitole 6 vSak na rovnakej irovni vSeobecnosti
podrobne presktimame tzko sivisiaci pristup zaloZeny na line4rnej algebre.
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2.3 Rady o niekol'kych komutujacich premennych

Teériu formélnych mocninovych radov o jednej premennej z mozno prirodzenym sposobom rozsirit
na teoriu formalnych mocninovych radov o m premennych z1, . . ., z,, pre lubovolné nenulové prirodzené
¢islo m. Takymito radmi rozumieme formalne stcty typu

_ t1 t
(21,0 y2m) = g Aty ot 21 - 2 (2.5)
(t1,0tm) EN™
Pri tomto zapise sa rozumie samosebou, Ze premenné zi, ..., 2, s komutujtce: pre kazda pripustni
dvojicu indexov 4,7 je zz; = zjz;. Preto sa zvycajne hovorf len o formalnych mocninovych radoch
o niekol'kych premennych a komutujtcost premennych z1, ..., z,, sa explicitne nezdoéraziuje. My vSak

v nasledujicom oddiele prave od tejto zdanlivo nespochybnitelnej poziadavky upustime a budeme
pracovat s formalnymi mocninovymi radmi o niekolkych nekomutujicich premennych — okrem iného
tak ziskame uZzito¢né zovSeobecnenie forméalnych jazykov. Aby sme medzi oboma druhmi radov roz-
ligili, budeme rady typu (2.5) nazyvat formalnymi mocninovymi radmi o niekolkych komutujicich
premennych.

V enumerativnej kombinatorike sa pracuje takmer vyluéne s radmi o komutujicich premennych —
zavadza sa tiez pojem vytvdrajicej funkcie niekolkyjch premenngch. Tieto rady st mimoriadne uzitoéné
v situéciach, ked je okrem velkosti kombinatorickych objektov potrebné uvazovat eSte aspon jeden
dalsi parameter.

Na formalnych mocninovych radoch o m komutujtcich premennych moZno definovat operacie ana-
logické tym z oddielu 2.1, pricom mySlienkovym vychodiskom sa tu opét predovSetkym vlastnosti
Maclaurinovych radov funkcif viacerych premennych. My tak teraz ¢init nebudeme a tuto tilohu prene-
chame ¢itatelovi ako cvicenie. Obmedzime sa len na vyslovenie formélnej definicie radov o niekol'kych
komutujacich premennych, ktord mozno — rovnako ako pre rady o jednej premennej — sformulovat
pre Tubovolnt mnoZinu koeficientov.

Rady o jednej premennej s koeficientmi v mnozine S sme definovali prostrednictvom stotoznenia
s postupnostami ich koeficientov — ide teda o zobrazenia z N do S. Rady o m komutujtcich premennych
definujeme ako zobrazenia z N do mnoziny S.

Definicia 2.3.1. Nech m > 1 je prirodzené ¢islo a S je mnozina. Formdlny mocninovy rad o m

komutujicich premenngch z1, ..., zy s koeficientmi v mnozine S' je zobrazenie
r: N — S.
Ak je pre vietky t1,...,t, € N hodnota zobrazenia r pri argumentoch (ti,...,t,) rovna as, . 4.,
piseme
_ _ t1 tm
T =1(21,.. . 2m) = byt 21 e 2
(t1,estm ) EN™
. .t . . .
Koeficient ay, ... ¢, pri 2" ... zf,g" oznacujeme aj
_. [t t _ [t t
Aty =0 (21 2T (21, 2m) = 200z
a od oznacenia 7(t1,...,tm) uputstame.!? Koeficient ap,... o nazyvame konstantnym. Mnozinu vSetkych
formalnych mocninovych radov o komutujicich premennych zi,...,z, s koeficientmi v mnozine S
oznacujeme S[z1, ..., zm].

190znagenie takéhoto typu sa chape, podobne ako v oddiele 2.1 pri formalnych mocninovych radoch o jednej premennej,
ako dosadenie za jednotlivé premenné zi,..., zZm.
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2.4 Rady o niekol'kych nekomutujiacich premennych

Automaty rozoznévajice forméalne jazyky nad abecedou ¥ moZno chépat ako ,zariadenia® realizujtice
zobrazenia typu ¢: 3* — B — pre slovo w € ¥* je potom p(w) = 1 prave vtedy, ked w patri do jazyka
rozoznéavaného danym automatom. Tento pohlad sa neobmedzuje na jazyky rozoznévané automatmi:
kazdy jazyk L C ¥* je jednoznacne zadany jeho charakteristickou funkciou xr: 3* — B danou ako
xr(w) =1 pre vietky w € L a xr(w) = 0 pre vietky w € ¥* \ L. Kazdé zobrazenie ¢: X* — B moZno
naopak reprezentovat pomocou jeho nosica supp(p) = {w € ¥* | ¢(w) # 0}, ¢o je jazyk nad X. Zjavne
sme prave opisali bijekciu medzi jazykmi nad abecedou ¥ a zobrazeniami zo ¥* do B.

Pri automatoch nas ale okrem prislugnosti slov do jazyka ¢asto zaujima aj nejaka d’alsia informacia.
Mozeme sa napriklad pytat, kol'ko existuje behov automatu na danom slove. UZitoénym modelovacim
nastrojom tiez moézu byt automaty, ktorych prechodom su priradené ceny; zaujimat nas moze napriklad
cena najlacnejsieho behu na danom slove. V tychto a v mnohych d'algich pripadoch sa zda byt prirodzené
chapat automaty ako ,zariadenia“ realizujice zobrazenia typu ¢: 3* — S, kde S je nejakd nie nutne
booleovskd mnozina. Sledujic tito myslienku sa v nasledujticej kapitole dostaneme k definicii pojmu
automatov s vahami.

Zatial v8ak na automaty pozabudnime a sktimajme vlastnosti samotnych zobrazeni ¢: ¥* — S.
Keby sme ako abecedu zvolili ¥ = {z1,..., 2z, }, i8lo by o zobrazenia priradujice Tubovolnému slovu
nad touto abecedou — napriklad z1z129 alebo 212921 — prvok mnoziny S. Jedinym rozdielom oproti
formalnym mocninovym radom z predchadzajiceho oddielu teda je, Ze ,, premenné“ z1, ..., z,;, chdpeme
ako nekomutujice — 212129 a 212921 su rozne slova a nie ten isty objekt Z%Zg. Zobrazenia ¢: X* — S
preto budeme chapat ako formdlne mocninové rady s nekomutujicimi premenngmi — napriek tomu, Ze
sa uz v takychto radoch kvoéli nekomutujtcosti premennych Ziadne mocniny nevyskytuju.

Citatel si na tomto mieste pravdepodobne kladie otazku, z akého dévodu budeme namiesto dobre
znameho pojmu zobrazenia pracovat s akousi ¢udesnou analdgiou formalnych mocninovych radov,
v ktorej uz ani ziadne mocniny pritomné nie si. Dovod za touto volbou spoc¢iva v skutocnosti, ze sa
snazime najst vhodné zovseobecnenie nielen pre mnozinu vSetkych formalnych jazykov nad abecedou X,
ale aj pre algebru tychto jazykov — to jest polokruh s operdciami zjednotenia a zretazenia. Ak vyjadrime
definiciu zretazenia jazykov L, K C ¥* pomocou ich charakteristickych funkcii xr, xx: 3* — B, tak
pre vietky w € ¥* je

xer() = \/ (e Axr().

u,veX*
Uv=w

Vidime, Ze zretazenie jazykov nezodpoveda beznému sucinu zobrazeni, ale skor népadne pripomina
Cauchyho st¢in mocninovych radov. Prirodzenou multiplikativnou opericiou na nami uvaZovanych
zobrazeniach teda nie je klasické nésobenie funkcii, ale Cauchyho sicin formalnych mocninovych radov
s nekomutujicimi premennymi, ktory mozno chapat ako zovseobecnenie zretazenia jazykov.

V nasledujicom teda na¢neme problematiku formélnych mocninovych radov o niekol'kych nekomu-
tujicich premennych. Hoci ich definiciu opét sformulujeme pre koeficienty z Tubovolnej mnoziny S,
zaujimavy pre nas bude predovsetkym pripad, ked je S polokruh. Vtedy totiZ bude moZné prirodzene
definovat stucet a Cauchyho siéin formalnych mocninovych radov s nekomutujtcimi premennymi.

Definicia 2.4.1. Nech ¥ je abeceda a S je mnoZina. Formdlny mocninovy rad o nekomutujicich
premennijch z abecedy ¥ s koeficientmi v mnozine S je zobrazenie

r: Y —= S,

Pre w € ¥* potom namiesto r(w) piSeme (r,w) a tento prvok nazyvame koeficientom slova w v rade r.
Pre samotny rad r piSeme

Koeficient (r, &) nazyvame konstantnym. Mnozinu v8etkych formalnych mocninovych radov o nekomu-
tujucich premennych zo ¥ s koeficientmi v S oznacujeme S{¥*).
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Poznamka 2.4.2. Casto budeme namiesto o yformalnych mocninovych radoch o nekomutujtcich
premennych zo ¥ s koeficientmi v S hovorit len o formdlnych mocninovijch radoch nad abecedou X
a mnoZinou S, pripadne len o formdlnych mocninovich radoch nad % a S.

Poznamka 2.4.3. Formalne mocninové rady o niekol’kych nekomutujucich premennych st, rovnako
ako rady o niekolkych komutujtcich premennych, zovSeobecnenim formélnych mocninovych radov
o jednej premennej z — tie mozno povazovat aj za rady nad unarnou abecedou ¥ = {z}. Pre nas vsak
bude omnoho podstatnejsi fakt, ze forméalne mocninové rady nad ¥ a S st zovSeobecnenim jazykov'!
nad abecedou X, kedZe tie mozno chapat ako rady nad ¥ a B.

Zamerajme sa teraz na formalne mocninové rady s koeficientmi v polokruhu — v takom pripade
mozZzeme definovat sticet a Cauchyho sicéin radov prirodzenym zovSeobecnenim definicii z oddielu 2.1.

Definicia 2.4.4. Nech X je abeceda a S je polokruh. Nech 7 =3~ _s.(r,w)was =" _s.(s, w)w st
formalne mocninové rady z S{X*)). Sucet radov r a s je potom formalny mocninovy rad r+s nad ¥ a S
taky, Ze pre vSetky w € ¥* je

(r+s,w) = (r,w)+ (s,w)

a Cauchyho sucin radov r a s je formalny mocninovy rad r - s nad 3 a S taky, ze pre vietky w € ¥* je

(r-s,w)= Z (ryu)(s,v).

u,veX*
UV=w

Poznamka 2.4.5. Operacie stactu a Cauchyho su¢inu radov nad ¥ a S st zovSeobecneniami operacii
zjednotenia a zretazenia jazykov nad abecedou X.

Nosicom formalneho mocninového radu r nad 3 a S nazveme jazyk supp(r) = {w € ¥* | (r,w) # 0}.
Prvok a polokruhu S budeme stotoziiovat s formalnym mocninovym radom r takym, Ze (r,e) = a
a (r,w) = 0 pre vietky w € XT. Podobne kazdé slovo w € ¥* budeme stotoziiovat s radom r takym,
ze (r,w) =1 a (r,z) = 0 pre vietky x € ¥* \ {w}. Lahko potom vidiet, Ze kone¢nym poctom aplikacif
sic¢tu a Cauchyho stcinu mozno z radov a pre a € S a w pre w € X* ziskat prave vetky formalne
mocninové rady r nad ¥ a S také, ze supp(r) je koneéna mnozina. Takéto rady nazveme polynomami
nad ¥ a S; mnozinu vietkych polynémov nad ¥ a S ozna¢ime S(¥X*). Pre Tubovolny jazyk L C ¥*
navyse ozna¢ime ako S{ L) mnozinu vSetkych forméalnych mocninovych radov r € S{X*)) takych, ze
supp(r) € L a ako S(L) mnozinu vSetkych polynémov p € S(¥*) takych, ze supp(p) C L. Specidlne
napriklad S{¥X1) oznac¢uje mnozinu vietkych formélnych mocninovych radov nad ¥ a S s nulovym
konstantnym koeficientom, S(X) je mnozina vSetkych polynémov typu ajc; + ... + agcg pre k € N,
ai,...,ax € Sacy,...,c; €%, apodobne. Kedze prvky S({{e})) = S({e}) stotoziujeme s prvkami S,
budeme stotoziiovat aj samotné tieto mnoziny. Umocriovanie radov nad X a S definujeme Standardne:
pre r € S(¥*) kladieme 7° = 1 a r'+1 = ¢ .y pre vietky t € N.

Je jednoduchym cvi¢enim dokazat nasledujice tvrdenie, podla ktorého mnoziny S{X*) a S(X*)
tvoria s operdciami stc¢tu a Cauchyho sucinu opat polokruh. Lahko tiez vidiet, Ze pre unarnu abecedu
Y = {z} su tieto polokruhy izomorfné polokruhom S[z] resp. S[z].

Tvrdenie 2.4.6. Nech ¥ je abeceda a S je polokruh. Algebry (S(X*),+,-,0,1) a (S(X*),+,-,0,1) su
potom tieZ polokruhy.

Nekonec¢né sucty formalnych mocninovych radov nad ¥ a S vo vSeobecnosti definovat nemozno.
Vzdy ale mozno definovat sucty cez lokdlne koneéné systémy radov, ktoré definujeme rovnakym spo-
sobom ako pri radoch o jednej premennej: systém radov nad X a S je lokdlne kone¢ny, ak je v tomto
systéme pre kazdé w € ¥* konefne vela radov s nenulovym koeficientom pri w. Nekoneény sucet
cez lokdlne koneény systém radov je mozné definovat po zlozkdch — pre kazdé w € X* je koeficient
nekonecného sictu pri w dany koneénym sictom.

HEormalne mocninové rady o niekolkych nekomutujacich premennych sa preto obéas v literattre nazyvaja aj jazykmi
s vdhami [80].
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Definicia 2.4.7. Nech ¥ je abeceda a S je polokruh. Systém (r; | @ € I) formélnych mocninovych radov
z S(X*) je lokdlne konecny, ak je pre kazdé w € ¥* konena mnozina I(w) := {i € I | (r;,w) # 0}.

Definicia 2.4.8. Nech ¥ je abeceda, S je polokruh a (r; | i € I) je lokdlne kone¢ny systém formalnych
mocninovych radov z S{X*). Sicet systému radov (r; | i € I) potom definujeme ako

el
kde r je formélny mocninovy rad v S{X*)) taky, Ze pre vietky w € ¥* je
(rw)= Y (ri,w).
i€l(w)

Po zlozkéch tiez mozno definovat nekonecné sucty cez Tubovolny (resp. lubovolny kone¢ny alebo
spocitatelne nekone¢ny) systém formalnych mocninovych radov nad tplnym (resp. spocitatelne tupl-
nym) polokruhom.

Definicia 2.4.9. Nech X je abeceda, S je tplny (resp. spocitatelne tuplny) polokruh a (r; | i € I) je
Tubovolny (resp. Tubovolny kone¢ny alebo spoéitatelne nekoneény) systém formalnych mocninovych
radov z S{X*)). Sucet systému radov (r; | i € I) potom definujeme ako

E ry=r,

kde r je formélny mocninovy rad v S{X*)) taky, Ze pre vietky w € ¥* je

(ryw) = Z(ri,w).

el

Poznamka 2.4.10. Definicie 2.4.8 a 2.4.9 st konzistentné v nasledujiucom zmysle: ak (r; | ¢ € I) je
(spocitatelny) lokalne koneény systém radov nad (spocitatelne) aplnym polokruhom — to je jediny
pripad, kde mozno aplikovat obe definicie — tak pre vSetky w € ¥* je

D (rw) =) (riw);

i€l (w) iel

podla oboch definicii teda dostaneme rovnaky stcet.!? Postupnym pouZitim podmienok (i) a (iii)
definicie 1.4.2 totiz skuto¢ne dostavame

Z(m,w): Z (riy,w) = Z(n,w)—i— Z 0= Z(ri,w)+ Z 0-0=

il i€ I(w)O(I\I (w)) i€I(w) ieNI(w)  iel(w) eI\ (w)
= Z (ri,w)+0- Z 0= Z (ri,w).
1€l(w) e\l (w) tel(w)

Dokaz nasledujiceho tvrdenia prenechavame ¢itatelovi ako jednoduché cvicenie.

Tvrdenie 2.4.11. Nech X je abeceda a S je uplny (resp. spocitatelne uplny) polokruh. S nekonecnymi
suctami z definicie 2.4.9 potom (S{X*),+,-,0,1) tieZ tvori uplny (resp. spocitatelne uplny) polokruh.

12y daka podmienke (i) definicie 1.4.2 si mézeme dovolit nerozliovat notaciu pre stéty cez konené indexové mnoziny
v Tubovolnom polokruhu (kde ide iba o skrateny zapis pre niekolko aplikicii operacie +) a v spocitatelne uplnom
polokruhu (kde ide o hodnotu zobrazenia ® na kone¢nom systéme).
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Nekonec¢né suc¢ty mozno za uréitych podmienok vyuZzit na definiciu iterdcie forméalneho mocninového

radu zovSeobechiujucej iterdciu jazykov. Iterdciu radu r nad X a S by sme chceli definovat ako
r* = Z 7.
teN

Stucet na pravej strane nemusi byt vzdy dobre definovany. Ukazuje sa v8ak, Ze pre rady z mnoZiny
S{XT) - t. j. rady s nulovym konstantnym koeficientom — ide zakaZdym o stcet cez lokdlne kone¢ny
systém radov, a teda ho mozno interpretovat v zmysle definicie 2.4.8 (to dokdzeme v tvrdeni 2.4.12,
ktoré je analogiou tvrdenia 2.1.7). Podobne je tento siucet dobre definovany pre vSetky rady z S{X*),
kde S je tplny alebo aspoini spocitatelne tplny polokruh — v tomto pripade ho moZno interpretovat
v zmysle definicie 2.4.9. Vdaka poznamke 2.4.10 st navySe obidve definicie navzajom konzistentné.

Tvrdenie 2.4.12. Nech X je abeceda, S je polokruh a r € S{(XT). Potom (r',w) =0 pre kazdé t € N
a vietky w € X* také, Ze |w| < t; systém radov (r' | t € N) je teda lokdlne konecny.

Dékaz. Tvrdenie je trividlne pravdivé pre ¢ = 0. Nech teraz tvrdenie plati pre t = ¢ a uvazujme
t=q+ 1. Ak |w| < ¢+ 1, tak

(r w) = (11 r,w) = Z (rt,u)(r,v) = (r?,w)(r,e) + Z (rt,u)(r,v) =0,

u,vEX* uer* vext
uv=w uv=w

kedze (r,e) = 0 a v sucte

Z (rt u)(r,v)

uer* vext
Uuv=w
musi pre kazdé u byt |u| < ¢, vdaka ¢omu z indukéného predpokladu dostéavame (r?,u) = 0. O

Definicia 2.4.13. Nech ¥ je abeceda, S je polokruh a r € S{XT). Iterdciou radu r nazveme rad r*
nad ¥ a .S definovany predpisom
r* = Z rt.

Definicia 2.4.14. Nech X je abeceda, S je spocitatelne tuplny polokruh a r € S{X*). Iterdciou radu
r nazveme rad r* nad X a S definovany predpisom

r* = E .

Nasledujtice méalo prekvapivé tvrdenie ukazuje, ze aj pre sty cez lokilne konecné systémy radov
mozno sformulovat obdoby vlastnosti (i) az (ii¢) z definicie spo¢itatelne tplnych polokruhov.

Tvrdenie 2.4.15. Nech X je abeceda a S je polokruh. Potom:
(i) Lubovolny konecny systém (r; | i € I) radov z S(X*) s I = {i1,...,ix} je lokdlne konecny, pricom
Zielri =7yt T

(i1) Ak (r; | © € I) je lokdlne konecny systém radov z S(X*) a (I; | j € J) je zovSeobecneny
rozklad mnoziny I, si lokdlne konecné aj systémy (r; | i € I;) pre vSetky j € J, ako aj systém
Zz‘elj ri|j€J), pricom
> (xn) -3
jedJ ielj el

(tit) Ak (r; | i € I) je lokdlne konecny systém radov z S(X*) a r € S(X*)), su lokdlne konecné aj
systémy (rr; | i € I) a (ryr | @ € I), pricom

() o (S

el i€l el el



Formalne mocninové rady 57

Dékaz. Jednoduché dokazy tvrdeni (i) a (ii) prenechavame Citatelovi ako cvicenie. Dokazme zostava-
juce tvrdenie (7).

Ozna¢me pre kazdé x € ¥* ako I;(x) koneént mnozinu I (z) = {i € I | (r;,x) # 0} a ako Iy(z)
mnozinu Iy(x) = {i € I | (rr;,z) # 0}; samotné oznacenie I(z) pouzivané vyssie by v tomto pripade
bolo nejednoznac¢né. Zrejme

Lz)C{liel|JuveXuwv=a A (r,u)#0 A i€ 1(v)} = I3(x). (2.6)
Mnozina Iz(x) je teda kone¢na a systém (rr; | i € I) je lokdlne kone¢ny. Pre vietky i € I3(x) \ I2(x)
navyse
Z (ryu)(ri,v) =0. (2.7)
u,ng*

Pre kazdé w € ¥* potom vdaka distributivnosti kone¢nych suc¢tov vzhladom na nésobenie dostavame

(r <Zn> ,w) Z (r,u) (Zm,v) = Z (r,u) Z (ri,v) =
el e

i€l u,veEX* 1€ (v)
UV=w uv=w
(2.6),(2.7)
= Z Z (’f’, u)(ri,v) = Z Z (T7 u)(ri’v) =
u,veEX* 1€l (v) i€l3(w) u,ver*
uv=w uv=w
(2.6),(2.7)
=N Y )= ) (rriw) =
1€lz(w) u,veX* i€lz(w)
uv=w
= (Z rr, w)
el
a podobne mozno argumentovat aj pre distributivnost sprava. O

2.5 Matice formalnych mocninovych radov

Citatelovi prenechavame ako jedno z cvigeni na konci kapitoly Tahky dokaz nasledujiceho tvrdenia:
pre kazdy polokruh S a prirodzené ¢islo n tvori mnozina S™*" vSetkych Stvorcovych matic typu n x n
nad S, spolu s operaciami suctu a obvyklého si¢inu matic v zmysle definicie 1.3.7, opét polokruh.
Ak je navyse polokruh S (spocitatelne) uplny, je (spocitatelne) uplnym aj polokruh S™*".

Pre kazdu abecedu X, polokruh S a prirodzené ¢islo n oznacujeme ako (S{X*)))"*"™ mnoZinu viet-
kych matic typu n x n, ktorych prvkami st formélne mocninové rady nad ¥ a S. Ide o polokruh, ktory
je evidentne izomorfny s polokruhom S™*™({3*) formalnych mocninovych radov nad ¥ s koeficientmi
v S™™ — jzomorfizmus tychto dvoch polokruhov priradi matici A = (r;;)nxn € (S(X*))™*" rad
r e SPM(X*) taky, ze pre vietky w € ¥* je (r,w) = ((rij,w))nxn- Tieto dva polokruhy budeme sto-
tozilovat a pre mnozinu (S{X*)))"*" matic typu n x n nad S{3*)) tak niekedy budeme pouzivat kratsie
oznacenie S™*™(¥*)). Rovnako nebudeme rozlisovat ani medzi mnozinami (S{XT))"*™ a S"*"(LT)),
medzi mnozinami (S(X*))"*" a S™*"™(¥*), atd.

KaZzdu maticu mocninovych radov teda budeme chéapat aj ako mocninovy rad s maticovymi ko-
eficientmi a naopak. To nam okrem iného umoznuje hovorit aj o lokdlne konecnijch systémoch matic
formalnych mocninovych radov — péjde jednoducho o systémy, ktoré su lokalne konecné ak ich inter-
pretujeme ako systémy forméalnych mocninovych radov s maticovymi koeficientmi.

Spomenuli sme, Ze pre (spocitatelne) iplng polokruh S je (spocitatelne) tuplnym aj polokruh S{>*).
Pre kazda maticu A € S™*"(¥*)) potom mozno uvazovat jej iterdciu A* (definicia 1.4.5), pre ktoru
navyse platia vztahy dané lemou 1.5.5, désledkom 1.5.6 a dosledkom 1.5.7. Teraz uz len naznacime
moznost rozvinutia analogickej teorie pre ,,bezepsilonové* matice nad veobecnym polokruhom — teda
pre matice A € S™*"(X1), kde S je lubovolny polokruh.
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Désledok 2.5.1. Nech Y je abeceda, S je polokruh, n je prirodzené éislo a A € S™"(X) je matica.
Potom je systém matic (At | t € N) lokdlne konecnyj.

Dékaz. Ako sme pozorovali vysSie — a ako aj vyplyva z pouZitej notacie A € S™(XT) — je kazda
matica mocninovych radov v podstate aj mocninovym radom s maticovymi koeficientmi. Vieme tieZ,
ze S™*" je polokruh. Staci sa teda odvolat na tvrdenie 2.4.12. O

Désledok 2.5.1 poskytuje zaklad pre nasledujicu definiciu iteracie $tvorcovej matice nad S{¥X1).

Definicia 2.5.2. Nech ¥ je abeceda, S je polokruh, n je prirodzené &islo a A € S™*"(XT). Iterdciou
matice A nazveme maticu A* definovant predpisom

- Z A
teN

Nasledujiice tvrdenia mozno dokazat skoro rovnako ako k nim analogické tvrdenia pre spocitatelne
uplné polokruhy dokézané v prvej kapitole. Dokazy preto prenechavame citatelovi.

Veta 2.5.3. Nech X je abeceda, S je polokruh, n € N a G = ([n], ) je ohodnoteny graf nad S{XT).
Nech A(G)* = (aij[*])nxn. Potom prei,j =1,...,n je (p(y) | v € Wi ;(G)) lokdlne konecny systém
formdlnych mocninovijch radov a

ail€ = > ().

YEW;,;(G)
Dékaz. Lokalnu konecnost systému mozno lahko dokézat s pouzitim faktu, Ze pre vSetky ¢ € N je
mnozina sledov W; (G, t) koneéna. Zvysok rovnako ako pre vetu 1.4.6. O

Lema 2.5.4. Nech X je abeceda, S je polokruh, n € N a A = (a; j)nxn je Stvorcovd matica nad S{XT).

Nech
A1 Al >
A )
( Az1 Az
je blokovy rozklad matice A, kde A11 = (@i j)nixni, A12 = (Gini+i)nixne, A21 = (Qnytij)noxm
a Az = (Any+ini+j)naxne PTE nejaké ny,ny € N. Potom

a= (A A,

pricom jednotlivé bloky Ay 1[*] = (@i j[¥]))nixnis Ar2[¥] = (@i [)nixnas A21[¥] = (@ny1ij[$])naxon
a Az 9[*%] = (@ny+4ing+5 %) naxns S8 dané nasledujicimi vztahmi:

A1 = (A11 + A12455421)",
A1 = (A11 + A12455A421) A1 245 5,
Agq[] = (A2 + Ag1 A7 1 A12)" A2 1 AT 4,
Ago[¥] = (A2 + A21A7 1 A12)"
Dékaz. Rovnako ako pre lemu 1.5.5. 0

Désledok 2.5.5. Nech ¥ je abeceda, S je polokruh, n € N a A= (a;;)nxn je $tvorcovd matica
nad S(X) s blokovym rozkladom
(A A
a= (5 an)

kde A1 1 = (@i j)nixnis A1.2 = (Gim+j)nixne @ A22 = (Any4imni+j)naxns Pre nejaké ny,ng € N. Potom

A* — AT,I AT,1A1,2A§,2
0 A§72 )

Doékaz. Rovnako ako pre dosledok 1.5.6. O
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Désledok 2.5.6. Nech ¥ je abeceda, S je polokruh, n € N a A= (aj;)nxn je Stvorcovd matica
nad S{(X1) s blokovim rozkladom

Arp Aip Ais
A= 0 Ao Azz |,
0 0 Ass

kde Al,l = (ai,j)nlxnl; ALZ = (ai,n1+j)n1><n27 A1,3 = (ai,nl-i-nz-‘rj)nlxng; A2,2 = (an1+i,n1+j)n2><n2>
A2,3 = (an1+i,n1+n2+j)n2><n3 a A373 = (an1+n2+i,n1+n2+j)n3><ng pre nejaké ni,N2,N3 € N. Potom

* * * * * * * *
11 AT1A12A45, AT A13A5 3 + AT 1 A12A5 0 A2 3A% 5

A= o 30 A5 92343 5
0 0 33
Dokaz. Rovnako ako pre dosledok 1.5.7. O

Poznamka 2.5.7. Takato prezentacia, pri ktorej sme dvakrat vyslovili ,,rovnaka postupnost tvrdeni
s ,rovnakymi* dokazmi, ma od idealnej daleko — hoci ide o viac-menej Standardny pristup. V od-
diele 3.13 uvidime, Ze v skuto¢nosti mozno obidve paralelné teorie ziskat ako Specidlne pripady jedinej
zjednocujticej tedrie, ktora je v8ak o poznanie menej intuitivna. Toto pozorovanie odkladdme na koniec
tretej kapitoly amyselne: ¢itatelovi, ktory sa nevyZiva v prilisnej abstrakeii, bude umoZnené oddiel 3.13
preskocit; naopak Citatel, ktory sa rozhodne oddiel 3.13 prestudovat, bude motivovany prislubom od-
bremenenia od mechanického dokazovania, ktoré mu prave bolo prenechané.

2.6 Iteracia suc¢tu a iteracia sucéinu

Nez prejdeme k nasledujtcej kapitole a teérii automatov s vahami, dokdzeme eSte identity pre iteracie
stucétu a sucinu, ktoré sa nadm neskoér zidu. Urobime tak ako pre prvky spocitatelne tiplnych polokruhov,
tak aj pre formalne mocninové rady o nekomutujucich premennych s nulovym konstantnym koeficien-
tom — teda v obidvoch kontextoch, v ktorych zatial mame iteraciu definovani. DokéZeme teda dvakrat
po dve identity; za¢neme s identitami platnymi v spocitatelne iplnijch (a teda aj aplnych) polokruhoch.

Veta 2.6.1. Nech S je spocitatelne uplny polokruh a nech a,b € S. Potom (a + b)* = (a*b)*a*.
Doékaz. Je jednoduchym cvicenim dokazat, Ze pre Tubovolnu dvojicu formdlnych jazykov Ly, Lo plati
(L1 U Lo)* = (L7Lo)*L7. (2.8)

Uvazujme jazyky A = {a} a B = {8} a homomorfizmus monoidov'® h: ({a, 8}*,-,¢) — (S,-,1) taky,
ze h(a) = a a h(B) = b. Platnost nasledujucich vztahov pre vsetky ¢ € N mozno lahko dokazat
indukciou:

(@+d)'= > hw), (2.9)
we(AUB)t

a' =nh(a') =) h(w). (2.10)

we At

13Pripomenime, e monoid je trojica (M, -, 1), kde M je mnozina, - je asociativna binarna operacia na M a 1 je neutralny
prvok vzhladom na -; namiesto (M, -, 1) Casto piSeme len (M, -) alebo M. Homomorfizmus monoidov (M,-,1) a (N,o,e)
je zobrazenie h: M — N také, Zze h(1) = e a pre vietky =,y € M je h(z -y) = h(z) o h(y). Nie je tazké dokazat, Zze
homomorfizmus h: (X*,-,e) = (M,-, 1), kde X je abeceda a M je monoid, je jednozna¢ne uréeny obrazmi jednotlivych
pismen abecedy ; kazdé zobrazenie pismen zo ¥ do M naopak moZno rozgirit na homomorfizmus. To je charakteristicka
vlastnost volného monoidu nad mnozinou generatorov X.
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Trividlne tiez

= h(w). (2.11)

weB

MoéZeme teraz pristupit k dokazu samotnej identity (a+b)* = (a*b)*a*. Netrivialne kroky nasledujticeho
odvodenia vyuzivaja identity (2.8) az (2.11) a axiomy (i) az (iii) definicie 1.4.2. To bude pre lepsiu
GitateInost zakazdym zaznadené nad prislusnym znamienkom rovnosti.

@+ =@+ 2 Y w3 hw)

teN teN we(AUB)? we(AUB)*

L S L L Z hu (Z ho >u>

we(A*B)* A* ue(A*B vEA*

2 = (zzh ) e

teNue(A*B teN ve At

(@) ai:(ln) Z (Z h(:c)) Z Z h ) u)
yeB

teN TEA* teN ve At

(i) _ Z Z h(z) Z Z h(v > (2.10),(2.11)

teN L t'eN pec At yeB teN pe At
(2.10)£ (Z [(Z ay) ] ) (Z a ) _ ( CL b]t> a* = (a*b)* a*
teN t'eN teN teN
Tym je veta dokazana. O

Veta 2.6.2. Nech S je spocitatelne tiplny polokruh a nech a,b € S. Potom (ab)* =1+ a(ba)*b.

Dékaz. Z axiom (i) az (iii) definicie spocitatelne tiplnych polokruhov dostavame

(ab)* =) (ab)' =1+ (ab)' =1+ a(ba) 'b=1+a (Z(ba)t) b=1+a(ba)*b,

teN teN teN teN
t>1 t>1

¢im je veta dokazané. O

Nagim cielom teraz bude dokéazat dvojicu analogickych identit pre formalne mocninové rady, ktoré
st povidsine prvkami S{XT) pre lubovolny polokruh S a Tubovolni abecedu 3. V nich sa buda
vyskytovat vyrazy ako (r + s)* pre r,s € S(XT) alebo (rs)* pre r € S(X*) a s € S(X1) (alebo
naopak), ako aj vyraz (r*s)* pre r,s € S{X1), kde rad r* uz prvkom S{X1) nie je. Nasledujiice
tvrdenie je zarukou, Ze vietky tieto vyrazy st iteraciami prvkov S(X1), a teda davajt zmysel.

Tvrdenie 2.6.3. Nech X je abeceda, S je polokruh, r,s € S(XT) a r. € S(X*). Potom rady r + s,
rer a rre su prokami S(XT).

Dékaz. Kedzer,s € S(X1), je (r,e) = (s,e) = 0. Preto (r+s,e) = (r,&) +(s,&) = 0+0 = 0. Podobne
tiez (rer,e) = (re,€)(rye) = (re,6)0 =0 a (rre,e) = (r,€)(re,e) = 0(re, ) = 0. O

Nez prejdeme k samotnym identitdm pre iterdciu suctu a iteraciu siacinu, dokdZeme tri pomocné
lemy o formélnych mocninovych radoch s nekomutujticimi premennymi. Séasti pritom budeme sledovat
prezentaciu z [29].
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Lema 2.6.4. Nech ¥ je abeceda, S je polokruh, v € S(X1). Potom r* =1+ rr*.

Doékaz. 7 ¢asti (iii) tvrdenia 2.4.15 dostavame
1+rr* = 1+1"Z7“t: 1+ert: 1—|—Zrt+1 :Zrt:r*,
teN teN teN teN

¢o bolo treba dokézat. O

Lema 2.6.5. Nech X je abeceda, S je polokruh, r,s € S{X*) a asponi jeden z radov r, s patri do S{XT).
Potom (rs)*r = r(sr)*.

Doékaz. Znenie lemy dava zmysel vdaka tvrdeniu 2.6.3. Vdaka casti (4i7) tvrdenia 2.4.15 navyse

(rs)'r = (Z(rs)t> r= Z(T‘s)tr = Zr(sr)t = rZ(sr)t =r(sr)",

teN teN teN teN

¢im je dokaz lemy dokonceny. O
Nasledujtce uzitoéné tvrdenie sa v literatire objavuje pod ndzvom Ardenova lema (94, 95].

Lema 2.6.6 (Arden). Nech 3 je abeceda, S je polokruh, r € S(XT) a s € S(X*). Potom md rovnica
X =rX + s o neznamej X prave jedno riesenie v S(X*), ktorym je rad o = r*s.

Dokaz. Rad o = r*s je rieSenim X = rX + s, pretoze podla lemy 2.6.4 je
o=1"s=1+rr")s=rr*s+s=ro+s.
Zostava dokazat, ze o je jediné rieSenie. Pre Iubovolné rieSenie ¢’ a kazdé n € N\ {0} ale musi byt
o=rod+s=r?d +rs+s=...=r"d +r"ts+...+rs+s.
Ak teda pre Tubovolné pevne dané w € ¥* vezmeme n = |w| + 1, z tvrdenia 2.4.12 dostéavame
(o', w) = (rHg 4 rlvls 4 rs 4+ s w) = (PP w) + (Pls + L 4 rs 4 s, w0) =

= (s + .+ rs4s,w) + Z (rH ) (o v) =

u,vEL*
uv=w

= (s + . +rs4s,w) + Z 00, v) = (s + ... 4 rs 4 5,w).
u,vEX*

uv=w
Koeficient (¢/,w) je teda rovnaky pre vietky rieSenia o’; kedZe je w € ¥* Tubovolné, existuje iba jedno
rieSenie ¢ = p. O
Mozeme teraz dokazat samotné analogie viet 2.6.1 a 2.6.2 pre formélne mocninové rady z S(X).

Veta 2.6.7. Nech ¥ je abeceda, S je polokruh a r,s € S(XT). Potom (r + s)* = (r*s)*r*.

Doékaz. Zmenie vety déva zmysel vdaka tvrdeniu 2.6.3. Z Ardenovej lemy dalej vyplyva, ze jedinym
rieSenim rovnice

X=(r+s)X+1 (2.12)

je rad (r + s)*1 = (r + s)*. Staci teda ukazat, ze aj (r*s)*r* je rieSenim rovnice (2.12). S vyuzitim
lemy 2.6.5 a lemy 2.6.4 ale dostavame

(r4+s)r*s) r* + 1= (r+s)r*(sr™)" + 1 =rr*(sr*)" + sr*(sr™)* + 1 = rr*(sr*)* + (sr*)" =

= (1+rr*)(sr*)* =r*(sr*)* = (r*s)*r*,

¢im je dokaz vety dokonceny. O
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Veta 2.6.8. Nech X je abeceda, S je polokruh, r,s € S{X*)) a aspon jeden z radov r, s patri do S(XT).
Potom (rs)* =1+ r(sr)*s.

Doékaz. Zmenie vety dava zmysel vdaka tvrdeniu 2.6.3. Z lemy 2.6.5 a lemy 2.6.4 dalej dostavame
14+r(sr)*s =14rs(rs)" = (rs)”,

¢o dokazuje naSe tvrdenie. O

Cvicenia
1. Dokézte tvrdenie 2.1.3.

2. Dokazte, ze operacie n-tej mocniny pre Tubovolné prirodzené n, kanonickej m-tej odmocniny
pre [ubovolné prirodzené m > 1 a zobrazenia na multiplikativny inverzny prvok v C[z] navzajom
Lkomutuju“: pre kazdé

z,y e NU{l/m | meN; m>1}U{-1}
a Tubovolny formalny mocninovy rad r € C[z] s kladnym redlnym [2°]r(z) plati (r®)Y = (1Y)2.
Tymto pozorovanim bola v texte odévodnené korektnost definicie kanonickej racionélnej mocniny
formalneho mocninového radu s kladnym realnym konstantnym koeficientom (definicia 2.1.22).

w

Rozsirte definicie operécii z oddielu 2.1 na rady o niekolkych komutujticich premennych.

e

Dokézte tvrdenie 2.4.6.
Dokazte tvrdenie 2.4.11.
6. Dokazte casti (i) a (i7) tvrdenia 2.4.15.

7. Dokazte nasledujice tvrdenie pouzivané v texte: pre kazdy polokruh S a kazdé n € N tvori mno-
Zina S™*™ vSetkych Stvorcovych matic typu n x n nad S, spolu s operaciami séitania a obvyklého
nasobenia matic v zmysle definicie 1.3.7, opét polokruh; ten je (spocitatelne) uplny kedykol'vek
je (spocitatelne) tplny polokruh S.

8. Dokézte vetu 2.5.3, lemu 2.5.4, dosledok 2.5.5 a désledok 2.5.6.

9. Vyuzite tvrdenie 2.4.15 na alternativny dokaz viet 2.6.7 a 2.6.8, pri ktorom sa postupuje obdobne
ako pri dékazoch viet 2.6.1 a 2.6.2.

Poznamky a odkazy na samostidium

Teodria formalnych mocninovych radov o jednej premennej je na matematicky rigoréznej irovni spracovana v [89, 81, 53];
mozno tiez odporicat uéebnicu [18]. Mnozstvo kombinatorickych aplikacif vytvarajtcich funkcii mozno néajst v knihe [104].
Spomedzi analytickejSie orientovanej literatiry, v ktorej ide predovsetkym o suvis vytvarajucich funkcii s analytickymi
funkciami komplexnej premennej, spomeiime aspon [44].

Forméalne mocninové rady o jednej premennej, formalne mocninové rady o niekolkych komutujicich premennych
a formalne mocninové rady o niekolkych nekomutujucich premennych mozno skimat v jednotnom ramci forméalnych
mocninovych radov nad ohodnotenym monoidom (angl. graded monoid). Rady o m nekomutujicich premennych s
potom radmi nad wvolngm monoidom s m generdtormi a rady o m komutujtcich premennych si radmi nad volngm
komutativnym monoidom s m generatormi. Volny monoid s jednym generatorom je komutativny; to sihlasi s tym,
ze rady o jednej premennej mozno chapat ako rady o niekolkych komutujtucich premennych aj ako rady o niekolkych
nekomutujicich premennych. Dalsim druhom ohodnotenych monoidov st napriklad su¢iny volnych monoidov, na ktorych
stoji teéria prekladacov. Citatela so zaujmom o takyto vieobecnejsi pohlad na formalne mocninové rady mozno odkazat
predovietkym na Sakarovitchovu ucebnicu [94].

Ardenova lema je pomenovanéa podla D. N. Ardena, ktory ju v8ak dokazal len pre formalne jazyky [6]. Pomenovanie
»2Ardenova lema‘ sa napriek tomu v literatiire pouZiva aj pre vieobecnejsiu verziu tohto vysledku, ktori sme sformulovali
ako lemu 2.6.6 — ¢itatela tu odkazujeme na [94, 95].
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Vety 2.6.7 a 2.6.8 sa daju sformulovat o nieo vSeobecnejsie. Vo vete 2.6.7 napriklad nie je nutné predpokladat
prislugnost do S{X*) pre obidva rady r, s — sta&i tento predpoklad urobit pre rady 7, r*s a r+s. Podobne vo vete 2.6.8 je
mozné nahradit predpoklad prislugnosti aspoii jedného z radov r, s do S{X1) o nieo slabsim predpokladom prislusnosti
rs do S{XT). Lubovolny predpoklad prislugnosti radu do S{X") je navyse mozné nahradit slabsim predpokladom
prislusnosti nejakej jeho mocniny do S{X"). Podrobnosti mozno najst v [29].






Kapitola 3

Automaty s vahami

Vyuzijeme teraz aparat z predoslej kapitoly a polozime zaklady teérie automatov s vdhami — presnejsie
konecnych automatov s vdhami nad polokruhom. Pbjde o zovSeobecnenie klasickych nedeterministickych
koneénych automatov rozoznavajucich forméalne jazyky, v ktorom kazdému prechodu navyse zodpoveda
vaha z nejakého polokruhu. Tato vaha moZe reprezentovat kvantitu savisiacu s vykonanim daného
prechodu: napriklad jeho multiplicitu (resp. poc¢et spésobov, ktorymi mozno na dané pismeno prejst
medzi danou dvojicou stavov), cenu, pravdepodobnost, spolahlivost, uZito¢nost, atd. Vahami mézu
byt aj formalne jazyky — to znamené, Ze aj prekladade moZno chapat ako automaty s vahami.

Takéto automaty uZz neslizia len na rozoznévanie jazykov, ale priraduji slovam nad abecedou X
kvantity z polokruhu vah S. Automaty s vahami teda realizuji formdlne mocninové rady nad ¥ a S.
Ku kazdému behu v automate A mozno priradit prvok polokruhu S postupnym prendsobenim pociatoc-
nej vahy prvého stavu behu, vah vSetkych prechodov behu v poradi od prvého po posledny a napokon
koncovej vahy posledného stavu behu. Po sc¢itani takto ziskanych hodnot cez vSetky behy na slove w
dostavame koeficient slova w v rade realizovanom automatom A.

Ak teda napriklad ,,obycajny“ nedeterministicky konecny automat reinterpretujeme ako automat
s vahami nad polokruhom (N, +,-,0, 1), v ktorom ma kazdy prechod jednotkovu vahu, je koeficientom
kazdého slova w v rade realizovanom tymto automatom pocet behov na slove w v pévodnom automate.
Nad polokruhom (NU{oo}, min, +, 00, 0) je zas koeficientom slova w v realizovanom mocninovom rade
cena nagjlacnejsieho behu na slove w. Automaty s vahami nad booleovskym polokruhom (B, Vv, A, 0, 1)
napokon zodpovedajii — po stotozneni izomorfnych polokruhov B{¥*) a 2" - klasickym nedetermi-
nistickym koneénym automatom.

3.1 Priklady na tvod

Hoci sme automaty s vahami eSte forméalne nezadefinovali, v nasledujicom tento model demonstrujeme
na troch ukézkovych prikladoch — tie by mali byt intuitivne pochopitelné len na zéklade vysvetlenia
vySsie. Citatel nespokojny s tymto postupom moze prejst priamo k formélnym definicidm v oddiele 3.2
a neskor sa pripadne k nasledujucim prikladom vratit.

Priklad 3.1.1. Na obrazku 3.1 je znazorneny diagram kone¢ného automatu A nad abecedou ¥ = {a, b}
s vahami nad polokruhom (N, +,-, 0, 1); operacie s¢itania a nasobenia st $tandardné. Ako oby¢ajne st
stavy znazornené ,koleCkami* a prechody Sipkami medzi nimi. Pri kazdom prechode je navySe znacka
typu c:k, kde ¢ € ¥ reprezentuje prec¢itany symbol a k € N vahu prechodu. Prechody s nulovou vahou
v danom polokruhu — v tomto pripade ide dokonca o ,zvycajni“ nulu — sa obvykle neuvazuja: si
totiz ekvivalentné chybajicemu prechodu. gipky vedice do jednotlivych stavov ,,odnikial“ st oznadené
podiato¢nou vahou daného stavu; pokial sa v diagrame pri niektorom stave takato sipka nevyskytuje,
povazuje sa jeho pociatoéna vaha za nulovi. Podobne 8Sipky vediice zo stavov ,nikam“ st oznacené
koncovymi vahami stavov a chybajtca sipka tohto typu zodpoveda nulovej koncovej vahe.
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Obr. 3.1: Kone¢ny automat A s vadhami nad polokruhom (N, +,-,0,1).

Keby boli vsetky prechody automatu A ohodnotené vahou 1, bolo by ho moZné interpretovat ako
bezny nedeterministicky koneény automat rozoznéavajici nejaky jazyk, pre ktory sa navySe ,,pytame*
aj na pocty behov na jednotlivych slovach vedicich z pociatoéného do koncového stavu. Prechod
zo stavu 2 na pismeno a do stavu 3 mé ale vahu 2; to sa da interpretovat tak, Ze medzi touto dvojicou
stavov mozno na pismeno a prejst dvoma spdsobmi.

Beh automatu A sa musi zacat, pokial mé prispiet nenulovou hodnotou ku koeficientu niektorého
slova v realizovanom rade, v stave 1 alebo v stave 4. Behy zac¢inajice v stave 1 budua tspes$né (skonéia
sa v stave s nenulovou koncovou vahou) len v pripade, Ze sa pocas nich preéita slovo (aaa)® pre nejaké
t € N — pre kazdé t € N prispeje jediny takyto beh ku koeficientu slova (aaa)! hodnotou 2t. Zo stavu 4
mozno v ramci behu do stavu s nenulovou koncovou vahou precitat slova typu (aaa)! a (aba) pre t € N
— ku kazdému takémuto slovu prislicha prave jeden beh, ktorého prispevok ku koeficientu daného slova
je 1. Automat A teda realizuje formalny mocninovy rad

Al =2+ > (2"+1)(aaa)" + (aba)").

teN\{0}

Pripad ¢t = 0 treba skutoc¢ne riesit osobitne: koeficient slova ¢ = (aaa)? = (aba)? v rade ||A| totiz
nie je (2° + 1) +1 = 3, ale 2. Ide tu o typicku ukazku toho, 7e ,detaily oby¢ajne nehrajice Ziadnu
rolu v teérii formalnych jazykov — ako napriklad zapocitanie slova dvakrat — sa v teorii formélnych
mocninovych radov mézu razom stat podstatnymi.

Nasledujici priklad — okrem toho, Ze ukazuje na dalSie moZnosti pouzitia automatov s vahami
nad polokruhom prirodzenych &isel — moZzno sicasne povazovat aj za demonstraciu podstatne SirSieho
fenoménu z oblasti kombinatoriky. Ukazuje totiz, ako mozno od Specifikdcie mnoziny kombinatorickych
objektov — v nasom pripade slov — jednoducho prejst k enumeracii objektov danej velkosti, ktora je
v nasom pripade dané dlzkou slova. Podobné postupy st v roznych variaciach relativne ¢asto pouzivané
v enumerativnej kombinatorike. Stivisu s kombinatorikou sa na v8ak tomto mieste hlbgie venovat nebu-
deme — ¢itatela so zdujmom o ttito problematiku iba odkaZeme na [44] alebo na prednéasky o analytickej
a enumerativnej kombinatorike |70].
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Priklad 3.1.2. Uvazujme [ubovolny deterministicky' koneény automat B nad abecedou X, ktory moze
mat aj ¢lasto¢ni prechodovi funkciu — napriklad ten na obrazku 3.2a. Priradme vSetkym jeho precho-
dom jednotkové vahy z polokruhu (N, +,-,0,1) a nahradme v8etky pismené z abecedy ¥ pismenom z;
ak takto medzi niektorou dvojicou stavov vznikne k > 2 paralelnych prechodov na z, nahradme ich
jedinym prechodom s vahou k. Vo vysledku tak dostaneme koneény automat B’ nad unarnou vstupnou
abecedou {z} s vihami nad polokruhom (N, +,-,0,1); ten je znézorneny na obrazku 3.2b.

(a) Deterministicky kone¢ny automat B. (b) Koneény automat s vihami B’.

Obr. 3.2: Deterministicky kone¢ény automat B nad vstupnou abecedou ¥ = {a,b} a kone¢ny automat B’
s vahami nad (N, 4+, -,0, 1) realizujaci vytvarajicu funkciu pre pocet slov danej dlzky v jazyku || B

Automat B’ nad unarnou vstupnou abecedou {z} teda realizuje formalny mocninovy rad ||B||
s koeficientmi v N o jednej nekomutujticej premennej z. KedZe ide o jedinti premenni, nehré jej neko-
mutujicost Ziadnu rolu — sama so sebou totiz premenné komutuje vzdy; jej nekomutujicost znamena
len to, ze nekomutuje s pripadnymi inymi premennymi. Rovnako dobre by sme teda mohli premennt z
interpretovat aj ako komutujicu. Na rad ||B'|| sa teda mozeme divat ako na prvok N{(z*)) aj ako na pr-
vok N[z]; ide koniec koncov o izomorfné polokruhy.

Lahko mozno dokazat, Ze pri druhom z tychto pohladov zodpoveda rad ||B'|| vytvarajucej funkeii
pre pocet slov dlzky ¢ v jazyku ||B|, ¢ize

181=">_ |18l n =] £,

teN

¢o je v pripade automatov z obrazku 3.2 to isté ako

HB/H — Z 2t23t+1'

teN

Keby bol koneény automat B nedeterministicky, tato vlastnost by uz vo vieobecnosti neplatila; rad || B'||
by viak stéle bolo mozné vnimat ako vytvéarajicu funkciu pre pocet behov dizky ¢, ktoré v automate B
vedll z po¢iatoéného do koncového stavu.

Priklad 3.1.3. Na obrazku 3.3 je zndzorneny diagram kone¢ného automatu C nad abecedou ¥ = {a, b}
s vahami nad tropickym polokruhom (NU{occ}, min, +, 0o, 0). KedZe nulovym prvkom tohto polokruhu
je 0o, chybajuce sipky v diagrame treba chapat ako Sipky s vahou oco.

Lahko vidiet, Ze v ramci behu vediiceho zo stavu s koneénou pociato¢nou vahou do stavu s kone¢nou
koncovou vdhou moZno v automate C precitat len slova typu (aaa) a (aba)! pre t € N. Pre slovo (aaa)®
existuju dva takéto behy: po s¢itani poc¢iatocnej vahy prvého stavu, vah vsetkych prechodov a koncovej
vahy posledného stavu dostavame pri jednom z nich hodnotu 4¢ a pri druhom hodnotu 5t. Koeficient
slova (aaa)! je dany minimom tychto dvoch hodnot; je teda rovny 4t. Pre slovo (aba)! existuje jediny

'Rovnako by sme mohli vziat aj l'ubovolny jednoznacny koneény automat bez prechodov na prazdne slovo — &ize
nedeterministicky koneény automat, v ktorom pre kazdé slovo existuje najviac jeden beh z pociatoéného do koncového
stavu a v ktorom kazdy prechod zodpoveda precitaniu prave jedného pismena.



68 3.2 Koneéné automaty s vihami nad polokruhom

Obr. 3.3: Koneény automat C s vahami nad polokruhom (N U {co}, min, +, 00, 0).

takyto beh, pricom rovnakym postupom ako vysSie dospejeme k hodnote 3t; koeficient slova (aba)! je
teda tiez 3t. Formalny mocninovy rad ||C|| realizovany automatom C je preto dany vztahmi

(ICll, (aaa)?) = 4t pre vietky t € N,
(|IC]], (aba)") = 3t pre vietky t € N,
(IC]], w) = o0 pre vietky w € £*\ ((aaa)* U (aba)®).

Od zapisu radu ||C|| v podobe formalneho saétu nad tymto polokruhom uptstame, aby nedoslo k zamene
bezného séitania so s¢itanim v tropickom polokruhu, ktorym je minimum.

3.2 Konec¢né automaty s vihami nad polokruhom

Model koneénych automatov s vahami, ktory sme neformélne opisali a demonstrovali na prikladoch,
teraz zadefinujeme. Urobime tak hned dvoma ekvivalentnymi spoésobmi. Kym v tomto oddiele auto-
maty s vahami definujeme pristupom obvyklym v klasickej teérii automatov, bezprostredne sledujicim
intuitivnu predstavu z Gvodu tejto kapitoly, v nasledujicom oddiele sformulujeme alternativnu grafova
— alebo ekvivalentne maticovi — definiciu tohto modelu.

Doévodom na taktto dvojakia definiciu rovnakého pojmu nie je, ako by sa mohlo zdat, spolahlivé
zmétenie Citatela hned na zaciatku tvah. Je naopak mozné predpokladat, Ze pre Citatela dokladne
z7itého s myslienkami z prikladu 1.2.2 bude prechod medzi oboma pohladmi na automaty s vahami
skoro samozrejmy. Definiciu ,klasického razenia“ v tomto oddiele uvidzame najméa preto, Ze priamo
zodpovedé beznému spdsobu kreslenia diagramov automatov s vihami, ktory budeme pouzivat v celom
tomto texte; okrem toho tiez méze byt vyhodnejsia v pripadoch, ked sa na argumentéaciu o automa-
toch s vihami menej intenzivne vyuZivaju matice. Definicia z oddielu 3.3 nam naopak umoZni chapat
automaty s vahami nad polokruhom ako Specidlny pripad koneénych automatov nad polokruhmi —
¢ize ako ohodnotené grafy nad polokruhmi s trochou informécie navyse — a tym padom nam aj otvori
priestor pre pouzitie maticovych metod.



Automaty s vahami 69

Definicia 3.2.1. Nech X je abeceda a S je polokruh. Konecng automat s vdihami nad polokruhom S
a abecedou X je §tvorica A = (Q, 0,t,7), kde @ je kone¢na mnozina stavov, o: Q@ x (XU {e}) xQ — S
je zobrazenie urcujuce vahy prechodov, ¢t: ) — S je zobrazenie urcujice pociatocné vahy stavov
a 7: @ — S je zobrazenie urCujice koncové vahy stavov.

Kone¢né automaty s vahami mozno prirodzene reprezentovat diagramom — a to spésobom, ktory
sme uz v principe vysvetlili v ivode tejto kapitoly.

Prechodom automatu A = (Q,0,t,7) nazveme trojicu (p,z,q) € Q x (X U {e}) x Q taku, Ze
o(p,z,q) # 0. Automat A = (@, 0,t,7) potom moZno zadat diagramom orientovaného multigrafu
s mnoZinou vrcholov @, kde pre vSetky prechody (p, z,¢) automatu A vedie v tomto multigrafe hrana
z vrcholu p do vrcholu g so ,znackou® z:0(p, z, q). Pokial navySe pre stav p € @ plati ¢(p) # 0, je tato
skutoc¢nost v diagrame automatu znézornena ,,polovi¢nou* sipkou vedtcou ,,odnikial* do p, pri ktorej
je ,znacka*“ ((p); podobne pri stavoch ¢ € @ s 7(q) # 0 kreslime ,,polovi¢na“ sipku z g ,,nikam“, ktora
mé ,znacku“ 7(q).

Priklad 3.2.2. Na obrazku 3.4 je znazorneny diagram kone¢ného automatu D = (Q, o, ¢, 7) s vahami
nad polokruhom (NU {oo},+,-,0,1) a nad abecedou ¥ = {a, b}. KedZe sa v tomto automate nevys-
kytuje ziadna vaha s hodnotou oo, formalne ide aj o automat nad polokruhom (N, +,-,0,1); dovod
na zahrnutie prvku oo vSak pochopime zakratko.

Obr. 3.4: Kone¢ny automat D s vahami nad polokruhom (NU {oo},+,-,0,1).

Z diagramu automatu D mozno vy¢itat vSetky zlozky $tvorice D = (@, 0,¢,7) — tie st dané mno-
zinou stavov ) = [6], vahami prechodov

o(1l,e,2) =2, 0(2,a,3) =2, 0(2,¢,3) =3,
o(3,e,1) =1, o(4,a5) =2  of5a6) =3
o(5,0,6) =1,  o(6,b,4) =1

a o(p,z,q) = 0 pre vietky zvysné trojice (p,z,q) € @ x (X U {e}) x @, poCiatoénymi vahami sta-
= 2,14) =1, 1(2) =¢(3) =¢(5) =¢(6) =0 a koncovymi vahami 7(1) = 3, 7(4) = 1,
7(2) =7(3) =7(5) = 7(6) = 0.
Behom takto chapaného kone¢ného automatu A = (Q,0,¢,7) s vahami nad polokruhom S a abe-
cedou X nazveme konec¢nu striedavi postupnost

Y= (qoazlv(haZQaQZ? s 7qtflaztaqt)

stavov automatu a slov zo ¥ U {¢}, kde t € N, qo,...,q¢ € Q a z1,...,2 € X U {e} su také, Ze
prei=1,...,tjeo(qi_1,2,q) # 0. Hovorime tiez, Ze v je behom zo stavu gy do stavu q;. Dizkou behu
nazveme prirodzené ¢islo |y| = ¢; dalej ozna¢me ako \(y) = z122. .. z; slovo nad abecedou ¥ prec¢itané
pocas behu v a ako o(v) = o(qo, 21,q1)0(q1, 22,92) - - . 0(qt—1, 2t, @) hodnotu behu v bez zapocitania
podiato¢nej vahy stavu go a koncovej vahy stavu ¢;. MnoZzinu vSetkych behov v A oznaéme R(A).
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Dostavame sa k zapeklitému miestu, ktorym je definicia forméalneho mocninového radu realizova-
ného automatom A = (@, o, ¢, 7) s vahami nad polokruhom S a abecedou ¥. Bez problémov este vieme
definovat mondm realizovanyj behom = zo stavu p do stavu g — ten je dany ako

171 := ((p)a(M)7(a) A(y)-

Rad realizovany automatom A by sme teraz chceli definovat ako vo v8eobecnosti nekoneény sucet
monoémov ||y|| cez vietky behy v € R(A). To vSak nemusi byt mozné: sta¢i napriklad automat D
z prikladu 3.2.2 interpretovat ako automat s vahami nad polokruhom (N, +,-,0,1) , bez nekoneéna“;
Tahko vidiet, Ze R(A) obsahuje pre vietky t € N prave jeden beh v s ||v|| = 6'e, o znamen4, Ze sicet
tychto monémov cez vSetky behy v neexistuje.

Tento problém suvisi s naSimi tazkostami z oddielu 2.4, kde sme spocitatelne nekonecéné sucty
forméalnych mocninovych radov neboli schopni nedefinovat za kazdych okolnosti.

Videli sme vsak, Ze kedykolvek je S spocitatelne tuplny polokruh, je spocitatelne uplnym aj polo-
kruh S{¥*)); ak teda automat D z prikladu 3.2.2 interpretujeme ako automat s vahami nad polokruhom
(NU{o0},+,+,0,1), bude nim realizovany formélny mocninovy rad dobre definovany. Nekone¢né sucty
sme tiez v oddiele 2.4 definovali pre vietky lokalne kone¢né systémy mocninovych radov. Lahko pritom
vidiet, Ze systém radov (||v|| | v € R(A)) je lokdlne koneény kedykolvek je automat A = (Q,0,¢,7)
wbezepsilonovy® — ¢ize o(p,e,q) = 0 pre vietky p,q € Q. Rady realizované ,bezepsilonovymi* auto-
matmi s vahami tak budeme moct definovat pre lubovolny polokruh vah S.

Formdlny mocninovy rad realizovang automatom s vdhami teda definujeme pre vsetky automaty
s vwdhami nad spocitatelne uplnym polokruhom bez akéhokolvek obmedzenia na existenciu prechodov
na prazdne slovo a pre vsetky ,bezepsilonové® automaty s vahami bez obmedzenia na polokruh véh.

Definicia 3.2.3. Nech A je kone¢ny automat s vdhami nad polokruhom S a vstupnou abecedou 3.
V pripade, Ze je polokruh vah S spocitatelne uplny alebo je automat A ,bezepsilonovy*, definujeme
formdlny mocninovy rad || Al realizovany automatom A ako prvok S{¥*) dany predpisom

M= > Il (3.1)

YER(A)

Priklad 3.2.4. Automat D z prikladu 3.2.2 realizuje, ako mozno Tahko overit, rad

1D = (Z ooat> + (6aab 4 2abb)* .

teN

Priklad 3.2.5. Ak £ = (Q,0,(,7) je automat s vahami taky, ze Q = 0, je |[|€]| = 0.

3.3 Alternativny pohl'ad na automaty s vahami

Sformulujeme teraz alternativnu definiciu konecnych automatov s vahami, pri ktorej ich bude mozné
chapat ako ohodnotené grafy nad polokruhom formélnych mocninovych radov spolu s dodato¢nou
informéciou o poc¢iatocnych a koncovych vihach jednotlivych stavov. S touto definiciou budeme pracovat
po zvysok kapitoly, priCom jej koreSpondencia s definiciou z predchadzajticeho oddielu bude zrejmaé.

Od ,klasického chédpania automatov s vdhami z predoslého oddielu sa k ich ,,grafovej“ interpretacii
dostaneme rovnakou cestou, akt sme opisali v priklade 1.2.2 pre bezné nedeterministické konec¢né
automaty. Jedinou prekazkou braniacou tomu, aby sme mohli automat s vAhami v zmysle definicie 3.2.1
chapat ako ohodnoteny graf s dodato¢nou informéaciou o podiato¢nych a koncovych viahach, je moznost
existencie nédsobnych hran. Tych sa vSak mdZeme zbavit podobne ako v priklade 1.2.2 — k paralelnych
prechodov na slova z1,..., 2z € XU {e} s vadhami aq,...,a; € S mdZeme nahradit jedinym prechodom
ohodnotenym polynémom p € S(XU{e}) danym ako p = ajz1+...+ axzk. Tento proces je znazorneny
na obrazku 3.5 a jeho vysledkom je automat s vihami chapany ako Specidlny automat nad polokruhom
formalnych mocninovych radov.
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(a) Bezny diagram automatu .A. (b) Diagram ,grafovej* interpretacie automatu A.

Obr. 3.5: Konetny automat A s vahami nad polokruhom (NU {o0},+,-,0,1).

Definicia 3.3.1. Nech X je abeceda a S je polokruh. Konecng automat s vdhami nad polokruhom S
a abecedou ¥ je Stvorica A = (Q,,¢,7), kde @ je konetna mnozina stavov, ¢: Q% — S(X U {e})
je zobrazenie urcujuce vahy prechodov, t: Q — S je zobrazenie urcujice pociatoéné vahy stavov
a 7: @ — S je zobrazenie urcujtce koncové vahy stavov.

Podobne ako v predchadzajicom oddiele budeme hovorit, Ze koneény automat A = (Q,p,t,T)
s vahami nad polokruhom S a abecedou ¥ je ,,bezepsilonovy“, ak ¢(p,q) € S(X) pre vietky p,q € Q.

Grafom automatu A = (Q, o, ¢, T) nazveme ohodnoteny graf G[A] = (Q, ¢) nad polokruhom S{¥*).
Behom? automatu A zo stavu p do stavu ¢ nazveme Iubovolny sled 4 z vrcholu p do vrcholu g
v grafe G[A], ¢ nam umoziuje hovorit aj o dizke |y| a ohodnoteni ¢(y) behu . MnoZinu vietkijch
behov automatu A oznacime R(A).

KedZe budeme pri praci s automatmi s vahami ¢asto pouzivat maticové metody, budeme v nasle-
dujiicom vZdy bez ujmy na vieobecnosti predpokladat, Ze Q@ = [n] pre nejaké n € N. Pre takyto automat
A = ([n], ¢, t,7) budeme pisat aj A = (n,,t,7). Prechodovou maticou automatu A = (n, p, ¢, T) na-
zveme maticu susednosti A[A] := A(G[A]) € (S(E U {e}))"*" grafu G[A|, vektorom pociatocnijch vih
automatu A riadkovy vektor i[A] := (c(1),...,t(n)) € S¥™ a vektorom koncovijch vih automatu A
stipcovy vektor f[A] := (7(1),...,7(n))T € S7*1.

Poznamka 3.3.2. Prechodova matica A[A] = A poskytuje s vektormi i[A] = i a f[A] = f uplna
informéciu o automate A. Pre takyto m-stavovy konecny automat s vahami A teda budeme pisat
aj A = (n,i, A,f). Takyto sposob zadania automatu je o dost uspornejsi, nez rozpisovanie definicie
jednotlivych zobrazeni ¢, ¢ a 7.

V&imnime si, Ze kazdy konefny automat s vihami nad polokruhom S a abecedou X je sucasne
aj koneénym S(¥ U {e})-automatom nad polokruhom S{>*) v zmysle definicie 1.6.1.3

Formdlny mocninovy rad realizovany automatom s vdhami nad S a abecedou X teraz definujeme,
rovnako ako v predchadzajicom oddiele, pre dve neporovnatelné triedy tychto automatov: jednak
pre vsetky automaty s vdhami nad spocitatelne idplnym polokruhom a tiez pre vsetky ,bezepsilonové
automaty s vdhami nad Tubovolnym polokruhom. Pre automaty z prvej z tychto tried st uz pritom
definované, vdaka tvaham z oddielu 1.6, nimi realizované prvky polokruhu S{X*)). Nasa definicia
realizovaného formélneho mocninového radu bude s tymto konceptom konzistentné.

2Pojem behu je miestom, pri ktorom sa oba pohlady na automaty s vihami najvia&mi rozchadzajia — beh automatu
s vahami chapaného podla definicie 3.3.1 nezodpovedd behu automatu s vadhami v zmysle definicie 3.2.1.

3Tu sa dostavame k doévodu, preco sme koneéné automaty nad polokruhmi definovali po formalnej stranke pre vietky
polokruhy, hoci nimi realizovany prvok sme doposial definovali iba pre polokruhy, ktoré su spocitatelne uplné. V na-
sledujicom totiz triedu automatov s dobre definovanym realizovanym prvkom polokruhu rozgirime o ,,bezepsilonové*
automaty s vahami nad I'ubovolnym polokruhom S. Tie st $pecialnymi kone¢nymi automatmi nad polokruhom S{X*}),
¢o nemusi byt spocitatelne tplny polokruh. Naopak v pripade, Ze je polokruh S spocitatelne tplny, je spocitatelne
uplny aj polokruh S{X*) a formalny mocninovy rad realizovany automatom s vahami nad S a abecedou ¥ definujeme
pre vdetky takéto automaty konzistentne s definiciou prvkov realizovanych automatmi nad polokruhmi.
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Polynom realizovany behom v € R(A) zo stavu p do stavu ¢ definujeme ako

V1= e(p)e(v)7(q)- (3.2)

Prvok () tu patri do S(X*), kym «(p) a 7(q) st skalary z S.

Definicia 3.3.3. Nech A je automat s vahami nad polokruhom S a abecedou X.. V pripade, Ze je
polokruh S spocitatelne tuplny alebo je automat A , bezepsilonovy®, definujeme formdlny mocninovy
rad ||A|| realizovany automatom A ako prvok S{¥*)) dany predpisom

Al= > Il (3.3)

YER(A)

Korektnost tejto definicie v pripade, Ze S je spocitatelne tplny polokruh, je zrejméa — rovnako zrejma
je aj jej konzistencia s definiciou prvku realizovaného S(¥ U{e})-automatom nad S{X*) z oddielu 1.6.
V pripade, Ze je automat A , bezepsilonovy“, je korektnost uvedenej definicie désledkom vety 2.5.3.

7 pozorovania ucineného v poznadmke 2.4.10 tiez vyplyva, Ze pri ,,bezepsilonovych” automatoch
s vahami nad spocitatelne iplnym polokruhom v definicii 3.3.3 nezalezi na tom, & ich interpretujeme
ako ,,bezepsilonové* automaty alebo ako automaty s vahami nad spocitatelne uplnym polokruhom —
rad ||A|| bude v oboch pripadoch rovnaky. Vsetky nase doterajsie definicie automatovych modelov st
teda navzajom konzistentné.

Konzistencia tedrie prave definovanych automatov s tedriou S(XU{e})-automatov nad polokruhom
mocninovych radov S{3*) siaha v pripade spocitatelne uplného polokruhu S este o nie¢o d'alej, nez
k definicii objektov realizovanych tymito automatmi. Hoci automaty s vahami nad S a abecedou X
tvoria iba vlastni podtriedu tychto automatov nad polokruhmi — pociatoénymi a koncovymi vihami st
tu namiesto lubovolnych prvkov S(3X U {e}) skalary z S — z vety 1.7.2 vyplyva, Ze automaty s vahami
nad S su vlastne normdlnym tvarom S(¥X U {e})-automatov nad S{>*). To znamena, Ze obe triedy
automatov realizuju rovnakua triedu radov.

Nasledujuca veta poskytuje maticova charakterizaciu formalneho mocninového radu ||.A|| realizo-
vaného automatom s vahami A.

Veta 3.3.4. Nech A = (n,i, A, f) je automat s vahami nad polokruhom S a vstupnou abecedou X,
pricom je polokruh S spocitatelne iplny alebo je automat A , bezepsilonovy“. Potom ||Al =iA*f.

Dokaz. Pre automaty nad spocitatelne uplnym polokruhom je toto tvrdenie iba $pecidlnym pripadom
vety 1.6.3. Pre ,bezepsilonové“ automaty nad Tubovolnym polokruhom je relativne priamodciarym
dosledkom vztahov (3.2), (3.3), vety 2.5.3 a Casti (i77) tvrdenia 2.4.15. O

Citatelovi je na tomto mieste iste zrejma vzajomné koreSpondencia oboch alternativnych definicii
automatov s vAhami. Pre iplnost ju teraz este zachytime formalne. Uvazujme najprv koneény automat
A = (Q,0,t,7) s vahami nad polokruhom S a vstupnou abecedou ¥, chapany v zmysle , klasickej“ defi-
nicie 3.2.1.4 Pri ,,grafovom* pohlade z definicie 3.3.1 k automatu A prisltcha automat B = (Q, ¢, ¢, 7),
kde polynom ¢(p, q) € S(X U {e}) je pre vSetky p,q € @ dany ako

o(p,q) = Z o(p,z,q)z.

zeXU{e}

Je evidentné, Ze automat B je ,,bezepsilonovy“ prave vtedy, ked je ,bezepsilonovy“ automat A. Zo-
stava teda dokazat, ze v pripade spocitatelnej aplnosti polokruhu S alebo , bezepsilonovosti“ oboch
uvazovanych automatov je ||A|| = ||B||. Tato tlohu prenechéavame ¢itatelovi, ktory pri argumentacii
moze vyuzit vhodny rozklad mnoziny behov R(A) podla postupnosti ,navstivenych® stavov.

4V pripade potreby mézeme bez ujmy na vieobecnosti predpokladat, ze Q = [n] pre nejaké n € N.
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Ku kazdému koneénému automatu B = (Q, ¢, ¢, 7) s vahami nad polokruhom S a abecedou X,
chapanému v zmysle definicie 3.3.1, naopak pri ponimani vyplyvajicom z definicie 3.2.1 zodpoveda
automat A = (Q,0,t,T) taky, ze pre vietky (p,z,q) € Q x (XU {e}) x Q je a(p, z,q9) = (v(p,q), 2).
Tato konstrukcia je zrejme inverznéa ku konstrukcii opisanej v predchadzajicom odstavci.

Po zvysok tohto textu textu budeme na formdinej drovni pracovat s definiciou 3.3.1. Diagramy
automatov s vahami ale budeme nadalej kreslit sposobom zaloZzenym na definicii 3.2.1 a vysSie opisane;j
koreSpondencii medzi oboma definiciami.

Priklad 3.3.5. Na obrizku 3.6 je opdtovne znazorneny diagram kone¢ného automatu D s vahami
nad polokruhom (N U {oc},+,+,0,1) a vstupnou abecedou ¥ = {a,b}, s ktorym sme sa uz stretli
v ramci prikladu 3.2.2.

Obr. 3.6: Koneény automat D s vahami nad polokruhom (NU {cc}, +,-,0,1).

V zmysle definicie 3.3.1 je automat D dany ako D = (Q, ¢, ¢, 7), kde @ = [6],

1

@(17 2) =2, 90(27 3) =3+ 2a, 90(3 1) )
b,

©(4,5) = 2a, ©(5,6) = 3a + b, ©(6,4)

©(p,q) = 0 pre vietky ostatné dvojice (p,q) € Q2 1(1) = 2, 1(4) = 1, ¢(2) = ¢(3) = 1(5) = +(6) =0,
7(1)=3,7(4) =1a7(2) =7(3) =7(5) =7(6) = 0.

Automat D tieZ mozno zadat pomocou jeho vektoru pociatoénych vah i = i[D] = (2,0,0,1,0,0),
prechodovej matice

0 2 0 0 0 0
0 0 3+2a 0 O 0
10 0 0 0 0
A=AD] = 00 0 0 2a 0
0 0 0 0 0 3a+b
00 0 b 0 0

a vektoru koncovych vah f = f[D] = (3,0,0,1,0,0)7.

3.4 Normalne tvary automatov s vihami

V kratkosti sa teraz pristavime pri dvoch vetach o normalnych tvaroch kone¢nych automatov s vahami.
Prva z nich hovori o normalnom tvare automatov s vahami nad spocitatelne iplnym polokruhom, ktory
je Specidlnym pripadom normélneho tvaru pre automaty nad polokruhmi opisaného v oddiele 1.7.
Automat s vahami nad spoéitatelne dplnym polokruhom je v tomto normélnom tvare, ak obsahuje
prave jeden stav s nenulovou pociatocnou vahou, ktor4 je pre tento stav rovna jednej a prave jeden stav
s nenulovou koncovou vahou, ktoré je tiez rovna jednej; tieto dva stavy musia byt rozne. V automate
navyse nesmu viest Ziadne prechody do stavu s nenulovou podiato¢nou vahou, ani zo stavu s nenulovou
koncovou vahou.
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Veta 3.4.1. Nech A = (Q, p,t,T) je konecny automat s vahami nad spocitatelne uplngm polokruhom S
a abecedou Y. Potom ezistuje konecny automat A" = (Q', ¢, ', ') s vdhami nad S a abecedou X taky,
Ze ||A|| = || Al a existuji stavy g, qr € Q', pre ktoré si splnené nasledujice podmienky: q; # qf,
() =7'(qr) =1, /(q) =0 pre vsetky ¢ € Q" \ {¢:}, 7' (q) = 0 pre vSetky q € Q' \ {qs} a pre vsetky
P €Q s¢'(p,q) #0 jep # ay a q# q.

Dékaz. 1de o 8pecialny pripad vety 1.7.2. Ul

Pre ,,bezepsilonové® automaty s vihami nad vSeobecnym polokruhom sa presné obdoba vety 3.4.1
zo zrejmych pric¢in sformulovat nedd: pre ,,bezepsilonovy* automat A v tvare z vety 3.4.1 totiz musi byt
(IA]l,e) = 0. MoZnymi zoslabeniami vety 3.4.1, platnymi aj pre ,bezepsilonové® automaty s vahami,
sa v tomto texte zaoberat nebudeme.

V automatoch s vahami nad spocitatelne tplnym polokruhom sii, na rozdiel od ,,bezepsilonovych*
automatov s vdhami nad v8eobecnym polokruhom, povolené aj prechody na prazdne slovo €. DokéZeme
teraz, Ze tato ,, vymozenost* nie je nijak klacova: ku kazdému automatu s vdhami nad spocitatelne apl-
nym polokruhom S existuje k nemu ekvivalentny , bezepsilonovy* automat s vihami nad .S. Prechody
na prazdne slovo teda sice ¢asto ulah¢ia konstrukcie automatov s vadhami nad spocitatelne aplnymi
polokruhmi, no nijako neovplyviiuju opisnd silu modelu. Na preskiimanie vSetkych formalnych mocni-
novych radov realizovatelnych automatmi s vahami sa tak staci obmedzit na ,,bezepsilonové® automaty
s vdhami nad v8eobecnym polokruhom.

Veta 3.4.2. Nechn € N a A = (n,i, A, f) je koneény automat s vihami nad spocitatelne uplngm
polokruhom S a abecedou Y. Potom existuje ,bezepsilonovy® koneény automat A’ s vdhami nad S
a abecedou Y. taky, Ze || A'|| = || Al

Doékaz. Maticu® A € S™"(X U {e}) mozno vyjadrit ako sicet jej ,epsilonovej“ a jej ,neepsilonovej*
zlozky:
A=A+ As, (3.4)

kde (Az,e) = (A,¢e), (Ax,e) = 0 a kde pre vietky c € ¥ je (A-,¢) =0 a (Ax,c) = (4,¢).

Nech teraz A’ je automat s vahami taky, ze i[A'] = i,
A[A] = Al Ay

a f[A'] = A:f. Automat A’ je ,bezepsilonovy“ vdaka tvrdeniu 2.6.3,% kedZe jeho prechodova matica je
dané ako A* Ay, kde matica Ay je ,,bezepsilonova“. Zostava teda dokazat, ze || A’|| = ||A||. Z vety 3.3.4,
vety 2.6.1 pre spocitatelne tplny polokruh S™*™(3*)) a rovnosti (3.4) ale dostavame

JA'| =i (AZAs)" (AZf) =1 ((AZAs)" AD £ =i(A: + Ap)"f = 1A™f = ||A]]
a dokaz vety je tym padom dokonceny. O

Poznamka 3.4.3. Automaty s vahami nad polokruhom B mdéZeme chapat, ako sme uz spominali, aj
ako klasické nedeterministické kone¢né automaty rozoznévajice forméalne jazyky. Pre takéto automaty
je konstrukcia z predchadzajuceho ddkazu len maticovym vyjadrenim jednej z klasickych konstrukeii
na odstranenie prechodov na prazdne slovo v nedeterministickych kone¢nych automatoch [56]. Duélnu
konstrukciu mozno navyse realizovat nasledovne: i[A'] = 1A%, A[A'] = AxA* a f[A'] =f.

5Opiét tu stotoziiujeme maticu formalnych mocninovych radov a k nej prisltchajici forméalny mocninovy rad s mati-
covymi koeficientmi.
Pri zneuziti nasho stotoziiovania mnozin (S{X*))™*™ a S™X™(X*).
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3.5 Racionilne mocninové rady

Definujeme teraz raciondlne vijrazy s vahami.” Dokézeme ich ekvivalenciu s koneénymi automatmi s va-
hami a formélne mocninové rady realizované tymito ekvivalentnymi modelmi nazveme raciondlnymi.
Tentokrat uz aj privlastok ,racionalny* zdévodnime: ukdZeme, ze mnozina racionalnych mocninovych
radov v C{z*)) — takéto rady mozno interpretovat aj ako rady v C[z] — pozostava z prave vSetkych
formalnych Maclaurinovych radov racionalnych funkcii analytickych v bode z = 0.8

Podobne ako pri automatoch s vihami budeme aj teraz pracovat s dvoma variantmi racionalnych
vyrazov: s racionalnymi vyrazmi s vahami nad spocitatelne uplnym polokruhom a s uréitym sposobom
syntakticky obmedzenymi racionalnymi vyrazmi s vihami nad vSeobecnym polokruhom — v druhom
pripade budeme hovorit o platngch raciondlnych vyrazoch. Prvy z tychto variantov racionalnych vy-
razov s vahami pritom bude ekvivalentny S(3 U {e})-racionalnym vyrazom nad spocitatelne uplnym
polokruhom S{¥*). Dodato¢ne tak odévodnime aj pouZivanie terminu ,racionalny prvok spocitatelne
iplného polokruhu zavedeného v oddiele 1.8.

Definicia 3.5.1 (Syntax racionalnych vyrazov). Nech ¥ je abeceda a S je polokruh. MnoZina viet-
kych raciondlnych vgrazov s vdhami nad polokruhom S a abecedou ¥ je dana jazykom S-RatE(X*)
nad (vo v8eobecnosti aj nekone¢nou) abecedou {r | r € S(EU{e})} U {+,-,*, (,)} takym, Ze:

(i) Jazyk S-RatE(X*) obsahuje pre kazdé r € S(X U {e}) slovo r.

(73) Pre vsetky E,F € S-RatE(X*) obsahuje jazyk S-RatE(X*) slova (E+F), (E-F) a (E*).
(797) Jazyk S-RatE(X*) neobsahuje ziadne dalsie slova.
Slova z jazyka S-RatE(X*) nazyvame raciondlnymi vgrazmi s vaéhami nad S a abecedou X.

Podobne ako pre kone¢éné automaty s vihami sa d& bez problémov definovat formélny mocninovy
rad realizovany Tubovolnym raciondlnym vyrazom s vahami nad spocitatelne iplngm polokruhom.
Pre racionalne vyrazy s vahami nad vSeobecnym polokruhom vSak nastani komplikacie pri aplikacii
iterdcie na podvyraz realizujuci rad s nenulovym konStantnym koeficientom. Preto v pripade vah
70 v8eobecného polokruhu zavedieme sémantiku len pre vyrazy, v ktorych sa iteracia aplikuje vyhradne
na podvyrazy realizujice ,bezepsilonové” mocninové rady. Kedze je v8ak aj tato podmienka sama
o sebe vecou sémantiky, nahradime ju syntaktickou definiciou mnoziny racionalnych vyrazov, ktoré ju
zarucene splhaji (hoci nemusi ist nad kazdym polokruhom o vsetky takéto vyrazy) — vyrazy z tejto
mnoziny nazveme platnymi.

Definicia 3.5.2 (Platné racionélne vyrazy). Nech ¥ je abeceda a S je polokruh. MnoZina ,,zarucdene
bezepsilonovych* racionalnych vyrazov s vahami nad S a abecedou ¥ je dané nasledovne:

(i) Pre kazdé r € S(X) je ,zarucene bezepsilonovy“ vyraz r.

(13) Pre kazdé dva ,zarucene bezepsilonové” vyrazy E, F a pre kazdy racionalny vyraz G st ,zarucene
bezepsilonové“ vyrazy (E+F), (G-E) a (E-G).
(#41) Ziaden iny racionalny vyraz z S-RatE(X*) nie je ,zarufene bezepsilonovy*.
Mnozina platngch racionalnych vyrazov s vahami nad S a abecedou X je potom dané takto:
(1) Pre kazdé r € S(¥ U {e}) je platny vyraz r.

(73) Pre kazdé dva platné vyrazy E, F a pre kazdy platny a stucasne ,zarucene bezepsilonovy* vyraz Z
su platné vyrazy (E+F), (E-F) a (Z*).

(#41) Ziaden iny racionalny vyraz z S-RatE(X*) nie je platny.

7Ako sme uZ viackrat v texte spomenuli, ide o vystiZnejsie pomenovanie pre vyrazy nazyvané aj ,regularnymi‘.
8Komplexné koeficienty tu nie st nijak dolezité. Analogicka vlastnost plati aj pre raciondlne rady v R{z*).
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MozZeme teraz pristupit k definicii sémantiky racionalnych vyrazov s vdhami. Pre racionalne vyrazy
s vahami nad spocitatelne uplnym polokruhom bude korektnost tejto definicie zrejma. Pre platné vyrazy
nad vSeobecnym polokruhom bude korektnost definicie jednoduchym désledkom tvrdenia 2.6.3.

Definicia 3.5.3 (Sémantika racionalnych vyrazov). Nech X je abeceda, S je polokruh a G je racionalny
vyraz s vahami nad S a abecedou ¥. Predpokladajme navyse, Ze je polokruh S spoéitatelne uplny
alebo je raciondlny vyraz G platny. Formdlny mocninovy rad ||G|| realizovany raciondlnym vgrazom G
je potom dany nasledujicou induktivnou definiciou:

(i) Ak G =r pre nejakeé r € S(X U {e}), tak |G| =r.

(i4) Nech E, F st racionalne vyrazy z S-RatE(X*). Ak G = (E+F), tak ||G|| = ||E||+]||F||; ak G = (E-F),
tak [|G]| = [[E[l - [F[; ak G = (E¥), tak |[G]| = [|E[|".

Poznamka 3.5.4. 7 tvrdenia 2.6.3 vyplyva, Ze pre platné ,zarucene bezepsilonové“ racionélne vy-
razy E je (||[E||,e) = 0 — ¢o je fakt tzko previazany s korektnostou predoslej definicie.

Poznamka 3.5.5. Takto definovani sémantika nam umoznuje pri zapise racionalnych vyrazov s vihami
vynechévat zatvorky rovnako, ako sme to opisali v poznamke 1.8.3 vztahujtcej sa na racionélne vyrazy
nad spocitatelne aplnymi polokruhmi.

DokéZeme teraz ekvivalenciu racionalnych vyrazov s vdhami a koneénych automatov s vahami.
Presnejsie dokdZeme nasledujtce dve tvrdenia:

1. Ku kazdému ,,bezepsilonovému’ koneénému automatu s vahami nad vseobecngm polokruhom S
a abecedou X existuje ekvivalentny platng racionalny vyraz s vihami nad S a abecedou 3.

2. Ku kazdému platnému raciondlnemu vyrazu s vihami nad v§eobecngm polokruhom S a abece-
dou X existuje ekvivalentny , bezepsilonovy*“ koneény automat s vahami nad S a abecedou X.

Pri raciondlnych vyrazoch a koneénych automatoch s vahami nad spocitatelne tiplngmi polokruhmi
je ich ekvivalencia désledkom vety 1.8.9. KedZe navy$e ku kazdému racionalnemu vyrazu s vahami
nad spocitatelne aplnym polokruhom S existuje ekvivalentny koneény automat s vahami nad S a ten
d’alej mozno podla vety 3.4.2 ,,odepsilonovat, zistujeme, ze ku kaZdému raciondlnemu vyrazu s vahamsi
nad spocitatelne uplngm polokruhom existuje ekvivalentny ,,bezepsilonovy* kone¢ny automat s vihami,
a teda aj ekvivalentny platny raciondlny vijraz s vahami. Nad spocitatelne iplnymi polokruhmi sa teda
v8eobecné racionalne vyrazy s vahami rovnako silné ako platné racionalne vyrazy (a nad ostatnymi
polokruhmi maja definovant sémantiku iba platné vyrazy). Na arovni realizovanych radov preto nie
je nutné medzi oboma variantmi vyrazov rozlisovat.

Dokazme teda najprv, Ze platné racionalne vyrazy s vahami nad Tubovolnym polokruhom S s
aspoti také silné ako ,,bezepsilonové” koneéné automaty s vahami nad S.

Lema 3.5.6. Nech A = (n,i, A,f) je ,bezepsilonovy* konecny automat s vahami nad polokruhom S
a abecedou ¥. Potom existuje platny vyraz E € S-RatE(X*) taky, Ze ||E|| = [|A]|.

Dékaz. Nech A* = (75 j)nxn. Indukciou vzhladom na n mozno napriklad? s vyuzitim lemy 2.5.4 doké-
zat, Ze pre i,j = 1,...,n existuje platny racionalny vyraz F; ; s vihami nad S a abecedou X taky, ze
|Fi || = ri;. Na zaviSenie dokazu lemy uz len potom staci vyuzit skutoénost, ze || A| = iA*f. Detaily
tohto induktivneho dékazu prenechavame ¢itatelovi ako jedno z cvi¢eni v zavere kapitoly. O

9 Alternativne sa da dokazat, ze aj iteraciu ,bezepsilonovej matice nad I'ubovolnym polokruhom formélnych moc-
ninovych radov mozno vypoéitat obdobou algoritmu 1.5.1. Dalej potom moZno postupovat skoro rovnako ako v dokaze
lemy 1.8.4 (treba akurat argumentovat, Ze vysledny racionalny vyraz bude platny).
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V nasledujiicom budeme dokazovat, ze ku kazdému platnému racionélnemu vyrazu s vihami exis-
tuje ekvivalentny ,,bezepsilonovy“ konecény automat s vahami. Konstrukciu rozdelime do nasledujua-
cich styroch lem. Najprv ukdzeme, Ze existuju konecné automaty ekvivalentné atomickym vyrazom r
pre r € S(XU{e}). V dalsich troch leméch potom postupne zostrojime kone¢né automaty realizujtice
sucet, sucin a iteraciu.

Lema 3.5.7. Nech ¥ je abeceda, S je polokruh a r € S{(¥ U {e}). Potom ezistuje ,bezepsilonovy*
konecny automat A s vdhami nad S a abecedou 3 taky, Ze ||A|| = r.

Dokaz. Nech ry =r — (r,e) a A= (2,1, A, f), kde i = (1,0),

o 07“2
(0 %)

af=((re),1)T. Pre realizovany rad ||.A| potom vdaka désledku 2.5.5 dostdvame

a=we=wo (o %) (9 )=ao () (57 ) =arm=r

¢o dokazuje spravnost kongtrukcie. O

Lema 3.5.8. Nech ¥ je abeceda, S je polokruh a Ay, As si ,bezepsilonové® konecné automaty s vahami
nad S a abecedou X. Potom existuje ,,bezepsilonovy* koneény automat A s vdhami nad S a abecedou ¥

taky, Ze ||A|l = [l Ax[| + [l Az]-

Doékaz. Nech Ay = (n1,i1, A1,f1) a Ay = (ng, g, Ag, f3). Polozme A = (n,i, A,f), kde n = ny + no,
i= (ilviQ)a

7 dosledku 2.5.5 potom dostavame

e _ (s (A 0N\ [f
=it =(now) (0 0) ()

=11 ATy + 12456 = || Aq || + [l A2]l,

() (5 )

¢o dokazuje spravnost konstrukcie. O

Lema 3.5.9. Nech X je abeceda, S je polokruh a Ay, As si ,bezepsilonové® konecné automaty s vahami
nad S a abecedou Y. Potom existuje ,bezepsilonovy“ koneény automat A s vdhami nad S a abecedou X

taky, ze || All = [l A - [ A2]l-

Doékaz. Nech Ay = (ny,i1, A1, f1) a Ay = (ng, iz, Az, f2). Polozme A = (n,i, A,f), kde n = n; + ng,

i:(ilvo)a
[ A fiiA
= (0 ")

[ fiiofs
f_( b )
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7 dosledku 2.5.5 a lemy 2.6.4 potom dostavame

A =iAf= (i, 0) ( f(l)l flj;‘? ) < flng > -

(i 0) A Aifip Ay A fliofy \
A 0 Aj £, )~

= ilATfligfz + i]_ATf]_iQAQA;fQ = ilATfliQ(l + A2A§)f2 =
=11 AThis Aoy = || Au]] - [ Azl],

¢im je dokdzana spravnost konstrukcie automatu A. O

Lema 3.5.10. Nech ¥ je abeceda, S je polokruh a B je ,,bezepsilonovy“ konecny automat s vahami nad S
a abecedou ¥ taky, Ze (||B||,€) = 0. Potom ezistuje ,bezepsilonovy“ koneény automat A s vahami nad S
a abecedou Y. taky, Ze || Al = || BJ*.

Dékaz. Nech B = (m,j,B,g). Potom jg = (||B|,e) = 0, v dosledku ¢oho je ||B|| = jB*g, kde
Bt = BB*. Polozme A = (n,i, A,f), kden =m+1,i= (1,0),

_(0 iB
A_<O B+ng>

(1)

Takto skonstruovany automat A je ,bezepsilonovy*“, pretoze vSetky nenulové ¢leny matice A mozno
vyjadrit aj ako sa¢in matic obsahujtci faktor B; kedze (B,e) = 0, sta¢i sa odvolat na tvrdenie 2.6.3.
Z dosledku 2.5.5, vety 2.6.7, lemy 2.6.5, jej lahko dokazatelného ,maticovo-vektorového* variantu
a lemy 2.6.4 nésledne vyplyva

. 0 jB 1 1 jB(B+gjB)* 1
—iA*f=(1 0 . =(10 5 =
[A]l =1 ( )(0 B+gJB) <g> ( )<0 (B+gjB)* g
=1+jB(B+gjB)'g=1+jB(B'gjB)"B’'g=1+jBB*(gjBB")'g=1+jBB g(jBB"g)" =
=1+jB"g(jB g)" =1+ |B|-BII" = 8],

¢o dokazuje spravnost konstrukcie. O

Mozeme uZ teraz zozbierat skutoCnosti dokazané vysSie a vyslovit samotni vetu o ekvivalencii
koneénych automatov a racionalnych vyrazov s vahami.

Nad vSeobecnym polokruhom bude tato veta hovorit o ekvivalencii ,,bezepsilonovych® automatov
a platnych racionalnych vyrazov. Nad spocitatelne aplnym polokruhom bude hovorit o ekvivalencii
hned Styroch modelov: automatov s vahami, ,bezepsilonovych® automatov s vahami, racionalnych
vyrazov s vahami a platnych raciondlnych vyrazov s vahami.

Veta 3.5.11. Nech ¥ je abeceda, S je polokruh a r € S(X*) je formdlny mocninovy rad. Potom si
nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

(1) FEzistuje ,bezepsilonovy* koneény automat A s vdhami nad S a abecedou ¥ taky, Ze ||Al = 7.
(19) Ewistuje platny raciondlny vyraz G s vahami nad S a abecedou ¥ taky, Ze ||G|| = r.

Ak je navyse polokruh S spocitatelne uplny, su tvrdenia (i) a (ii) ekvivalentné nasledugicim dvom
turdeniam:

(791) Ezistuje konecny automat A s vahami nad S a abecedou ¥ taky, Ze || A| = r.

(tv) Emistuje raciondlny vijraz G s vdhami nad S a abecedou ¥ taky, Ze ||G|| = r.
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Dékaz. Pri implikacii ,ak (i), tak (i7)“ sa staci odvolat na lemu 3.5.6. Opac¢ni implikdciu mozno
Tahko dokézat Strukturalnou indukciou: ak G = r pre nejaké r € S(X U {e}), existuje ,,bezepsilonovy*
automat A splhajici | A|| = ||r]| = r vdaka leme 3.5.7. Predpokladajme teraz, ze E, F st platné vyrazy,
pre ktoré existuju ,,bezepsilonové* automaty Ag, Ag také, ze || A1l = ||E|| a ||.A2]| = ||F||. Ak G = E+F,
existuje ,,bezepsilonovy* automat A spliiajtci || A|| = ||E|| + ||F|| = [lA1]| + |l A2|| podla lemy 3.5.8.
Ak G = E - F, ,bezepsilonovy“ automat A splajici ||A| = ||[E| - |[F|| = |lA1] - || Az2| existuje podla
lemy 3.5.9. Ak je napokon vyraz E navySe ,zaruCene bezepsilonovy“ a G = E*, nutne (||E||,e) = 0
(poznamka 3.5.4) a automat A spliajici ||A|| = ||E||* = |.A1]|* existuje podla lemy 3.5.9.

V pripade, Ze je S spocitatelne tplny polokruh, vyplyva ekvivalencia tvrdeni (i) a (ii7) z vety 3.4.2.
Ekvivalencia tvrdeni (iii) a (iv) nakoniec vyplyva bezprostredne z vety 1.8.9. O

Definicia 3.5.12. Nech X je abeceda a S je polokruh. Formalny mocninovy rad r € S{¥*)) nazveme
raciondlnym nad S, ak existuje platny racionalny vyraz E s vihami nad S a ¥ taky, ze ||E|| = r.
Mnozinu v8etkych racionalnych radov nad S oznacime S-Rat(X*).

Poznamka 3.5.13. Priamo z definicii 3.5.2 a 3.5.3 vyplyva, Ze mnozina S-Rat(¥X*) je pre vsetky
abecedy ¥ a polokruhy S uzavretd na sucet a na Cauchyho sacin. Z vety 3.5.11 a lemy 3.5.10 d'alej
vyplyva, Ze mnozina S-Rat(3*) je uzavreta aj na iteraciu aplikovani na rady s nulovym konstantnym
koeficientom. Pre spoéitatelne uplné polokruhy S je mnozina S-Rat(X*) uzavreta, vdaka vete 3.5.11
a definiciam 3.5.1 a 3.5.3 (alebo pripadne len vd'aka uzavretosti Rat(S(X U {e}), S{¥*)) na iteraciu),
na iteraciu bez dalsieho obmedzenia.

Priklad 3.5.14. Skor, nez budeme pokracovat d'alej, ukdzeme si jednoduchti kombinatoricku aplikaciu
automatov a racionélnych vyrazov s vihami. Predpokladajme, Ze sa zaujimame o pocet vsetkych slov
dlzky t nad abecedou ¥ = {a, b}, ktoré obsahujt ako faktor slovo ab. Ttto tilohu je samozrejme mozné
Tahko vyriegit aj s pouZitim elementarnej kombinatoriky: kedze faktor ab obsahuju prave vietky slova
zo Y, ktoré nie st tvaru b*a'=* pre nejaké k € {0,...,t}, je hladany pocet slov rovny

’Et\{bkat’k ‘ ke {o,...,t}}( = |5t - kuat’k ] ke {0,...,t}}‘ — ot (t+1).

V nasledujticom prideme k rovnakému vysledku s pouzitim automatov a racionalnych vyrazov s vdhami.
Vyhodou tohto pristupu bude jeho vicSia systematickost, vdaka ktorej je aplikovatelny aj na podstatne
komplikovanejsie tlohy, pri ktorych elementarne metédy zlyhévaja.

Nech L = ¥*ab¥* je jazyk vSetkych slov nad abecedou Y obsahujucich faktor ab. V tlohe sa teda
pytame na pocet slov dlzky t v jazyku L. Skonstruujme deterministicky koneény automat A rozo-
znavajuci jazyk L a ten prerobme, rovnako ako v priklade 3.1.2, na kone¢ny automat A’ s vahami
nad polokruhom prirodzenych ¢isel a unérnou vstupnou abecedou {z}, ktory realizuje vytvarajicu
funkciu pre pocet slov danej dizky v jazyku || A| = L. Automat A je znazorneny na obrazku 3.7a
a prislusny automat A’ je na obrézku 3.7b.

b a a
a b
b
(a) Deterministicky kone¢ny automat .A. (b) Koneény automat s vdhami A’.

Obr. 3.7: Deterministicky koneény automat A rozoznéavajuci jazyk L = X*ab¥* a kone¢ny automat A’ s vahami
nad (N, +,-,0,1) realizujuci vytvarajicu funkciu pre pocet slov danej dlzky v jazyku L.
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Mozeme teraz spocitat formalny mocninovy rad realizovany automatom A’:

*

z z 0 0
A =(1,0,0){ 0 =z =z 0 | =2"22"2(22)";
0 0 2z 1

pri vypocte sme pouZili dosledok 2.5.6 spolo¢ne s pozorovanim, ze vd aka tvaru vektorov pociatoénych a
koncovych vah je vysledny formalny mocninovy rad rovny radu v prvom riadku a trefom stipci iteracie
prechodovej matice. Rad || A’|| teraz mozeme stotoznit s radom v C[z], vdaka ¢omu dostavame

22 1 1
(1—2)21—-22) 1-2z (1—2)%

|A|| = 2" 22 2(22)" =
kde poslednii rovnost mozno odvodit pomocou rozkladu na parcidlne zlomky. Ak néas teda zaujima
pocet slov dlzky t v jazyku L, staéi sa pozriet na koeficient pri 2! vo vytvarajicej funkcii || A’||:

A0 =11 (125 - ) = Wl — Wl -

_ zt_zt: ([zk]1i2> <[ztk]1iz> _ o —kiol — 9 (4 1).

k=0

Vsetkych slov dizky ¢ nad abecedou ¥ obsahujtcich faktor ab je teda skutoéne 2 — (t + 1).

Zvysok oddielu venujeme vysvetleniu pomenovani ako ,raciondlny vyraz®, ,raciondlny prvok®,
alebo ,racionalny rad“. Nasledujuci priklad ukazuje, ze mnozina radov v C{z*)) raciondlnych nad C —
tie mozno chapat aj ako prvky C[z] — pozostava z prave vietkych formalnych Maclaurinovych rozvojov
raciondlnych funkcii analytickych v bode z = 0. Rovnako sa d4 argumentovat aj nad R{z*)) resp. R[z].

Priklad 3.5.15. Uvazujme polokruh F(z*), kde F je pole. KedZe je tu abeceda unarna, mozno rady
z tohto polokruhu chapat aj ako prvky F[z]. Budeme teda tieto dva izomorfné polokruhy — v tomto
pripade ide dokonca o obory integrity — a aj ich vzajomne zodpovedajice prvky stotoznovat.

Komplexné funkcia f komplexnej premennej z je raciondlna, ak f(z) = p(z)/q(z) pre nejaké
polynomické funkcie p(z) a q(z), kde ¢(z) nie je konstantne nulova. Takato funkcia je analyticka v bode
z = 0 prave vtedy, ked je rad « korena funkcie ¢(z) v bode 0 mensi alebo rovny radu korena funkcie
p(2z) v tomto bode. V takom pripade mozno bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze ¢(0) # 0;
povodny zlomok totiz moézeme vykratit funkciou z%. Maclaurinovym rozvojom polynomickej funkcie je
vzdy prislusny polyném — v analyze sa koniec koncov ¢asto ani medzi polynémami a polynomickymi
funkciami nerozlisuje — a poziadavku ¢(0) # 0 mozno preformulovat ako nenulovost konstantného
koeficientu polynému prislichajtceho k polynomickej funkcii ¢(z).

Prejdime teraz od funkcii k radom z C[z] resp. C{z*)). Z vyssie uvedeného vyplyva, Ze mnozina
formdlnych mocninovijch radov zodpovedajica Maclaurinovym rozvojom raciondlnych funkcii analy-
tickych v bode 0 je dand ako mnozina M (C) v8etkych radov r € C[z] takych, ze r = p/q pre ne-
jaké polynomy p,q € C[z], kde ¢ ma nenulovy konstantny koeficient. DokaZeme teraz nielen rovnost
M(C) = C-Rat(z*), ale aj v8eobecnejsiu rovnost M (F) = F-Rat(z*), kde FF je Tubovolné pole a mnozina
M (F) pozostéava zo vSetkych radov r € F[[z] takych, Ze r = p/q pre nejaké p, ¢ € F|z], kde konstantny
koeficient polynému ¢ je nenulovy.

C: Nech r = p/q pre nejaké polynoémy p, g € F[z], kde ¢ mé& nenulovy konstantny koeficient. Kazdy
polyném z F[z] — alebo pri ,nekomutativnom® pohlade: z F(z*) — je o¢ividne v F-Rat(z*); raci-
onalnymi forméalnymi mocninovymi radmi nad F st teda aj polynéomy p a q. Zostava ukazat, Ze
je racionalnym nad F aj ich podiel p/q.
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Polyném ¢ mozno prave jednym sposobom rozlozit na rozdiel ¢ = ¢g — ¢4, kde ¢y € F\ {0}
a polyném ¢, mé nulovy konStantny koeficient. Potom ale

q Co — g+ CB-H €o \ Co
Konstanta ¢ := 1/¢g je evidentne aj racionalnym forméalnym mocninovym radom nad F. Samotny

podiel p/q je dany ako p/q = cp (cq4)" a racionalnost radu p/q nad F je tak zrejmym dosledkom
uzaverovych vlastnosti mnoziny F-Rat(z*).

Y

Zjavne sta¢i strukturalnou indukciou dokazat, Ze pre vsetky platné vyrazy G € F-RatE(z*) je
rad ||G|| dany ako ||G|| = p/q pre nejaké polynomy p, q € F[z] (resp. F(z*)), kde ¢ méa nenulovy
konstantny koeficient.

Ak G = r pre nejaké r € F({z,¢}), je tvrdenie zrejmé. Ak G = E + F pre platné vyrazy E,F, je
z indukéného predpokladu ||E|| = p1/¢q1 a ||F|| = p2/g2 pre nejaké polynémy p1,p2,q1,q2 € F|z],
kde ¢1 a g2 maji nenulovy konstantny koeficient. V désledku toho

P2 _ P192 + P2

D1
IGll ==+
q1 q2 q192

kde polyném g¢iq2 mé takisto nenulovy konStantny koeficient. Ak G = E - F pre platné vyrazy
E,F, z indukéného predpokladu opit dostavame ||E|| = p1/q1 a ||F|| = p2/g2 pre nejaké polynomy
p1,D2,q1,q2 € Flz], kde g1 a g2 maju nenulovy konstantny koeficient. Potom

IG|| = Pr P2 _ Pip2
Q@ Qg

kde ¢1¢2 mé nenulovy konstantny koeficient. Ak nakoniec G = E* pre nejaky platny a ,zarucene
bezepsilonovy* vyraz E, z indukéného predpokladu méame |E|| = p/q pre nejaké p,q € F[z], kde
polyném ¢ ma nenulovy konstantny koeficient. Navyge!”

(IEll, e) = (p/q,€) = 0;

kedze (1/q,¢) # 0, nutne musi byt (p,e) = 0. Preto

p\" 1 q
G = ) = = —,
Il (q 1-2 q-p

kde ¢ — p ma nenulovy konstantny koeficient vdaka tomu, ze (¢,e) # 0 a (p,e) = 0.

3.6 Linearne reprezentacie

V tomto a aj v niekolkiych nasledujicich oddieloch budeme pod automatom s vdhami vidy rozumiet
,bezepsilonovy“ automat. Videli sme, Ze kazdy takyto konceny automat A s vihami nad polokruhom S
a vstupnou abecedou ¥ mozno zadat vektorom podiato¢nych vah i € S'™ ™, prechodovou maticou
A € (8(X))"*™ a vektorom koncovych véh f € S™*1; ¢islo n tu oznaduje pocet stavov automatu. Plati
potom | Al = iA*f.

Pomocou maticového nasobenia teda vieme vyjadrit formdlny mocninovyj rad realizovany automa-
tom s vahami. Obéas sa vSak moze zist vyjadrit v re¢i matic aj koeficient jedného konkrétneho slova w
v tomto rade — ¢ize hodnotu (|| A]|,w). Na to moZno pouZit linedrne S-reprezentdcie, ktoré teraz defi-
nujeme; S-reprezentaciu ziskame z automatu s vahami tak, Ze jeho prechodovi maticu A € (S(X))"*"
,rozbijeme* na niekolko matic v S™*" obsahujicich koeficienty jednotlivych pismen v matici A.

19V nasledujiacom budeme F(z*) a F[z] stotozfiovat snad a7 prilis arogantne. Citatelovi zdielajicemu tento nazor
by vSak nemalo robit vac¢sie problémy prist s korektnejSou — hoci nutne zdlhavejsou — formalizaciou tejto ¢asti dokazu.
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Definicia 3.6.1. Nech X je abeceda a S je polokruh. Linedrnou S-reprezentdciou nad ¥ nazveme
Stvoricu P = (n,i,u,f), kde n € N je rdd S-reprezentacie, i € S'*" je vektor poéiatoénych vah,
p: X* — S™*" je prechodovy homomorfizmus'' a f € S"*! je vektor koncovych véh.

Definicia 3.6.2. Nech X je abeceda, S je polokruh a P = (n, i, u, f) je S-reprezentacia nad X. Formdlny
mocninovy rad realizovany reprezentdciou P je dany ako

1Pl =3 Guw))w.
wer*

Citatelovi s dostatoénou intuiciou pre maticové nasobenie je uz na tomto mieste pravdepodobne
zrejmé, ze S-reprezentacie nad X si len odlisnym pohladom na automaty s vihami nad polokruhom S
a abecedou Y. Dovod na zavedenie nového pojmu tu pochadza z tedrie rozsirenych automatov s vihami,
ktoré realizuju formalne mocninové rady nad monoidmi (takymito automatmi st napriklad prekladace
s vahami, ktoré mozno chapat ako automaty s vadhami nad monoidom ¥* x ¥*); tam sa automaty
s vahami a S-reprezentacie razom stavaji fundamentalne odlisnymi objektmi. My sa v8ak do takychto
zovieobecneni pustat nebudeme a S-reprezentacie pre nas budi naozaj len odlisnym sposobom, ako
zadat konefny automat s vAhami. To formalizujeme v nasledujtcej definicii a vete.

Definicia 3.6.3. Nech X je abeceda, S je polokruh a A = (n,i, A, f) je koneény automat s vahami
nad S a abecedou Y. Reprezentdciou zodpovedajicou automatu A potom nazveme S-reprezentaciu
P4 = (n,1i, i, f), kde homomorfizmus p: ¥* — S™*" je dany pre vietky ¢ € ¥ ako u(c) = (4, c).12
Veta 3.6.4. Nech ¥ je abeceda, S je polokruh a A = (n,i, A, f) je konecny automat s vahami nad S a X
taky, Ze P4 = (n,i,u,f). Pre vietky w € ¥* potom (A*,w) = p(w) a (||A|,w) = ip(w)f, v désledku
coho || Al = [[Pll-

Dokaz. Pre vsetky w € ¥* dokdZeme indukciou vzhladom na |w| rovnost (A%, w) = p(w).

Ak |w| = 0, nutne w = ¢ a dokazované tvrdenie plati, pretoze podla lemy 2.6.4 a tvrdenia 2.6.3
je (A% e) = (I, + AA* e) = (I,,¢) + (AA*,e) = I, = p(e). Predpokladajme teda, Ze tvrdenie plati
pre vietky w € ¥t pre nejaké prirodzené &islo ¢ a uvazujme slovo cu, kde ¢ € ¥ a u € ¥t Z lemy 2.6.4,
prislusnosti matice A do S™*™(X) a indukéného predpokladu potom

(A%, cu) = (I, + AA* cu) = (I, cu) + (AA* cu) =0+ Z (A, 2) (A%, y) = (A, c)(A" u) =

TYyeER*
TYy=cu

= p(e)p(u) = p(cu),
¢im je indukény krok dokézany. Pre vietky w € ¥* teda naozaj (A*,w) = pu(w), z ¢oho dostavame aj
(1Al w) = (A, w) = ip(w)f.

Rovnost || A]| = ||P4| potom vyplyva priamo z definicie 3.6.2. O

Pre Tubovolna S-reprezentaciu P = (n, i, u, f) nad abecedou ¥ moéZzeme uvazovat koneény automat
A = (n,i, A, f) s vihami nad S a ¥ taky, Ze

A= Z w(c)e.
ceX

Zrejme potom P4 = P a z vety 3.6.4 tak dostavame | A|| = ||P||. MnoZina radov realizovanych linedr-
nymi S-reprezentdciami nad % je teda prdave S-Rat(X*).13

"1de o homomorfizmus monoidov (2*,-,¢) a (S™*™, -, 1,,). Kedze je monoid (L*, -, ) volny, staii kazdy takyto homo-
morfizmus zadat obrazmi p(c) jednotlivych pismen ¢ € 3.

120pét tu vyuzivame stotoziiovanie polokruhov (S{X*))"*™ a S™*"(*).

13Rady realizované linearnymi reprezentaciami nad S a ¥ nazyvame aj rozoznatelngmi nad S a mnoZzinu vietkych
takychto radov oznafujeme S-Rec(X*). Prave dokdzané tvrdenie teda hovori, ze S-Rec(X*) = S-Rat(X*); dovodom
na zavedenie pojmu rozoznatelného radu pritom je, Ze uvedené rovnost prestava platit akonahle prejdeme od X* k vse-
obecnejsim monoidom. (Niektori autori definuji rozoznatelné rady ako rady realizované koneénymi automatmi s vdhami
— takto chapané rozoznatelné rady su ale v skuto¢nosti nerozoznatelné od racionélnych radov.)
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Priklad 3.6.5. Uvazujme kone¢ny automat A s vahami nad polokruhom (NU{oco}, +,-,0,1) a vstup-
nou abecedou ¥ = {a, b, c}, ktory je znazorneny na obrazku 3.8.
Automat A je dany vektorom podiato¢nych vah i = (1,0,0,3), prechodovou maticou

0 2a 0 0

10 0 3a+b 2
A= c 0 0 0
0 0 b 0

a vektorom koncovych vah f = (2,0,0,4)7.

Obr. 3.8: Konetny automat A s vdhami nad polokruhom (NU {o0},+,-,0,1).

K automatu A prislicha reprezentacia P4 = (4,1, i, ), kde homomorfizmus p: ¥* — N**4 je dany
nasledovne:

0200 0000 0000
00 3 0 0 01 0 00 0 2
M=t goo0o0f "M=1oo000] "=l 1000
00 0O 0010 00 0O
Lahko moZno overit, Ze plati napriklad
0200 0200 0000 2
. - 00 3 0 00 3 0 0 00 2 01

(Il Al], aac) = ip(aac)f = (1,0,0,3) 00 0 0 00 0 0 100 0 o | = 12.

00 0O 00 0O 0 00O 4

Poznamka 3.6.6. Nech je notacia rovnaka ako vysSie. Lahko potom vidiet, Ze okrem ,aplnych*
sacinov typu ip(w)f = (iA*f,w) = (|| A]|, w) mozno prirodzene interpretovat aj ,Clastoéné* suciny
ip(w) a p(w)f. V prvom pripade ide o riadkovy vektor

m(w) = (dl, ey dn)a

kde d; je pre i = 1,...,n rovné koeficientu slova w v rade realizovanom automatom, ktory vznikne
z automatu A zmenou koncovej vahy stavu i na 1 a ostatnych koncovych vah na 0. Intuitivne mozno d;
chapat ako stacet hodnot ,nedplnych“ behov na slove w kondiacich v stave i; ,netplnostou” behu
pritom mame na mysli to, Ze sa do jeho hodnoty zapocCitava pociatoéna vaha prvého stavu a vahy
jednotlivych prechodov, nie v§ak koncova vaha posledného stavu. Podobne

p(w)f = (eq,.. .,en)T,

kde e; je pre j = 1,...,n rovné hodnote slova w v automate, ktory vznikne z automatu A zmenou
pociato¢nej vahy stavu j na 1 a ostatnych pociatoénych vah na 0. Intuitivne mozno e; chapat ako stucet
hodnét ,,netplnych“ behov na slove w zacinajicich v stave j; v tomto pripade mame ,nedplnostou*
behu na mysli to, Ze sa do jeho hodnoty zapocitavaji vihy jednotlivych prechodov a koncovi vaha
posledného stavu, nie vSak pociato¢na vaha prvého stavu.
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3.7 Automaty s vahami nad polom

V nasledujicom budeme sktimat konecné automaty s vahami nad velmi $pecialnou triedou polokruhov:
nad polami. Pre kazdé pole F tvori polokruh F({X*) stcasne aj vektorovy priestor nad polom F.
Automaty s vahami nad F dame do stuvisu s kone¢norozmernymi podpriestormi tohto priestoru, ¢o
neskor vyuzijeme na rozpracovanie teérie minimalizdcie automatov s vahami nad polom.!*

Poznamka 3.7.1. Stale sa budeme drzat dohovoru z predchadzajiceho oddielu, podla ktorého mame
pod automatom s vahami nad polokruhom S vzdy na mysli ,,bezepsilonovy* automat; polokruh S tak
nemus? byt spoéitatelne uplny. Budeme uvazovat pripad, ked je tymto polokruhom S nejaké pole F.15

Teraz polozime teoretické ziklady pre $tidium minimalizacie automatov s vahami nad polom.
Pre kazdy racionalny forméalny mocninovy rad r € F{X*) opiSeme nejaky'® automat A s vahami
nad F taky, ze ||A| = r a automat A méa spomedzi vSetkych automatov realizujucich rad r zaru¢ene
minimdalny pocet stavov. Sformulujeme tiez kritérium minimélnosti automatu s vahami nad polom,
ktoré néasledne pretavime aj do algoritmu rozhodujiceho, ¢i je dany automat s vahami nad polom F
miniméalny. Na tieto itvahy neskor — po kratkej odbocke do lineérnej algebry — naviazeme v oddiele 3.9,
kde opiSeme minimalizaény algoritmus pre automaty s vahami nad polom F.

Tvrdenie 3.7.2. Nech ¥ je abeceda a F je pole. Potom F({X*) tvori, spoloéne s operdciami suctu radov
a sicinu proku F s radom,'™ vektorovy priestor nad polom F.

Dékaz. Zrejmé. O

Ku kazdému koneénému automatu 4 s vdhami nad polom F teraz priradime podpriestor V(A)
vektorového priestoru F(X*)) pozostavajuci zo vetkych radov ||A’||, kde A’ je automat lisiaci sa od A
nanajvys v poc¢iato¢nych vahach jednotlivych stavov.

Definicia 3.7.3. Nech A = (n,1i, A, f) je koneény automat s vihami nad polom F a abecedou ¥ taky,
ze P = (n,i, 1, f). Ako V(A) ozna¢ime mnozinu radov

V(A) = {||A]| | A" = (n,]j, A,£) je konetny automat s vahami nad F a abecedou ¥},

pri¢om zrejme

V(A) = {(JA*f |jeF"} = { > Gr(w)f)w

weX*

je F"} . (3.5)

Tvrdenie 3.7.4. Nech A = (n,i, A,f) je koneény automat s vihami nad polom F a abecedou X.
Potom V(A) tvori vektorovy podpriestor priestoru F{3X*) a dim(V(A)) < n.

Doékaz. Treba dokéazat, Ze pre l'ubovolna dvojicu radov r,s € V(A) a Tubovolnu dvojicu skalarov
a,b e jear+bseV(A). Kedze r,s € V(A), existuju vektory j, k € F” také, ze r = JA*f a s = kA*f.
Potom ale

ar + bs = ajA*f + bkA*f = (aj + bk)A*f € V(A),

¢im je dokazaneé, ze V(A) tvori vektorovy podpriestor. Ten je navySe zjavne generovany ubovolnou
mnozinou {i; A*f,... i, A*f}, kde (iy,...,1,) je baza priestoru F"; nutne teda dim(V(A)) < n. d

14V skuto¢nosti ale budeme namiesto automatov pracovat hlavne s prislusnymi F-reprezentaciami; v literatire sa Gasto
namiesto o minimdlnych automatoch hovori o minimdlnych alebo redukovanych reprezentdcidch (11, 94, 95].

15Citatel’, ktory v kapitole 1 vyriesil cvi¢enie 12, pravdepodobne chépe, Ze uvazovat automaty s vdhami nad spocitatelne
iplnym polom by velmi zmysluplné nebolo.

8Taky automat totiz obyéajne nebyva uréeny jednoznacne.

"Druha z tychto operacii sme sice explicitne nezaviedli, stotoziiovali sme vSak prvky F({e}) s prvkami F. Ide tu teda
v skuto¢nosti o Cauchyho stéin radu z F({e¢}) s radom z F{X*).
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V nasledujicom sa nam zide operacia lavého kvocientu formélneho mocninového radu z S{X*)
podla slova nad abecedou X. Pojde o zovSeobecnenie Standardnej operécie avého kvocientu formélneho
jazyka podla slova. Pre formalny mocninovy rad r a slovo x bude Tavym kvocientom radu r podla
slova x rad ~'r taky, Ze koeficient slova w v 7' je rovny koeficientu slova zw v . Akoby sme teda
z kazdého ¢lena radu r ,odtrhli“ prefix z, pricom pokial rad r obsahuje nenulovy ¢len (r,w)w taky,
Ze x nie je prefixom slova w, strati sa tento ¢len pri aplikovani operécie kvocientu tplne.

Definicia 3.7.5. Nech X je abeceda, S je polokruh, r € S(X*) a x € ¥*. Lavgm kvocientom radu r

podla slova x nazveme rad z~'r taky, Ze pre vietky w € ¥* je (x7'r,w) = (r,2zw). To znamena:

= Z (r, zw)w.
weX*

Tvrdenie 3.7.6. Nech X je abeceda a S je polokruh. Potom:

a) Pre vietky r € S(X*), r € ¥* ac € X je
(ze) tr = ¢t

b) Pre vSetkyn € N, ri,...,r, € S(X*), a1,...,a, € S ax € T* je

-1 -1 -1
x(ar F .o aprn) =@ xT T+ .t apT Ty,

Dokaz. Jednoduché cvicenie prenechané citatelovi. O

Tvrdenie 3.7.7. Nech A = (n,i, A,f) je koneény automat s vahami nad polom F a abecedou ¥ taky,
Ze Pao = (n,i,pu,f) a x € ¥*. Potom

e A=) ((p@)u(w)f) w = (ip(z) A

weX*
a rad x| A|| preto patri do V(A).

Dokaz. Jednoduchymi ipravami dostavame

A=) (AL zw)w = ) (ipew)flw =Y ((iu@)p(w)f) w = (in(z)) A"F.

wen* weX* weX*
Rad z~!||A|| potom patri do V(A) podla (3.5). O

Ku kazdému radu r € F(X*)) teraz kanonicky priradime vektorovy podpriestor priestoru F{3*)),
ktorym bude priestor Q(r) generovany lavgmi kvocientmi radu r podla slov nad abecedou X. Ako je
dobre zname, v klasickej teérii automatov zodpovedaju lavé kvocienty jazyka L stavom minimélneho
deterministického kone¢ného automatu rozoznévajiaceho jazyk L; pocet réznych kvocientov jazyka teda
urc¢uje pocet stavov minimélneho automatu, ktory ho rozoznava. Uvidime, Ze priestor Q(r) zohrava
podobnt tlohu v teérii automatov s vahami nad polom: jeho dimenzia urcuje pocet stavov minimalneho
automatu realizujiceho rad .18 Dimenziu priestoru Q(r) teda bude mozné chépat ako ,mieru stavovej
zlozitosti“ radu r.

Definicia 3.7.8. Nech ¥ je abeceda, F je pole a r € F(X*)). Priestorom kvocientov radu r nazveme
podpriestor Q(r) vektorového priestoru F{X*)) generovany mnozinou {x~1r | z € ¥*}.

Priestor Q(r) je evidentne podpriestorom vietkych vektorovych priestorov V(A), kde A je automat
s vahami nad F realizujuci rad r — podla tvrdenia 3.7.7 su totiz vSetky lavé kvocienty radu r, ¢ize
vietky generatory priestoru Q(r), prvkami V(A).

Ak bude priestor Q(r) nekone¢norozmerny, pojde o znamku toho, Ze rad r nie je raciondlny nad F — nie je teda
realizovany ziadnym koneénym automatom s vahami nad F.
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Poznamka 3.7.9. Je zrejmé, ze ak r # 0, nutne dim(Q(r)) > 1. Pre r = 0 je dim(Q(r)) = 0. Jedinym
radom realizovanym nulastavovym automatom s vahami je pritom tiez r = 0.

Budeme teraz dokazovat, ze dimenzia priestoru Q(r), pokial je kone¢né, skutocne urcuje pocet
stavov minimalneho automatu s vihami nad F realizujiceho rad r. Zac¢nime trividlnym pozorovanim,
ze priestor Q(r) nemdze mat dimenziu vacsiu, nez je pocet stavov hociktorého koneéného automatu .4
realizujticeho rad r — priestor Q(r) je totiZz podpriestorom V(A).

Lema 3.7.10. Nech ¥ je abeceda, F je pole a r € F(X*). Ak r = |A|| pre konecny automat
A= (n,i, A, f) s vdhami nad F a abecedou 3, tak dim(Q(r)) < dim(V(A)) < n.

Dokaz. 1de o bezprostredny dosledok tvrdenia 3.7.4 a skuto¢nosti, ze Q(r) je podpriestorom V(A). O

Lemu 3.7.10 teraz doplnime pozorovanim, podla ktorého pre kazdy formalny mocninovy rad r
s dim(Q(r)) = n existuje n-stavovy kone¢ny automat s vahami A taky, Ze ||.A|| = r. Dimenzia priestoru
Q(r) je tak rovna minimdlnemu poctu stavov kone¢ného automatu s vahami realizujiceho rad r.

Lema 3.7.11. Nech ¥ je abeceda, F je pole a r € F(X*). Ak dim(Q(r)) = n pre nejaké n € N, tak
existuje konecny automat A = (n,i, A,f) s vdhami nad F a abecedou ¥ taky, Ze || A| = r.

Doékaz. Ak n =0, nutne r = 0 a automat A existuje. Predpokladajme teda, ze n > 1. Nech {g1,...,9n}
je mnozina kvocientov radu r generujuca priestor Q(r). Skonstruujeme F-reprezentaciu P = (n, i, p, )
taki, ze ||P|| = r; hladanym automatom s vdhami bude automat A spliiajici P4 = P.

Kongtrukciu reprezentacie P zaloZime na pozorovani, ze pre vietky x € ¥* je (r,z) = (v 'r,¢).
Rad x~!r patri do Q(r) — existuji teda koeficienty ay 1,...,a:n € F také, 7e
1.
T =ag101 + ..+ Gz nGn, (3.6)
z ¢oho
(r,x) = (x7're) = az1(g1,€) + - .. + azn(gn, €)-
Staci teda vziat £ = ((g1,€),. .., (gn,€))T a zabezpecit, aby pre kazdé = € ¥* bolo
in(z) = (azgis- -, azn)- (3.7)

V takom pripade totiz

(9176)
([P[, z) = ip(2)f = (az,1,- - -, azn) : = az,1(91,€) + ... + aaonlgn, &) = (r,2),

(g, €)

a teda ||P|| = r, kedZe uvedena rovnost plati pre kaZdé = € ¥*.

Zostéava Specifikovat vektor i a homomorfizmus p: ¥* — F**" tak, aby bola pre kazdé z € ©*
splnend rovnost (3.7). Kedze ma byt g homomorfizmus, nutne pu(e) = I,, a teda i = (az1,. .., ac,).*°
Nech st teraz y € ¥* a ¢ € ¥ Tubovolné. Ak ma byt rovnost (3.7) splnena pre x = y a pre = = yc,
musi byt

(@ye,1y- - ayen) = ip(ye) = ip(y)p(c) = (ay1, ..., ayn)p(c)

Je navyse zrejmé, ze pre homomorfizmus p: ¥* — F?»*" splhajuci pre vietky y € £* a ¢ € ¥ rovnost

(ye,1y- s ayen) = (ay1,. .-, ayn)p(c) (3.8)

je pre vietky x € ¥* splnena aj rovnost (3.7). Dokaz teda bude hotovy, ked sa ndam podari pre kazdé
¢ € ¥ najst maticu p(c) vyhovujicu rovnici (3.8) pre vsetky y € X*.

197 rovnosti (3.6) vidiet, ze takto definované i je vektorom koeficientov radu r v béaze (g1, ..., gn)-
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Nech je ¢ € ¥ dané pevne. Z rovnosti (3.6) a tvrdenia 3.7.6 potom pre vietky y € ¥* dostavame
Qye,191 + -+« + Qyengn = (yc)_lr = C_ly_lr = C_l(ay,lgl +...+ ay,ngn) =
=ay1c tgi+ ...+ aync g (3.9)

KedZe st uvazované generdtory gi, ..., g, priestoru Q(r) kvocientmi radu r,2° musia do Q(r) patrit

ajrady ¢ tg1,...,¢ tg,. Pre i =1,...,n teda existuju koeficienty bi1,...,bin € F také, ze
clgi=bi1g1+ ... + bingn.

Pre maticu B definovanu ako

big b2 ... bin
52,1 5272 - bgm
bni bna ... bpp
tak mozno rovnost (3.9) prepisat ako
-1
g1 ¢ g1 g1
(@ye,1y---sayen) : = (ay1,..-,ayn) : = (ay1,...,ayn)B : ,
-1
9n C "gn In
z ¢oho — kedZe st rady ¢, ..., gn linedrne nezavislé — vyplyva
(yey- - ayen) = (ay1,. .- ayn)B.

Maticu p(c) teda mozno definovat predpisom p(c) = B, ¢im je konstrukcia reprezentacie P dokonéena.
Spravnost tejto konstrukcie je takisto zaru¢ena tivahami vyssie. O

Nasledujtiica veta sumarizuje naSe doterajSie zistenia o vyzname dimenzie vektorového priestoru
kvocientov Q(r), ktora sa niekedy nazyva aj hodnostou radu 7.

Veta 3.7.12. Nech ¥ je abeceda, F je pole ar € F(X*). Ak r € F-Rat(X*), je dimenzia priestoru Q(r)
rovnd minimdlnemu poctu stavov koneéného automatu A s vihami nad polom F takého, Ze || A| = r.
Ak r & F-Rat(X*), je priestor Q(r) nekonecnorozmerny.

Dékaz. 1de o bezprostredny dosledok lemy 3.7.10 a lemy 3.7.11. O

Minimdlnym automatom realizujiucim formalny mocninovy rad r € F-Rat(¥X*) nazveme lubovolny
automat A = (Q,¢,t,7) s vahami nad polom F a abecedou X taky, ze ||A|| = r a pocet stavov
automatu A je minimalny spomedzi vSetkych koneénych automatov s vahami nad F realizujucich
rad r. Z vyssie uvedeného vyplyva, Ze automat A je minimalny prave vtedy, ked |Q| = dim(Q(r)).
Pre kazdy rad r € F-Rat(¥*) moze byt minimalny automat dany ako v dokaze lemy 3.7.11.

V doékaze lemy 3.7.11 vSak ide takpovediac o ,nekonstruktivnu konstrukciu®“, ktora neposkytuje
ziaden névod, ako k danému automatu B s ||B|| = r algoritmicky zostrojit minimalny automat A taky,
ze || A]| = r. Spolieha sa totiz na existenciu nejakych generatorov priestoru Q(r), o ktorych toho len
na zéklade automatu B zatial vela povedat nevieme. Dalej predpoklada vyjadritelnost urcitych radov
v podobe linearnej kombinécie tychto generatorov; opéat vSak nie jasné, ako s vyuzitim informacie
o automate B najst koeficienty takychto linearnych kombinacii.

20T4to vol'ba generatorov v skutoénosti nie je nijak zasadna. S vyuzitim tvrdenia 3.7.6 sa totiz da l'ahko dokazat, ze
priestor Q(r) je uzavrety na lavé kvocienty podla slov a nasledujtiica argumentécia by tak ,presla® pre Iubovolnych n
generatorov gi, ..., gn priestoru Q(r).
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Budeme sa teraz snazit tento nedostatok napravit. Ako prvy krok pritom dokézeme vetu 3.7.15
poskytujicu kritérium minimality zaloZené iba na vlastnostiach uvazZovaného automatu. Toto kritérium
ndm v kone¢nom désledku umozni aj algoritmicky rozhodovat minimalitu automatov, ¢o je problém,
ktorym sa budeme zaoberat v samom zévere tohto oddielu. K samotnému minimaliza¢nému algoritmu
pre automaty s vahami nad polom sa dostaneme v oddiele 3.9.

Najskor ale budeme potrebovat dalgie dva vektorové priestory — tentokrat pdjde o podpriestory
priestoru F™ — ktoré kanonicky priradime kaZzdému n-stavovému automatu s vadhami nad polom F.
Priestor F™*! v nasledujiicom stotoziujeme s priestorom F1X”  pri¢om z kontextu bude vzdy zrejmé,
¢ vektory z F™ chapeme ako riadkové alebo ako stlpcoveé.

Definicia 3.7.13. Nech A je koneény automat s vdhami nad polom F a abecedou ¥ a P4 = (n, i, u, f).
Potom:

a) Lavym vektorovym priestorom automatu A nazveme podpriestor Left(.A) priestoru F" generovany
mnozinou {ip(w) | w € £*}.

b) Pravgm vektorovgm priestorom automatu A nazveme podpriestor Right(.A4) priestoru F” genero-
vany mnozinou {pu(w)f | w € £*}.

Pre n-stavovy automat A s vihami nad F je zrejme dim(Left(.A)) < n, ako aj dim(Right(A)) < n.
Dokazeme teraz vetu, podla ktorej je automat A minimalny prave vtedy, ked v oboch tijchto pripadoch
nastane rovnost; to vyjadrime aj dalsou podmienkou vyuZzivajicou nasledujtce oznacenie.

Oznacenie 3.7.14. Nech A = (n, i, A, f) je kone¢ny automat s vahami nad polom FF a abecedou ¥ taky,
ze Pq = (n,i,pu, f). Ako A[A] ozna¢ime linedrne zobrazenie A[A]: Left(A) — F(X*) dané pre vsetky
x € ¥* predpisom A[A](ip(x)) := (ip(x))A*f = 271 A

Uvedenti rovnost (ip(z))A*f = 271|A|| sme pozorovali v rdmci tvrdenia 3.7.7. Vdaka nej je zrejmé,
Zze obrazom zobrazenia A[A]: Left(A) — F(X*) je vzdy priestor kvocientov Q(||.Al]).

Veta 3.7.15. Nech A = (n,i, A,f) je konecny automat s vihami nad polom F a abecedou X. Potom
st nasledujice turdenia ekvivalentné:

(i) Automat A minimdlny — ¢ize n = dim(Q(||Al|))-
(#7) Plati dim(Left(A)) = n a zdroveri dim(Right(A)) = n.
(73i) Platt dim(Left(A)) = n a linedrne zobrazenie A[A] je injektivne.
Zobrazenie A[A] je navyse injektivne, kedykolvek dim(Right(.A)) = n (bez ohladu na dimenziu Left(A)).

Doékaz. Pre n = 0 je tvrdenie trividlne; predpokladajme teda, ze n > 1. Nech P4 = (n,i,pu,f) je
linearna F-reprezentacia zodpovedajuca konetnému automatu A.

Zacnime dokazom ekvivalencie podmienok (i) a (iii). KedZe je priestor kvocientov Q(||.A||) obrazom
linearneho zobrazenia A[A], je

dim(Q(||A|])) < dim(Left(A)) < n.

Ak teda dim(Q(||A||)) = n, nutne aj dim(Left(.A)) = n a zobrazenie A[A]: Left(A) — F(X*) s obrazom
O(|lA|l) musi byt injektivne. Ak naopak dim(Left(.A)) = n, vyplyva z injektivnosti zobrazenia A[A],
ze aj jeho obraz — ¢ize priestor Q(||.A||) — musi byt dimenzie n; automat A je teda minimalny.

Dokdzeme teraz implikdciu ,ak (iii), tak (ii)“. Nech teda dim(Left(.A)) = n a nech je zobrazenie
A[A] injektivne; ukazeme, ze dim(Right(A)) = n. KedZze dim(Left(.A)) = n, nutne Left(A) = F".
Z injektivnosti zobrazenia A[A] navyse vyplyva Ker(A[A]) = {0}. To znamena, Ze pre y € Left(A) = F”
je A[A](y) = yA*f =0 iba ak y = 0.
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Rovnost yA*f = 0 je ale splnena prave vtedy, ked pre vietky w € ¥* je (yA*f,w) = yu(w)f = 0.
Ak teda wgp < w; = we < ... je (napriklad) koreniové usporiadanie slov zo ¥*, je jedingm rieSenim
nekone¢ného systému rovnic?!

T T
v wwo)f wp(w)f ... | =(0,0,...)
\J 3
resp.
— (w(wo)f)" — 0
— (pw)H)T — yi=10

v pripade platnosti podmienky (iii) vektor y = 0. Gaussovou eliminaciou®?

systém upravit na konecény systém

mozno tento nekonec¢ny

— v - 0
T _
: y = :
— vl - 0
s rovnakou mnozinou rieSeni, kde m < n je prirodzené &islo a vlT, o, vE —ateda aj vi,..., Vi, -
st linedrne nezdvislé vektory, pricom vy, ..., vy, € Right(A). KedZe mé byt jedinym rieSenim tohto

systému vektor y = 0, nevyhnutne m = n. Priestor Right(.A) tak obsahuje n linedrne nezavislych
vektorov vy, ..., vy, v désledku ¢oho dim(Right(A)) = n.

Zostdva dokdzat implikdciu ,ak dim(Right(A)) = n, tak je A[A] injektivne®, ktorej dosledkom je
aj implikdcia ,ak (i1), tak (i) “. Nech teda dim(Right(.A)) = n. Potom musia existovat ji,...,75, € N

také, ze vektory p(wj;)f,...,u(w;,)f st linedrne nezavislé. Ak mé nejaké y € Left(A) vyhovovat
rovnosti A[A|(y) = yA*f =0, musi pre £ =1,...,n byt (yA*f,w;,) = yu(w;,)f =0 — to jest
T T
y | wwi)f - pw)E | = 0.0
+ 1
resp.
— (pw;)HT — 0
: yi=1|:
— (pw;)HT — 0

To je v8ak mozné len pre y = 0 — jadrom Ker(A[A]) linearneho zobrazenia A[A] je teda mnozina {0},
¢o znamena, Ze je zobrazenie A[A] injektivne. O

Dokazali sme, ze automat A s vdhami nad polom F je minimalny prave vtedy, ked dim(Left(A4)) =n
a dim(Right(A)) = n. Aby sme toto kritérium mohli pretavit do algoritmu rozhodujaceho minimalitu
automatov, potrebujeme algoritmus na vypocet dimenzie Left(.A) a Right(A). Bazy oboch tychto
priestorov mozno vybrat z ich generujiacich mnozin

{ip(w) [wex*}  resp.  {p(w)f [we X},

kde P4 = (n,i,u,f) je F-reprezentacia zodpovedajuca automatu A. Takéto bazy st nutne konecné,
kedZe dimenzia oboch uvazovanych priestorov je zhora ohrani¢ena poctom stavov automatu A. To zna-
mena, Ze existuju koneéné jazyky L,R C ¥* také, Ze (ipu(w) | w € L) je baza priestoru Left(.A)
a (u(w)f | w € R) je baza priestoru Right(.A).

21Sipky v nasledujicich maticovych zapisoch sliZia len na vizuélne zdoraznenie toho, Ze w(wo)f, w(wi)f, . .. st stipcove
vektory a (u(wo)f)”, (u(w1)f)T,. .. sa riadkové vektory. Takymto sposobom budeme ob&as matice zapisovat aj neskor.

22Njie je fazké ukazat, ze klasicki metodu Gaussovej eliminacie mozZno rozsirit aj na pripad matic s koneénym poétom
stIpcov a nekone¢ne vela riadkami.
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V nasledujicom ukazeme, Ze pre kazdy automat A mozno tieto koneéné jazyky L a R zvolit tak,
aby L bol uzavrety na prefixy a R bol uzavrety na sufixy — v takom pripade budeme hovorit o lavom
resp. pravom bdazickom jazyku automatu A. Odtial bude uz len krok k algoritmu na vypocet Tavého
a pravého bazického jazyka, a teda aj dimenzie priestorov Left(A) a Right(.A).

Definicia 3.7.16. Nech A je kone¢ny automat s vihami nad polom F a abecedou ¥ s P4 = (n, i, u, f).
Potom:

a) Lavym bdzickym jazykom automatu A nazveme konetny jazyk L C ¥* uzavrety na prefixy?
taky, ze (ipu(w) | w € L) je baza priestoru Left(A).

b) Pravgm bazickym jazykom automatu A nazveme kone¢ny jazyk R C ¥* uzavrety na sufixy taky,
7e (u(w)f | w € R) je baza priestoru Right(.A).

Pre ,netplné“ obdoby bazickych jazykov budeme navySe pouzivat nasledujicu terminologiu:

¢) Lavym predbdzickym jazykom automatu A nazveme kone¢ny jazyk L C X* uzavrety na prefixy
taky, ze (iu(w) | w € L) je systém linearne nezavislych vektorov v Left(.A).

d) Pravgm predbazickym jazykom automatu A nazveme konecny jazyk R C ¥* uzavrety na sufixy
taky, ze (u(w)f | w € R) je systém linearne nezavislych vektorov v Right(.A).

Lema 3.7.17. Nech A je konecny automat s vihami nad polom F a abecedou Y. Potom existuje
aspoti jeden lavy bdzicky jazyk a aspoti jeden pravy bdzicky jazyk automatu A. KaZdy lavy predbdzicky
jazyk automatu A je navysSe podjazykom nejakého lavého bazického jazyka automatu A a kaZdy pravy
predbdzicky jazyk automatu A je podjazykom nejakého pravého bazického jazyka automatu A.

Doékaz. Nech P4 = (n,i,u,f). DokdZeme tvrdenia o lavych bazickych a predbazickych jazykoch;
pre pravé bazické a predbazické jazyky mozno argumentovat symetricky.

Ak i = 0, tak Left(A) = {0}, v dosledku ¢oho dim(Left(.A)) = 0 a L = 0 je lavy bazicky jazyk
a zaroven jediny lavy predbézicky jazyk. Predpokladajme teda, Ze i # 0. Potom 1 < dim(Left(A)) < n
a je zrejmé, ze:

1. Jazyk {e} je Tavy predbazicky jazyk automatu A.
2. Kazdy Tavy predbazicky jazyk automatu A moze mat najviac n prvkov.

Vdaka tymto dvom vlastnostiam existuje aspon jeden mazimdlny lavy predbazicky jazyk L — &ize
Tavy predbézicky jazyk L taky, Ze pre ziaden lavy predbazicky jazyk L' nie je L C L'. Kazdy Tavy
predbéazicky jazyk navyse musi byt podjazykom nejakého takéhoto maximéalneho predbazického jazyka.
Na zaviSenie argumentécie tak staci ukazat, Ze lubovolny takyto jazyk L je lavy béazicky.

Sporom. Predpokladajme, Ze L méa uvedent vlastnost a sucasne nie je lavy bazicky. Ak je potom £
vektorovy priestor generovany mnozinou {ixu(w) | w € L}, musi existovat x € ¥* také, ze iu(z) & L.
Zrejme x € L. Nech u € ¥* je najdlhsi prefix slova x taky, ze u € L — pre nejaké v € £+ potom z = uv.?4
Predpokladajme d'alej, Ze slovo z bolo zvolené tak, aby sa minimalizovala diZka slova v. Nech v = cy
pre nejaké c € ¥ a y € ¥* — teda x = ucy. Tato situacia je zndzornena na obrazku 3.9.

Prefixy z L ‘ v

x:‘ u c Y

Obr. 3.9: Faktorizacia slova = € ¥* s iu(z) € L, ktoré je zvolené tak, aby sa minimalizovala dizka slova v.

2 Jazyk L je uzavrety na prefizy (resp. na sufizy), ak pre vietky u,v € £* je u € L (resp. v € L) kedykol'vek uv € L.
24 Takyto prefix u je vzdy dobre definovany, kedze evidentne € € L.
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Keby bolo iu(uc) ¢ L, bol by jazyk L U {uc} 2 L Tavy predbéazicky, ¢o by bol spor s nasim
predpokladom o jazyku L. Preto iu(uc) € L, a teda
ip(uc) = Z ayip(w),
weL
kde pre kazdé w € L je a,, nejaky prvok pola F. Z toho

ip(z) = ip(ucy) = ip(uc)u(y) = (Z awiu(w)> py) =Y avip(w)uly) =Y awip(wy). (3.10)

weL weL weL

Pre kazdé w € L ale musi byt ip(wy) prvkom vektorového priestoru £ — kedze totiz |y| < |v], i8lo by
v opac¢nom pripade o spor s volbou x. Preto musi do £ patrit Tubovolna linedrna kombinécia takychto
vektorov a podla (3.10) aj vektor iy (z): spor. O

Na leme 3.7.17 teraz zalozime algoritmy hladajice, pre dany automat A s vihami nad polom F, jeho
Tavy resp. pravy bazicky jazyk. Kedze su Left(A) a Right(.A) podpriestormi F", moZno pre n-stavovy
automat A, vektor u € Left(.A) a maticu v redukovanom stupiiovitom tvare s nenulovymi riadkami
Vi,..., Vi € Left(A) s vykonanim O(mn) skalarnych operacii + a - pomocou Gaussovej eliminacie
rozhodnat, ¢ u patri do priestoru generovaného mnozinou {vy,...,v,}. Vtedy mozno s vykonanim
O(mn) skalarnych operacii vypocitat aj stradnice vektora u vzhladom na bazu (vq,...,vy,). V opac-
nom pripade mozno s vykonanim O(mn) operécii najst vektor v,y taky, Ze matica s nenulovymi
riadkami vy, ..., Vi, Vip+1 (nie nutne v tomto poradi) je redukované stuphiovita a priestor generovany
vektormi vi,...,Vy, Vint1 je rovny priestoru generovanému vektormi vy, ..., vy, u. Rovnaké pozoro-
vania moZno ucinit aj pre systémy vektorov z Right(.A).

Algoritmus 3.7.18 (N4ajdenie lavého bazického jazyka).
Vstup: Kone¢ny automat A s vihami nad polom F a abecedou ¥ taky, ze Py = (n, i, u, f).
Vystup: Konec¢ny jazyk L C ¥*.

1. Ak i =0, poloz L := () a skon¢i. Inak pokracuj krokom 2.

2. Poloz L :={e}, Ly :=%¥ a Ly := 0.

3. Opakuj, kym L # ()

3.1. Nech z je TubovolIné slovo z L, (napriklad prvé v korefiovom usporiadani).
3.2. Over, ¢ ip(z) patri do priestoru generovaného mnozinou {ip(w) | w € L}.
3.2.a. Ak nie, poloz L :=LU{z} a Ly := (LY \ L) \ L.
3.2.b. Ak ano, poloz L7 := L7 \ {z} a Ly := Ly U{x}.
Algoritmus 3.7.19 (Najdenie pravého bazického jazyka).
Vstup: Kone¢ny automat A s vihami nad polom F a abecedou X taky, ze Py = (n, i, u, ).
Vystup: Konectny jazyk R C ¥*.
1. Ak f =0, poloz R := () a skonéi. Inak pokracuj krokom 2.
2. Poloz R:={e}, R : =X a Ry := 0.
3. Opakuj, kym Rs # ():
3.1. Nech z je Tubovolné slovo z R, (napriklad prvé v korenhovom usporiadani).
3.2. Over, ¢ p(z)f patri do priestoru generovaného mnozinou {u(w)f | w € R}.

3.2.a. Ak nie, poloz R := RU{z} a R? := (¥R \ R) \ Rx.
3.2.b. Ak ano, poloz R7 := R7 \ {z} a Ry := Ry U{z}.
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Veta 3.7.20. Algoritmy 3.7.18 a 3.7.19 sa pre kazdy vstupny automat A = (n,i, A, f) zastavia. Vijstu-
pom algoritmu 3.7.18 je pritom niektory lavy bazicky jazyk L automatu A a vijstupom algoritmu 3.7.19
je pravy bazicky jazyk R automatu A. Pocas behu jedného aj druhého algoritmu sa vykond O(|%|n?)
elementdrnych operdcii ndasobenia a s¢itania v poli F.

Dékaz. Vetu dokézeme len pre algoritmus 3.7.18; v pripade algoritmu 3.7.19 moZno argumentovat ana-
logicky. Pred vykonanim prvej iterdcie cyklu v kroku 3 st v algoritme 3.7.18 zjavne splnené nasledujtce
invarianty: L je Tavy predbazicky jazyk, Ly je jazyk ,doposial objavenych® slov w takych, ze LU {w}
nie je lavy predbazicky jazyk a L, = (LX\ L)\ L. Iteracia cyklu v kroku 3 tieto invarianty zachovava.

Je evidentné, Ze sa pocas vykonévania algoritmu z jazyka L neodoberaji ziadne slova. Kazdy
lavy predbéazicky jazyk L je navySe podla lemy 3.7.17 bud lavym béazickym jazykom, alebo existuje
x € ¥*\ L také, ze L U {x} je Tavy predbazicky jazyk. Z uzavretosti lavych predbézickych jazykov
na prefixy dalej vyplyva, Ze sa slovo = da vybrat tak, aby bolo x € LY \ L. V kazdej iteracii cyklu
musi byt kazdé slovo x s touto vlastnostou prvkom jazyka L, = (LX \ L) \ Lx. Inak by totiz muselo
patrit do Ly ; tam sa v8ak v kroku 3.2.b pridavaju iba slova z, ktora tuto vlastnost nevratne®® nemaju.
Kazdé slovo & € ¥* sa navySe v kroku 3.1 vyberie nanajvys raz, pretoZe nasledne sa bud v kroku 3.2.a
prida do L, alebo sa v kroku 3.2.b prida do L.

Zistujeme teda napokon, Ze ak jazyk L nie je l'avy bézicky, musi sa po kazdom vykonani kroku 3.2.b
niekedy vykonat krok 3.2.a, ¢im sa pocet prvkov v L zvysi o 1. Lavy predbazicky jazyk vSak moze mat
najviac n prvkov, ¢o znamend, ze v urc¢itom bode vykonévania algoritmu sa jazyk L Tavym bazickym
jazykom stane. Potom sa uz len pre vSetky x € L7 vykona krok 3.2.b, ¢im sa jazyk Ls vyprazdni a beh
algoritmu 3.7.18 sa skonéi s Tavym béazickym jazykom na vystupe.

Na casovu zlozitost merant skalarnymi operaciami pola F méa vplyv iba overenie podmienky
v kroku 3.2.26 Vijsledny jazyk L — ozna¢me ho Lg, — méa najviac n prvkov a kazdé slovo x vybrané
v kroku 3.1 musi patrit do Lgy, alebo do Lg% \ Lan; kazdé slovo z sa navySe v kroku 3.1 vyberie
najviac raz. Dohromady je preto v8etkych potencialnych slov z najviac O(n + |X|n) = O(|X|n) a naj-
viac O(|X|n)-krat sa tak vykona aj krok 3.2, ktory zakazdym prebehne s vykonanim O(n?) skaldrnych
operacii pola F.2” Vysledny pocet vykonanych skalarnych operacii je teda O(|X|n?). O

Priklad pouzitia algoritmov 3.7.18 a 3.7.19 mozno najst v oddiele 3.9. Po najdeni bazickych jazykov
automatu A tymito algoritmami je uz trividlne vypocitat dimenzie priestorov Left(A) a Right(.A) — ide
totiZz o pocty prvkov Tavého resp. pravého bazického jazyka. Je tak mozné algoritmicky overit platnost
podmienky (i7) lemy 3.7.15, a teda aj algoritmicky rozhodnit minimalitu automatu A.

3.8 Odbocka do linearnej algebry

Na ¢o mozno najpriamociarej$i opis minimaliza¢ného algoritmu pre automaty s vahami nad polom
budeme potrebovat jednu myglienku z line4drnej algebry, s ktorou sa predpokladany ¢itatel tohto textu
doposial nemusel stretnut. Je zname, ze ku kazdej nesinguldrnej (to jest reguldrnej) Stvorcovej matici
A € F™" nad polom F — &Ze matici A € F"*" s hodnostou n — existuje prave jedna inverzna
matica A~ taka, z7e A71A = AA~! =1,. V tomto oddiele ukéZeme, Ze pojem inverznej matice mozno
Fiastocne rozsirit aj na obdlznikové matice.

Nech A = (@i j)mxn je matica typu m xn nad polom F s riadkovou hodnostou m. Riadkova hodnost
matice je definované ako dimenzia vektorového priestoru generovaného jej riadkami; preto nutne m < n.
Matica A je maticou linearneho zobrazenia f: F" — F™ daného pre i = 1,...,m ako

f(ei) = (az‘,h e 7ai,n)7

25 Ak LU{z} nie je Tavy predbazicky jazyk, tak neexistuje ani ziaden jazyk L' D L taky, ze L' U{xz} je Tavy predbazicky
jazyk.

26Napriek tomu ale ide o ,rozumnd® mieru ¢asovej zlozitosti — aj pri realnej implementécii je overenie podmienky
v kroku 3.2 zd'aleka ¢asovo najnaro¢nejSou ¢astou celého vypodtu.

2TPri implementéacii s postupngm budovanim redukovanej stupiiovitej matice.
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kde e; oznacuje vektor z F™ s jednotkou na i-tej pozicii a s nulami na zvysnych poziciach. Kedze su

riadky (a;1,...,a;,) matice A pre i = 1,...,m linearne nezavislé, je zobrazenie f injektivne; systém
vektorov ((a;1,...,ain) | © € [m]) navySe mozno doplnit na bazu priestoru F". Musi teda existovat
aspoii jedno linearne zobrazenie f1: F" — F™ také, ze pre i = 1,...,m je
-1
fr(aig, ... 00) = e,

pricom mozno Tahko dokazaf, Ze zobrazenie f ' o f: F™ — F™ je identické.?® Maticou linedrneho
zobrazenia f,! je potom matica A, ! typu n xm, pre ktort AA ! = I,,. Cubovolnt taktito maticu A, !
nazveme pravou inverznou maticou matice A. Situacia je znazornena na obrazku 3.10.

Fm™ F™

Obr. 3.10: Linearne zobrazenia f a f,~! prisltichajice k maticiam A a A !

Je navyse zrejma dalSia vlastnost linedrnych zobrazeni f a f.1: ak Row(A) je riadkovy priestor
matice A — CiZe vektorovy priestor generovany riadkami matice A — musi byt na tomto podpriestore
priestoru F™ identické aj zobrazenie f o f-1. Pre vietky (c1,...,c,) € Row(A) totiz existuji skalary
di,...,dm € F také, ze (c1,...,¢p) =di(a11,.--,a10) + ..+ dm(ami,- ., amyn). Potom

fr_l(cla"-acn) = dlfr_l(al,la"-aal,n) + ... +dmfr_1(am,1a-- -aam,n) =dier + ... +dpen,

7 ¢oho

f(fr_l(cl, Ceey Cn)) = dlf(el)—l—. .. dmf(em) = dl(am, ce ,al,n)—l—. . .+dm(am’1, ey amm) = (Cl, ce ,Cn).
Pre vietky v € Row(A) tak musi byt aj vA 14 =v.

Nech je dalej B € F"*™ matica prislachajica k nejakému linedrnemu zobrazeniu g: F" — F™.
Hovorime, Ze podpriestor V vektorového priestoru F™ je invariantny vzhladom na zobrazenie g alebo
vzhladom na maticu B, ak pre vetky v € V je g(v) = vB € V — prvky podpriestoru V sa teda
zobrazia spat do V. Ak je teraz vektorovy priestor Row(A) invariantny vzhladom na zobrazenie g,
obrazom zobrazenia go f: F™ — F" je nejaky podpriestor priestoru Row(A). Z predchadzajuceho teda
vidiet, Ze zobrazenie f o f, 1 o go f je rovné zobrazeniu g o f. V re¢i matic: ak je priestor Row(A)
invariantny vzhladom na B, je ABA-'A = AB.

Obdobne mozno ukazat, ze ku kazdej matici A = (a; j)mxn typu m x n nad polom F so stlpcovou
hodnostou n — tu musi byt m > n — existuje aspon jedna matica AZl typu n x m taka, ze Ae_lA =1I,.
Lubovolni taktto maticu A;l nazveme lavou inverznou maticou matice A. Pre vietky stlpcové vektory
v € Col(A), kde Col(A) je stlpcovy priestor matice A — Gize vektorovy priestor generovany stipcami
tejto matice — navySe musi byt AAZlv = v. Ak je teda priestor Col(A) invariantny vzhladom na maticu
B € F™*™ _ ¢&o v pripade stlpcovych vektorov znamena, 7e pre vietky v € Col(A) je Bv € Col(A) —
dostavame rovnost AAZlBA = BA.

BPre vietky (b1,...,bm) € F™ je f(b1,...,bm) = bi(a11,...,a1,0n) + ... 4+ bn(@m1,. .., @m.n), v dosledku Goho
ffl(f(bh conybm)) = blffl(al,h ey Qi) F bmffl(am,l,...ﬂm,n) =bier+...+bmem = (b1,...,bm).
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3.9 Minimalizicia automatov s vihami nad polom

Mame teraz dostatocny aparat na dokaz dvojice lem, z ktorych bude evidentny postup konstrukcie
minimélneho automatu B’ ekvivalentného danému kone¢nému automatu B s vdhami nad polom F.
Podla kritéria dokdzaného vo vete 3.7.15 treba automat B pri minimalizacii prerobit na automat B’
s m stavmi taky, ze sucasne dim(Left(B’)) = m a dim(Right(B’)) = m. Lema 3.9.1 nam poskytne
,navod* na konstrukciu automatu B’ takého, Ze plati prva z tychto rovnosti; ak pritom bolo linearne
zobrazenie A[B] injektivne, bude injektivne aj zobrazenie A[B']. Z lemy 3.9.2 bude naopak zrejmy
postup konstrukcie automatu, pre ktory je splnené druhé z uvedenych rovnosti.

Spojenim tychto dvoch procedir napokon ziskame samotny minimaliza¢ny algoritmus. Ak totiz
najprv podl'a lemy 3.9.2 zostrojime k automatu B automat B” s k stavmi splhajtci dim(Right(B")) = k,
bude zobrazenie A[B”] injektivne podla vety 3.7.15. Na automat B” tak moéZzeme aplikovat konstrukciu
z lemy 3.9.1, ktorej vystupom je m-stavovy automat B’ taky, Ze dim(Left(B’)) = m a A[B'] je injektivne.
7Z vety 3.7.15 potom vyplynie minimalita automatu B’.2°

Intuitivny vyznam konstrukcie z nasledujicej lemy je vysvetleny na zaciatku jej dokazu.

Lema 3.9.1. Nech A je konecny automat s vahami nad polom F a abecedou ¥ taky, Ze Pa = (n, i, u, ).
Nech dim(Left(A)) = m > 1 a L = {wy,...,wy}, kde w1 = &, je Tubovolny lavy bazicky jazyk
automatu A. Oznacme ako X maticu typu m X n nad F dand ako

« dp(wr) —

— ip(wr) —
. (12)

— dplwn) —

Riadkovd hodnost tejto matice je ocividne’® m; nech teda X1 je lubovolnd pravd inverznd matica
k matici X. Nech A" je koneény automat s vahami nad F a ¥ taky, Ze Py = (m, iV, p',f), kde

i’ = (1,0,...,0), 1 (c) = Xp(e) X, pre vietky c € a f' = Xf.

Potom || A'|| = ||A]l a dim(Left(A’)) = m. Ak je navySe zobrazenie A[A] injektivne, je injektivne
aj zobrazenie A[A’].

Dékaz. Konstrukeia je intuitivne zaloZzend na pozorovani, ze vektor i'p/(w) € F™ je pre vietky w € ¥*
vyjadrenim vektora iu(w) € F" v stradniciach bazy (iu(wi1),...,ipu(wsy,)) priestoru Left(A), ktory je
generovany mnozinou

{ip(w) | we X7}

Kedze totiz wy = €, je vektor i’ = (1,0,...,0) vyjadrenim i = iu(e) = iu(w;) v siradniciach tejto bazy.
Ak je teraz pre nejaké u € X* vektor i’y (u) vyjadrenim ip(u) v stradniciach bazy (ip(wi), ..., iu(wn)),
pre kazdé ¢ € ¥ dostavame

i (ue) = 1 (u)p! (¢) = 14/ (w) X pu(e) X,

To mozno chapat nasledovne: vektor i’/ (u) sa prendsobenim maticou X zmenf na ip(u) — matica X
totiz transformuje vyjadrenia v stradniciach bazy (iu(w1),...,iu(wy,)) na vyjadrenia v standardnych
stradniciach priestoru F™. Dalsim prenasobenim maticou p(c) dostavame vektor iu(u)p(c) = iu(uc).

Hoci by sme v skutoénosti mohli obidve kongtrukcie aplikovat aj v opa¢nom poradi, z nasledujicich dvoch lem to
vyplyvat nebude. Ide o désledok asymetrie v definicii zobrazenia A[A], v ktorej sa dosadzuje prvok Left(.A) za po€iatoény
vektor. Rovnako by sme vSak mohli definovat aj linearne zobrazenie, v ktorom sa dosadzuje prvok Right(.A) za koncovy
vektor — preni by sme potom mohli rozvinat tedriu do istej miery ,symetricka* tej pre zobrazenie A[A] a napokon tak
aj dokazat moznost obratenia uvedeného postupu. O nie¢o jednoduchsi dokaz je zaloZeny na pozorovani z cvi¢enia 16
na konci tejto kapitoly.

30Jej riadky totiz z definicie Tavych béazickych jazykov tvoria bazu priestoru Left(A).
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Tento vektor opét patri do Left(.A) — priestor Left(A) je o¢ividne invariantny vzhladom na p(c). Prena-

sobenia vektorov z Left(A) = Row(X) maticou X, ! sa ,spravajt inverzne® k prenasobeniam vektorov

z F™ maticou X — ¢o znamena, Ze i'p/(uc) = i’/ (u) X p(c) X, ! = iu(uc) X7t je opif len vyjadrenim

vektora ip(uc) v stradniciach bazy (ip(wi),...,ig(wy,)). Na konci behu na slove w sa uz len kazdy

vektor i1/ (w) prenasobi koncovym vektorom f’ = Xf — prenasobenie maticou X ,vyrobi“ z vektora

i’/ (w) vektor ipu(w), o znamena, ze i'p/(w)f’ = ip(w)f — obidva automaty su teda ekvivalentné.
Prejdime teraz k samotnému dokazu. Kedze wy = ¢, je ip(w1) =i, a teda

X =(1,0,...,0)X =i.

Pre vietky ¢ € ¥ je navySe priestor Left(.A) invariantny vzhladom na maticu p(c): pre vietky vektory
v = ip(z) pre z € ¥*, ktorych mnozina generuje Left(A), totiz vu(c) = ip(z)u(c) = ip(xc) € Left(A).
Kedze Left(A) = Row(X), z pozorovani u¢inenych v oddiele 3.8 vyplyva

p ()X = Xp(e) X, ' X = Xp(e).

r
Priamo z konstrukcie navyse
f' = Xf.
Dohromady teda3!
X =i, W (c)X = Xpu(c) pre vietky c € & a f' = Xf. (3.11)
Nech teraz w =c¢j...cy pre k € Nacy,...,c, € X. Z (3.11) dostavame

(W)X = (cr)p(e2) . i (cp—1)p/ (cr) X = ' () (e2) - ' (er—1) X p(er) =
=...=p(c)Xpu(ca) .. pler—1)pler) = Xpler)u(ez) .. plex—1)p(er) = Xp(w)  (3.12)
a v dosledku toho aj
(A, w) =14 ()t =14 (w) XE =1 Xp(w)f = ip(w)f = (Al w).

Ekvivalencia oboch automatov je teda dokdzand, kedze w € ¥* moze byt Tubovolné.
Dokazeme teraz, ze dim(Left(A")) = m. KedZze je L = {w1,...,w,} Tavym bazickym jazykom
automatu A, je systém (iu(w) | w € L) bazou priestoru Left(A). Pre i =1,...,m z (3.12) dostavame

i/ (wi) X = 1 X p(w;) = ip(w;).

Line4drnym zobrazenim — prenasobenim maticou X sprava — teda mozno z vektorov najviac m-prvkovej
mnoziny {i'y/(w) | w € L} ziskat bazu (iu(w) | w € L) priestoru Left(A). Priestor generovany mno-
zinou {i'y/(w) | w € L} teda ma dimenziu m. NavySe je o¢ividne podpriestorom priestoru Left(A’),
ktory nemdze mat dimenziu vicsiu ako m (lebo A’ ma m stavov). Preto dim(Left(A")) = m a L je
Tavym béazickym jazykom aj pre automat A’. Samotné nasobenie maticou X sprava je navySe nutne
injektivnym linearnym zobrazenim na Left(.A’) — tato jeho vlastnost sa nam zide o chvilu.

Zostava dokazat, ze A[A’] je injektivne, kedykol'vek je injektivne zobrazenie A[A]. Keby ale A[A’]
injektivne nebolo, muselo by jeho jadro Ker(A[A']) obsahovat nejaky nenulovy vektor v € Left(A’);
prefi vak musia existovat aq,...,a, € F také, ze 0 # v = a1i'p/(w1) + ... + api'p/ (wy,). V dosledku
toho

AA)(v) = A[A(ari'p (wr) + . .. + ami’' i/ (wy)) = 0.

Pre vsetky w € ¥* teda
(a1’ (w1) + ... 4 ami 1 (wi)) 1/ (W) = aq i’/ (w1) ' (W) E + ..+ ami’ i/ (W) (w) £ = 0;
vdaka (3.12) a rovnosti f' = Xf tak pre vietky w € ¥* aj
ari'p (w) X p(w)f + ..+ ami' ! (W) X p(w)f = (@i’ (w1) X + ...+ apd’ 1/ (wy) X)) p(w)f = 0.

31Na nasledujiicom riadku vlastne hovorime, Ze automaty A a A’ st navzajom konjugované [8, 95].
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Z toho
AA](vX) = A[A)(a1i'p/ (w) X + ...+ api'p (W) X) =0

a vektor vX je prvkom Ker(A[A]). Z injektivnosti zobrazenia A[A] nésledne vyplyva, Ze musi byt
vX = 0, hoci v # 0. Nasobenie maticou X sprava teda urcite nie je injektivnym linedrnym zobrazenim
na Left(A’). Vyssie sme ale dokézali, Ze injektivnym je: spor. O

Lema 3.9.2. Nech A je konecny automat s vahami nad polom F a abecedou ¥ taky, Ze P = (n,i, u, ).
Nech dim(Right(A)) = k > 1 a R = {v1,...,u}, kde vi = €, je Tubovolny pravy bdzicky jazyk
automatu A. Oznacme ako Y maticu typu n X k nad F dand ako

T T T
Y= plo)f plo)f ... p(op)f
1 1 1

Stlpcovd hodnost tejto matice je zjavne®? k; nech teda Y[l je lubovolnd lavd inverznd matica matice Y .
Nech A’ je konecny automat s vahami nad F a ¥ taky, Ze P = (k, 1, 1/, £, kde

i’ =iY, ' (c) =Y, tu(e)Y pre vietky c € & a £ = (1,0,...,0)T.
Potom | A'|| = || A]| @ dim(Right(A")) = k.

Doékaz. Symetricky k dokazu lemy 3.9.1 (jedina ,asymetrickd“ ¢ast lemy 3.9.1 a jej dokazu hovori
o injektivnosti zobrazeni A[A] a A[A]; ta je vSak teraz zo znenia lemy vypustena). O

Nasledujici minimaliza¢ny algoritmus pre automaty s vahami nad polom F na vstupny automat
najprv aplikuje konstrukciu z lemy 3.9.2 a néasledne konstrukciu z lemy 3.9.1. Na vypocet bazickych
jazykov potrebnych pri tychto konstrukciach vyuziva algoritmy 3.7.18 a 3.7.19.

Algoritmus 3.9.3 (Minimalizacia automatu s vihami nad polom F).
Vstup: Kone¢ny automat B s vahami nad polom F a abecedou X taky, ze Pg = (n, i, u, f).
Vystup: Koneény automat B’ s vdhami nad polom F a abecedou X.

1. Najdi pravy bazicky jazyk R = {vy,...,v;} automatu B, kde v; = ¢ kedykol'vek k > 1.

2. Ak k =0, vrat na vystupe (jediny) automat B’ s 0 stavmi a skon¢i. Inak pokracuj krokom 3.

3. Nech Y je matica so stIpcami u(v1)f, ..., u(vg)f (v tomto poradi).

4. Vypocitaj Tubovolnu lavi inverzni maticu Y[l matice Y.

5. Poloz i" := 1Y, " (c) :== Y, 'pu(e)Y pre vietky c € ¥ a £ := (1,0,...,0)T.

6. Nech B” je automat, ktorému zodpoveda reprezentacia Pgr = (k,i”, u”, £").

7. Najdi lavy bazicky jazyk L = {wy, ..., wy,} automatu B”, kde wy = ¢ kedykolvek m > 1.

8. Ak m = 0, vrat na vystupe (jediny) automat B’ s 0 stavmi a skonéi. Inak pokrac¢uj krokom 9.
9. Nech X je matica s riadkami i”p" (wq), ..., i" " (wp) (v tomto poradi).

10. Vypocitaj lubovolnti pravii inverzntt maticu X, ! matice X.
11. Poloz i’ := (1,0,...,0), i'(c) := Xpu"(c) X, ! pre vietky c € ¥ a ' := Xf”.

12. Nech B’ je automat, ktorému zodpoveda reprezentacia Pg = (m, i, p/, ).

32Jej stlpce totiz z definicie pravych bazickych mnozin tvoria bazu priestoru Right(.A).
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Sformulujme a dokdzme este vetu o spravnosti a ¢asovej zlozitosti prave opisaného minimaliza¢ného
algoritmu.

Veta 3.9.4. Algoritmus 3.9.3 sa pre kaZdy vstupny automat B zastavi. Jeho vijstupom je pritom mi-
nimdlny automat B' s vihami nad F taky, Ze ||B'|| = ||B|| a pocas behu algoritmu sa vykond O(|X|n?)
elementdrnych operdcii ndsobenia a sc¢itania v poli F.

Dékaz. Zastavenie algoritmu na kazdom vstupe je zrejmé a jeho spravnost je dosledkom lemy 3.9.1,
lemy 3.9.2 a vety 3.7.15. Z vety 3.7.20 navySe vyplyva, Ze v pripade realizovania kroku 1 a kroku 7
prostrednictvom algoritmov 3.7.19 a 3.7.18 sa vykona O(|X|n?) skaldrnych operacif s¢itania a nasobenia
v poli F. Vypocet pravej ¢i l'avej inverznej matice k matici typu s x t mozno vdaka Gaussove] eliminacii
realizovat s vykonanim O(g3) skalarnych operacii, kde g := max{s,t}.33 Po¢as krokov 4 a 10 sa teda
vykona O(n?) operacif a maticové nasobenie v krokoch 5 a 11 mozno tiez realizovat s vykonanim O(n?)
operécii. Celkovo sa teda nevykona viac nez O(|X|n?) skalarnych operacii. O

Priklad 3.9.5. Proces minimalizacie automatov s vahami nad polom prostrednictvom algoritmu 3.9.3
teraz demonstrujeme na priklade. Nech B je konefny automat s vahami nad polom realnych &isel
a abecedou ¥ = {a,b, ¢} znézorneny na obrazku 3.11.

Obr. 3.11: Minimalizovany kone¢ny automat B s vahami nad polom R.

Zodpovedajucou R-reprezentéaciou je teda Pp = (5,1, i, f), kde i = (1,0,0,0,0), homomorfizmus
p: ¥ — R5% je dany ako

00100 0000 O 0000 O
0000 O 0000 O 00100
pa=]00000]|, wub)=l00o07T2|, pwc=|00000
0000 O 00020 0000 O
0000 O 0000 2 0000 O

af=(0,0,1,0,1)T. Zrejme
1Bl = 2%a'; (3.13)
teN

Citatel teda bude moct l'ahko overit spravnost vystupu minimalizacného algoritmu 3.9.3. Pomocou
algoritmu 3.7.19 najprv najdeme pravy bazicky jazyk automatu B — beh tohto algoritmu pri vstupnom
automate B je opisany v tabulke 3.1.

33V skutoénosti to ide, podobne ako pri nasobeni matic, aj rychlejsie.



98 3.9 Minimalizacia automatov s vahami nad polom

Iteracia x Jazyk R Jazyk R» Jazyk R Baza ‘

0. — {e {a,b,c} ] (0010 1)
1000 0Y)"

1. a A{ea} {b, ¢, aa,ba, ca} 0 (0 01 0 1>

2. b {ea} {¢, aa,ba, ca} {b} Nezmenena.
10000\

3. ¢  {ega,c} {aa,ac,ba,be, ca, cc}  {b} 0100
001 01

4. aa {e,a,c} {ac, ba, be, ca, cc} {b,aa} NezmenenA.

5. ac {e,a,c}  {ba,be,ca,cc} {b, aa, ac} NezmenenA.

6. ba {e,a,c} {be, ca, cc} {b, aa, ac,ba} Nezmenena.

7. be {eya,c}  {ca,cc} {b, aa, ac, ba, bc} Nezmenené.

8. ca {e,a,c} {cc} {b, aa, ac, ba, bc, ca} NezmenenA.

9. cc {e,a,c} 0 {b,aa,ac, ba,be, ca,cc} Nezmenena.

Tabul'’ka 3.1: Beh algoritmu 3.7.19 hladajuci pravy bazicky jazyk automatu B. V tabulke je pre kazdu iteraciu
cyklu z kroku 3 uvedené slovo x vybrané v ramci tejto iteracie, ako aj vSetky slova v jazykoch R, R, a Ry
a redukovana (stIpcovo) stupiiovita matica, ktorej stipce — uvedeny zapis cez transponovanti maticu teda treba
¢itat po riadkoch — tvoria bazu priestoru generovaného mnozinou {u(w)f | w € R}, po skondeni danej iterécie.
Pod nultou iteraciou sa chape stav pred vykonanim prvej iterdcie cyklu.

Zistili sme, Ze pravym béazickym jazykom automatu B je R = {e,a,c}. Nech teda

010

T T ) 001

Y=\ pEe)f pwaf pef |=11 00
3 1 1 000

1 00

Lava inverzna matica k matici Y potom moze byt dana napriklad ako

001 00
vyi=(100 00
01 0 00O
Mozeme teda uvazovat automat B”, ktorému zodpoveda R-reprezentacia Pgr = (3,1”, ", ") dana
ako 1" =1iY = (0,1,0),
0 0 0
p'(@) =Y, @y =10 0 |,
0 00
2 00
p'®) =Y, @y =0 0 0 |,
0 0 0
0 0 O
p'e) =Y ule)Y = 0 0 0
1 00

af” = (1,0,0). Pre tento trojstavovy automat je dim(Right(B”)) = 3 podl'a lemy 3.9.2 a z vety 3.7.15
vyplyva aj injektivnost linedrneho zobrazenia A[B”]. Automat B” je znazorneny na obrazku 3.12.
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Obr. 3.12: Medzivystup algoritmu 3.9.3 — automat B”.

Pokrac¢ujme najdenim Tavého bazického jazyka automatu B”. Na realizaciu tejto tlohy pouZijeme
algoritmus 3.7.18 — jeho beh pri vstupnom automate B” je opisany v tabulke 3.2.

Iteracia =  Jazyk L Jazyk L. Jazyk Ly Baza ‘
0. — {e} {a,b,c} 0 (01 0)
1. a {ea} {b,c,aa,ab,ac} 0 <1OO>
’ o 010

2. {e,a} {c, aa,ab,ac} {b} Nezmenena.

3. {e,a} {aa, ab,ac} {b, ¢} Nezmenena.

4. aa {e,a} {ab, ac} {b,c,aa} Nezmenena.

5. ab {e,a} {ac} {b,c,aa,ab} Nezmenena.

6. ac {e,a} 0 {b,c,aa,ab,ac} Nezmenena.

Tabul'ka 3.2: Beh algoritmu 3.7.18 hladajuceho Tavy bézicky jazyk automatu B”. V tabulke je pre kazdu
iteraciu cyklu z kroku 3 uvedené slovo x vybrané v ramci tejto iteracie, ako aj vSetky slova v jazykoch L, L7 a L«
a redukovana stupiiovita matica, ktorej riadky tvoria bazu priestoru generovaného mnozinou {i”p"(w) | w € L},
po skonceni danej iteracie. Pod nultou iteraciou sa chape stav pred vykonanim prvej iteracie cyklu.

Vidime, Ze Tavym bazickym jazykom automatu B” je L = {e,a}. MoZeme teda pristipit ku kon-
Strukcii miniméalneho automatu B’ ekvivalentného automatu B” a v dosledku toho aj automatu B.

Nech
v ¢ i"yW"(e) -\ _(0 10
S\« "Wa) - ) \ 1 0 0 )"

Prava inverzni matica k matici X moze byt dané napriklad ako

Automatu B’ tak zodpoveda R-reprezentacia Pp = (2,1, 1/, '), kde i’ = (1,0),
o) = X @x = (g ).
W) =xw o= ().
we=xuex = (o)

af = Xf"=(0,1)T.



100 3.9 Minimalizacia automatov s vahami nad polom

b:2

Obr. 3.13: Vystup algoritmu 3.9.3 — minimalny automat B’ ekvivalentny automatu B.

Mozeme teda uzavriet, Ze minimalny automat B’ s vihami nad polom R a abecedou ¥ = {a,b,c}
ekvivalentny automatu B je dany diagramom na obrazku 3.13. Je evidentné, Ze

1B = 2ab’

teN

a porovnanie tohto radu s radom (3.13) realizovanym automatom B nam tak moéZze poskytnut skusku
spravnosti prave vykonanej konstrukcie. Automat B’ je tieZ zrejme minimalny.

Minimélny automat s vahami nad polom obvykle nebyva dany jednoznac¢ne. V nasledujicom ale
ukazeme, Ze Tubovolné dva minimélne automaty realizujuce ten isty rad mozno jeden z druhého zis-
kat velmi jednoduchym sposobom, vyjadrenym nasledujicou definiciou relacie podobnosti automatov.
Tento pojem je do velkej miery inpirovany podobnostou matic, s ktorou sa eSte stretneme v nasledu-
jacej kapitole.

Definicia 3.9.6. Nech A a B st konefné automaty s vahami nad polom F a abecedou ¥ také, Ze
Py = (n,i,u,f) a Pg = (m,i, 1/, f"). Hovorime, Ze automaty A a B st podobné, ak n = m a existuje
nesingularna matica P taka, ze i’ = iP, u'(¢) = P~ 1u(c)P pre vietky c € ¥ a f' = P~If.

Tvrdenie 3.9.7. Nech A a B si podobné konecné automaty s vdéhami nad polom F a abecedou X.
Potom ||Al| = |IB].

Doékaz. Jednoduché cvicenie. O

Veta 3.9.8. Nech F je pole, ¥ abeceda a v € F-Rat(X*). Lubovolné dva minimdlne automaty A, B
nad F a ¥ také, Ze || A|| = ||B|| = r si podobné.

Doékaz. Nech Py = (n,i,u,f), Pg = (n,j,v,g). DokdZeme najprv, ze lubovolny lavy bazicky jazyk
L ={wi,...,w,} automatu A je aj lavym bazickym jazykom automatu 5.
Podl'a vety 3.7.15 st zobrazenia A[A] a A[B] injektivne a kedze dim(Q(r)) = n, je

(A[A]Gp(w)), - A[A] (ip(wn))) = (witr, .. w, ')

béazou priestoru Q(r). Stcasne vsak
(witr,. . wy tr) = (A[B](jr(w)), ..., AIB](v(wn)))-

Ked7e je podla vety 3.7.15 dimenzia priestoru Left(B) rovna n a kedze je (wy'r,...,w;'r) béaza
priestoru dimenzie n, musi byt (ju(wi),...,jv(w,)) bazou priestoru Left(B) a jazyk L tak musi byt
Tavym béazickym jazykom aj pre automat B.

Aplikujme teraz na obidva automaty A a B konstrukciu z lemy 3.9.1 pre rovnaky Tavy bazicky
jazyk L = {w1,...,w,}. Oznacme vysledné automaty ako A’ resp. B’. Ukazeme, 7ze A" = B'. Na to
sta¢i ukazat, Ze sa rovnaju prislugné linearne reprezentacie Py = (n,i, /', f') a Pg = (n,j', v/, g).

Podlalemy 3.9.1jei =j = (1,0,...,0). Vektory i'p/(w1), . . ., i/ (w,,) dalej tvoria, v tomto poradi,
Standardntt bazu priestoru F” a rovnakt vlastnost maja aj vektory j'v/(w1),...,j'v (w,). Ak totiz
ozna¢ime maticu X z lemy 3.9.1 aplikovanej na automat A4 ako X 4 a rovnakit maticu pre automat B
ako Xg, prei=1,...,n je V'u/(w;) X4 = ip(w;) a v (w;) Xg = jv(w;). Naozaj teda

(' (wr),. .., Vi (wy)) = (e1,...,e,) = ([ (wr),....j'V (wy)).
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Ak dalej pre w € ¥* je i'y/(w) = (a1,...,a,) € F" a jv/(w) = (b1,...,b,) € F", nutne
A 01, - an) = AR (1)) = wr
a sucasne
AA (a1, ... an) = a1 A[A)(e1) + ... + anA[A](e,) = arwi e + ... + apwy, 'y,

z ¢oho
wlr = aqwytr 4.+ agwy . (3.14)

Prostrednictvom zobrazenia A[B’] rovnakym sposobom dostavame

wlr = blwflr +...+ bnwglr

1 -1

a kedze je (wy 'r,...,w, r) bazou priestoru Q(r), nutne

i’y (w) = (a1,...,a,) = (b,...,by) =iV (w)

pre vSetky w € ¥*. Pre vSetky c € ¥ a i =1,...,n teda Specidlne

o/ 1

e (c) =i p (wi)p/(c) =i/ (wic) = v/ (wic) = 'V (wi)v' (c) = et/ (c),
z ¢oho vyplyva, Ze 1'(¢) a V/(¢) stt maticami toho istého linearneho zobrazenia, a teda u'(c) = v/(c).
Prei=1,...,n napokon
eif =iy (wi)f' = (r,wi) = jV'(w))g' = eig,

¢ize f' = g'. Naozaj teda A" = B', z ¢oho

X4 =1, wic) =Xy M(C)X;l pre vietky ¢ € X a ' = X 4f,
ako aj

i'Xp =j, ' (c) = Xpv(c)Xg" pre vietky ¢ € a f'=Xpg.
Preto

i=1(X'Xg), vic)= (X "Xp) 'u(c)(X ;' Xp) pre vietky c€ & a  g=(X,'Xp) 'f,
¢o znamena, ze automaty A a BB st podobné. O

Poznamka 3.9.9. Cela teoriu okolo minimalizéacie koneénych automatov s vahami nad polom mozno
pri troche opatrnosti prerobit tak, aby ostala platna aj pre kone¢né automaty s vahami nad telesom, ¢ize
,polom, ktoré nemusi byt komutativne“. Vyzadovalo by si to vSak pouZivat vysledky z nekomutativne;j
line4rnej algebry, ktoré sice st priamociarym rozsirenim ich naprotivkov z klasického komutativneho
ramca, no tazko ich povaZovat za vSeobecne zname. Citatela tu odkaZeme na J. Sakarovitcha [94, 95].

3.10 Racionalne rady nad polom a unarnou abecedou

UvaZzujme teraz formalne mocninové rady nad polom F a jednoprvkovou abecedou ¥ = {z}, ktoré
mozno — ako sme uZ pozorovali — povazovat za prvky hociktorého z izomorfnych oborov integrity
F(z*) a F[z]. V ramci prikladu 3.5.15 sme navySe dokazali, Ze takyto rad r je racionilny nad F —
¢ize r € F-Rat(z*) — prave vtedy, ked ho mozno vyjadrit ako podiel p/q dvoch polynémov p, g € F[z],
kde ¢ ma nenulovy konstantny koeficient.
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Predpokladajme, Ze na kone¢ny automat s vahami B nad F a ¥ = {z} realizujuci rad r € F({z*))
aplikujeme minimalizacny algoritmus 3.9.3, na vystupe ktorého dostaneme minimalny automat B’
pre rad r taky, ze Pg = (m, i, i/, f"). Ak r # 0 — ¢ize ak m > 0 — musel byt v kroku 7 algoritmu 3.9.3
najdeny ako lavy bazicky jazyk automatu B” s Pgr = (k,i", p",£") jazyk L = {29 21, ... 2™ 1}
Videli sme, Ze

i = (1,0,...,0)

a pre vetky w € z* musi byt vektor i’y/(w) vyjadrenim vektora i”u” (w) v stradniciach bazy>3*

(0 () D), A ()
priestoru Left(B"), z ¢oho $pecidlne vyplyva, Ze
({1 (), 0 (1), T (2™ )
je standardnéa baza (eq,...,e;,) priestoru F" a pre j =1,...,m —1 je

ejp(z) =i/ (Z 7' (2) = V! () = ejpa.

Nutne teda
0 1 0 0
0 1 0
1(2) = oo " :
0O 0 0 ... 1
ch C1 C2 ... Cm—1
pre nejaké cg, . .., cm—1 € F.3% Vektor koncovych vah £ je potom evidentne dany ako

f = ((’I“, zo), (r,zl), ey ( szl))T.

Realizacia [ubovolného radu r € F-Rat(z*) \ {0} kone¢nym automatom s vahami prave opisaného
Specialneho typu vedie k charakterizacii radov raciondlnych nad F a ¥ = {z} pomocou linedrnych
rekurenci?, ktora teraz dokéZeme.

Veta 3.10.1. Nech F je pole a r € F(z*) — resp. r € F[z] — je formdlny mocninovy rad. Potom si
nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

(1) Rad r je raciondlny nad F.

(13) Rad r mozno vyjadrit ako podiel r = p/q, kde p, q € F[z] su polynomy a ¢ md nenulovy konstantny
koeficient.

(7it) Koeficienty radu r pre vSetky t € N vyhovuji rekurentnému vztahu
(r, 2™ = o1 (1, 2 o (r, 2R 4L oo, 2,
kde m € N\ {0} a co,...,cm—1 € F.

Dokaz. Ekvivalenciu tvrdeni (i) a (ii) sme uz dokazali v ramci prikladu 3.5.15. Dokazeme ekvivalenciu
tvrdeni (i) a (7).

347Za predpokladu, Ze slova T'avého bazického jazyka I = {2°,...,2™ '} uvazujeme v poradi, v akom st uvedené — Cize
wy, = zo,...,wm = m 1
35Matica 1 (2) je takzvanou sprievodnou maticou polynému 2™ —Cm_12™ = =02 — €o je dblezity pojem, s ktorym

sa eSte neskor stretneme. Pre ucely naSich terajsich avah ale tato skutocnost nie je zasadna.
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Nech r € F(z*)). Ak r = 0, st evidentne pravdivé obidve tvrdenia (i) a (iii). Predpokladajme teda,
7e r # 0. Podla uvah predchadzajicich tejto vete je potom racionélnost radu r nad F ekvivalentnéa
existencii linearnej F-reprezentacie P = (m, i, 1, f) nad ¥ = {z} takej, ze |P|| =, i= (1,0,...,0),

o 1 0 ... 0
o o 1 ... 0
w(z) = :
0 0 O 1
o C1 C2 Cm—1
pre nejaké cg,...,cm—1 € F a
(r,2%)
(r,2")
f= ,
(r, 2™ 1)
Takato F-reprezentacia P musi pre vietky ¢ € N splnat
(r,2)
(r.2141)
p(zHf = . ;
(r, )
pre j =1,...,m a j-ty vektor e; Standardnej bazy priestoru F™ totiz

e;n(2N)f = iu(z? " u(HE = ip(z"7 N = (r, 2.

Pre v8etky t € N tak v désledku toho dostavame aj

(7", Zt) (7“7 zt+1)
(r, 2tH1) (r, 2t12)
n(2) : = :
(’I”, Zt+m—2) (7,7 Zt+m—1)
(7"7 Zt—i—m—l) (7“, Zt—i—m)

Reprezentécia P ale sucasne pre vietky t € N spliia

(7, 1) (r, 241
(r,241) (r,2+?)
p1(z) : = :
(7", Zt+mf2) (7“, Zt+m71)
(r, 21 Cm1(r, 277 b o (r, 2™ L+ o(r, 2Y)

Realizécia radu r reprezentéciou P je teda ekvivalentné platnosti rekurentného vztahu
(r, 27™) = o1 (r, 2™ o (r, 27T L 4 e, 2,

pre vietky t € N a koeficienty (r, 2%),..., (r, 2™~!) dané pevne ako pociatoc¢né podmienky, ¢o dokazuje
aj ekvivalenciu tvrdeni (i) a (4i7). O

Formalny mocninovy rad o jednej premennej z nad polom F je teda racionalny prave vtedy, ked
jeho koeficienty vyhovuja linedrnej homogénnej rekurencii s konstantngmi koeficientmi — ¢ize rekurencii
rovnakého druhu ako v tvrdeni (iii) predchadzajucej vety. Tuto skuto¢nost mozno lahko dokazat
aj bez pouzitia automatov s vahami, vychadzajtc z vyjadritelnosti racionalnych radov v podobe podielu
dvoch vhodnych polynémov. Takyto priamy dokaz ekvivalencie tvrdeni (ii) a (iii) z predchadzajice;j
vety mozno najst napriklad v [70].
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3.11 Rozhodovacie problémy pre automaty s vahami nad polom

Presktimajme teraz v struc¢nosti dva doélezité rozhodovacie problémy pre automaty s vahami nad polom.
Rozhodnutelnost problému ekvivalencie pre takéto automaty je jednoduchym dosledkom existencie
minimaliza¢ného algoritmu z oddielu 3.9. Z tohto pozorovania vyplyva aj rozhodnutelnost ekvivalencie
kone¢nych automatov s vahami nad obormi integrity — kazdy obor integrity totiz mozno vnorit do jeho
podielového pola a konecny automat s vahami nad oborom integrity je tak vzdy stcasne aj kone¢nym
automatom s vahami nad polom.

Veta 3.11.1. Problém ekvivalencie konecnijch automatov s vahami nad polom — alebo oborom integrity
- je rozhodnutelnyj.

Dokaz. Nech Ap, Ay st koneéné automaty s vadhami nad polom F, o ktorych treba rozhodnit, ¢i
|AL|| = ||Az2]]. K automatu As moZno prendsobenim pociatoénych vah prvkom —1 pola F ziskat
automat Aj taky, ze ||A}]| = —||Az||. Standardnou konstrukciou z lemy 3.5.8 nasledne mozno zostrojit
automat A taky, ze

A= 1AL + [1AS]] = [lAL]] = [ A=)

Na rozhodnutie ekvivalencie automatov A; a Ay teda sta¢i rozhodnut, & | A|| = 0. To ale mozno
urobit minimalizaciou automatu A pomocou algoritmu 3.9.3: rovnost ||A|| = 0 nastéva prave vtedy,
ked minimalny automat ekvivalentny automatu A nem4 Ziaden stav. O]

Poznamka 3.11.2. Vyznam vety 3.11.1 mozZno lepsie ocenit vo svetle skuto¢nosti, ze ekvivalencia
kone¢nych automatov s vahami nie je rozhodnutelna nad kazdym polokruhom. Hoci dokaz presahuje
ramec tohto textu, spomenme tu aspon vysledok D. Kroba [73], ktory dokazal nerozhodnutelnost
ekvivalencie pre kone¢né automaty s vahami nad tropickym polokruhom (N U {oo}, min, +, 0o, 0).

Zd aleka nie vSetky prirodzené rozhodovacie problémy st pre automaty s vahami nad polami roz-
hodnutelné. DokaZeme, Ze problém univerzality nosica realizovaného radu — ¢iZe problém neexistencie
slova, ktoré ma v realizovanom rade nulovy koeficient — je nerozhodnutelny uz pre konecné automaty
s celo¢iselnymi vahami; tym padom musi byt nerozhodnutelny aj pre vSetky polia obsahujtuce Z ako
podokruh, t. j. pre vSetky polia nulovej charakteristiky (ako napriklad Q, R, C, atd.). Na dokaz neroz-
hodnutelnosti tohto problému sa nam zide pomocné tvrdenie o uzavretosti tried racionalnych radov
na inverzné homomorfizmy, ktoré plati nad Tubovolnym polokruhom S a ktoré teraz dokaZeme.

Lema 3.11.3. Nech S je polokruh, X, T abecedy, h: ¥* — T'* homomorfizmus a r € S{IT™*) je rad
raciondlny nad S. Potom je nad S raciondlny aj rad

)= ) (rh(w)w € S().

weX*

Dokaz. Nech P = (n,i, u,f) je linedrna S-reprezentacia nad I' taka, ze ||P|| = r. UvaZujme linearnu
S-reprezentaciu P’ = (n,i, ¢/, f) nad 3 taka, Zze pre vietky ¢ € X je

1 (c) = pu(h(c)).
Nech w € ¥*, pricom w = ay ...as pre nejaké t € N a aq,...,a; € 3. Potom

(1Pl w) =i/ (a1 ... a))f = ip/(ar) ... ' (a)f = ip(h(ar)) ... p(h(ap))f =
— iu(h(a) . hla)f = iu(har - a0))E = (1Pl h(w)) = (r,h(w))

takze ||P'|| = h~1(r) a h=1(r) € S-Rat(X*). O
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Veta 3.11.4. Problém univerzality nosica realizovaného radu je pre konecéné automaty s vdéhami nad Z
nerozhodnutelny.

Doékaz. Uvazujme abecedu ¥ = {0, 1} a rad BIN € Z{X*) taky, Ze pre vSetky t € Na ay,...,a; € ¥ je
t
(BIN,ay ...as) = 2" + Z%Qt_k-
k=1

Koeficientom Tubovolného slova w € ¥* v rade BIN je teda kladné celé ¢islo reprezentované binarnym
retazcom lw. Rad BIN je navySe evidentne racionalny nad Z, kedZe je realizovany kone¢nym automatom
s vihami A na obrazku 3.14.

0:1,1:1 0:2,1:2

Obr. 3.14: Koneény automat .4 s vahami nad Z realizujaci rad BIN.

Nerozhodnutelnost problému univerzality nosi¢a radu realizovaného koneénym automatom s va-
hami nad Z teraz dokdZeme redukciou Postovho korespondencéného problému nad binadrnou abecedou
na tento problém. Nech (A, f, g) je Tubovolny pripad Postovho koresponden¢ného problému nad abe-
cedou ¥ = {0, 1} — ¢ize A je abeceda a f,g: A* — ¥* st homomorfizmy; rieSenim pripadu (A, f,g) je
slovo w € A™ take, ze f(w) = g(w). Vdaka leme 3.11.3, leme 3.5.7, leme 3.5.8, leme 3.5.9 a existen-
cii automatu A realizujiceho rad BIN potom na zéklade (A, f,g) Tahko algoritmicky skonstruujeme
koneény automat B s vihami nad Z a A taky, Ze

1B = f~'(BIN) — g'(BIN) + 1;

rad [1B| teda spia (|B]) = 1 a (|B],w) = (BIN, f(w)) — (BIN, g(w)) pre vietky w € A*. Kede
pre u,v € ¥* je (BIN,u) = (BIN,v) prave vtedy, ked u = v, je nosi¢ radu ||B|| rovny A* prave vtedy,
ked neexistuje ziadne w € AT také, Zze f(w) = g(w) — ¢iZe prave vtedy, ked pripad Postovho kores-
ponden¢ného problému (A, f,g) nema riesenie. Rozhodnutelnost problému univerzality nosi¢a radu
realizovaného automatom s vahami nad Z by teda implikovala rozhodnutelnost Postovho korespon-
den¢ného problému nad bindrnou abecedou: spor. O

MozZno dokazat, ze problém univerzality nosi¢a radu realizovaného koneénym automatom s vahami
nad polom F je rozhodnutelny prave vtedy, ked je pole F lokdlne koneéné — ¢Gize kazdé jeho koneéne
generované podpole je konetné; to je dalej ekvivalentné podmienke, ze F je algebraickym rozsirenim
kone¢ného pola. Dokaz tohto tvrdenia mozno najst v [69].

Poznamka 3.11.5. Dosial nie je znadme, ¢i sa problém univerzality nosi¢a pre automaty s vahami
nad Z stane rozhodnutelnym v pripade, Ze sa obmedzime na automaty nad unarnou abecedou. Vdaka
nasim pozorovaniam z oddielu 3.10 je tento rozhodovaci problém ekvivalentny — vzhladom na rozhod-
nutelnost — nasledujicemu problému: na vstupe je dané linearna homogénna rekurencia s celo¢iselnymi
koeficientmi a danymi zac¢iatoénymi podmienkami a treba rozhodnut, ¢ prislusna postupnost obsahuje
aspofi jeden nulovy ¢len.?6 Tento problém je v literattire znamy ako Skolemov problém a otézka ohladom
jeho rozhodnutelnosti patri k délezitym otvorenym problémom stcasnej matematiky.

367 nagich zisteni z oddielu 3.10 vyplyva, ze postupnost definovana takouto rekurenciou je stcasne aj postupnostou
koeficientov radu realizovaného automatom s vahami nad Z a ¥ = {z}. Naopak tiez vieme, Ze postupnost koeficientov
(an)nZo kazdého radu r € Z{z*) racionalneho nad Z vyhovuje nejakej linedrnej homogénnej rekurencii s koeficientmi z Q;
pre vhodné ¢ € N\ {0} potom musi postupnost (¢"an)sro vyhovovat linedrnej homogénnej rekurencii s koeficientmi zo Z,
pri¢om pre v8etky n € N je a,, = 0 préave vtedy, ked ¢"a, = 0. V skuto¢nosti ale mozno dokazat, Ze uz samotné postupnost
(an)nZo musi vyhovovat linearnej homogénnej rekurencii s celo¢iselnymi koeficientmi: automat ziskany minimalizaciou
unarneho automatu s vadhami nad Z je opét automatom s vahami nad Z [11].
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Kone¢né automaty s vahami nachadzaji — podobne ako ich klasické nekvantitativne naprotivky —
praktické uplatnenie v mnohych oblastiach aplikovanej informatiky. Obzvl4st vyznamné st najmaé ich
aplikicie pri spracovani prirodzeného jazyka [65]. V nasledujicom si na ukazku priblizime moznosti
vyuzitia automatov s vahami v inej oblasti: pri kddovani obrazu. Tato aplikacia sice nepatri k hlavnym
z hladiska vyznamu — v praxi sa oby¢ajne pouZivaji iné pristupy ku koédovaniu obrazu — avak jej
prezentacia nevyzaduje takmer ziaden pripravny material z oblasti aplikacie a budeme ju tak moct
v ramci nasledujtcej kratkej demonstracie preskimat aj bez nutnosti dalekého prekrocenia hranic
oblasti, ktorymi sa v tomto texte mame v timysle zaoberat.

Obmedzime sa tu iba na najzékladnejsie myslienky stojace za touto metdédou kédovania obrazu —
podrobnejsie spracovanie problematiky mozno najst napriklad v |3, 61].

Automaty s vahami pri tejto metdéde nezohravaju tlohu kédovacieho algoritmu, ale samotného
ykodu“. Cely pristup teda bude zaloZeny na reprezentdcii obriazkov pomocou automatov s vahami —
presnejsie automatov s vahami nad polom. Bitmapy stotoznime s vhodnymi racionilnymi mocninovymi
radmi; reprezentaciou obrazku tak bude lubovolny automat s vAhami realizujici prislugny rad. Opigeme
algoritmus, ktory pre dany automat vykresli nim reprezentovant bitmapu. Kompresia bitmapy bude
naopak spocivat v tom, Ze sa za jej reprezentaciu vezme minimdlny automat pre prislusny rad. Pri jeho
hladani budeme vyuZivat teériu z oddielu 3.7.

Pre jednoduchost predpokladajme, Ze mame dant bitmapu o 2% x 2% pixeloch pre nejaké prirodzené
¢islo k. Kazdy pixel moZno pri Sedotéonovych obrazkoch reprezentovat prvkom pola R udavajicim
jeho intenzitu — moze ist napriklad o ¢islo z intervalu [0, 1], kde ¢iernej farbe zodpoveda hodnota 0
a bielej zodpoveda hodnota 1. Pri farebnych obrazkoch st pixely prvkami mnoziny R? — cely obrazok
potom mozno chapat ako ,zloZenie“ troch obrazkov s pixelmi z R; v nasledujicom sa preto bez ujmy
na vieobecnosti obmedzime na sedotéonové obrazky3” s pixelmi z pola R.

111122122
1 2
13(14123|24
31(32(41 (42
3 4
33(34(43|44
(a) Kvadranty najvyssej trovne. (b) Kvadranty druhej najvyssej arovne.

Obr. 3.15: Rozdelenie bitmapy na kvadranty.

Bitmapu takéhoto typu moZno reprezentovat pomocou jej kvadrantového stromu (angl. quadtree).
Ide o zakoreneny strom, v ktorom ma kazdy vnutorny uzol prave Styroch synov (ktorych usporiadanie
je dané). Koreii kvadrantového stromu zodpoveda celej bitmape o rozmeroch 2% x 2%, Tt mozno rozdelit
na kvadranty 1,2, 3,4 o rozmeroch 271 x 28=1 — napriklad tak, ako je to znazornené na obrazku 3.15a.
Synovia koreia zodpovedaja tymto Styrom kvadrantom. Tento proces mozno nasledne zopakovat: kazdy
kvadrant ¢ € {1,2,3,4} mozno rozdelit na Styri kvadranty cl, 2, c3, c4 o rozmeroch 272 x 282 tak,
ako na obrazku 3.15b; uzol kvadrantového stromu zodpovedajici kvadrantu ¢ pritom bude mat opéat
Styroch synov zodpovedajucich kvadrantom cl, ¢2, ¢3, c4. Takto mozno pokracovat az ku kvadrantom
o rozmeroch 1 x 1 pixel; vysledny kvadrantovy strom pre bitmapu s rozmermi 2¥ x 2¥ ma teda hibku
presne k a kazdy kvadrant o rozmeroch 277 x 2¥=J (kde j < k je prirodzené ¢islo) je uréeny svojou
»adresou“, ktorou je slovo z jazyka {1,2,3,4}/. Listy kvadrantového stromu zodpovedaji samotnym
pixelom a moZno v nich uchovavat informéciu o ich intenzite alebo farbe. Priklad bitmapy o 4 x 4
pixeloch a ¢asti zodpovedajticeho kvadrantového stromu je znézorneny na obrazku 3.16.

37 Alebo ekvivalentne obrazky v skalach intenzity Gervenej, zelenej, alebo modre;j.
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(a) Bitmapa o 4 x 4 pixeloch. (b) Cast prislusného kvadrantového stromu.

Obr. 3.16: Bitmapa a Cast jej kvadrantového stromu.

Prirodzene sa pontka vyuZzitie vnitornych uzlov kvadrantového stromu na uchovévanie informécii
o ,zmensenych® verziach povodnej bitmapy. Napriklad pri vykreslovani bitmapy o 2% x 2F pixeloch
na platno o 2871 x 281 pixeloch mozno uzly kvadrantového stromu zodpovedajice kvadrantom druhej
najnizsej irovne — tie maji v pévodnej bitmape 2 x 2 pixely — interpretovat ako uzly prislachajice k jed-
notlivym pixelom ,zmensenej* verzie bitmapy a pamétat si v nich intenzitu tychto pixelov. Bez dalsich
obmedzeni mozu byt jednotlivé zmensené* verzie tiplne nezévislé na pévodnej bitmape — prirodzena
sa teda javi byt poziadavka, aby intenzita C, vnitorného uzla s ,adresou” w bola dana aritmetickym
priemerom intenzit jeho synov:

C’wl + Cw2 + Cw?) + Cw4_
4 )

Cw =

budeme potom hovorit, Ze kvadrantovy strom je priemer zachovdvajici. Na obrazku 3.17 je znézornena
t4 isté Cast kvadrantového stromu ako na obrazku 3.16b; si don ale doplnené intenzity jeho vnutornych
uzlov tak, aby bol vysledny strom priemer zachovavajuci.

€

Obr. 3.17: Doplnenie intenzit vnitornych uzlov do ¢asti kvadrantového stromu z obrazku 3.16b.
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Aj samotné kvadrantové stromy sa daju pouZit na kompresiu obrazu: ak totiz majua vetky uzly
v niektorom podstrome rovnaki intenzitu, mozno cely tento podstrom reprezentovat iba jeho korenom.
Ide pritom o jeden z najbeznejsich spdsobov pouzitia kvadrantovych stromov v pocitacovej grafike. My
toto vylepSenie pouzivat nebudeme, kedZe kvadrantové stromy pre nas budi iba pomocnym néstrojom.
Ako komprimované reprezentacie bitmap budeme pouZzivat automaty s vahami a s kvadrantovymi
stromami budeme pracovat len ako s néstrojom na ich kongtrukciu.

V nasledujicom budeme pracovat s ,nekone¢ne ostrymi* bitmapami, ktoré sia dané v rozliSeni
2k x 2F pre vsetky prirodzené ¢isla k. Prislusnou reprezentéciou tu je nekoneény kvadrantovy strom,
pricom pixely bitmapy vo verzii o rozligeni 2* x 2* st dané hodnotami v uzloch hibky k. Pojem
priemer zachovdvajiceho kvadrantového stromu mozno prirodzenym sposobom rozsirit aj na nekonecné
kvadrantové stromy.

Poznamka 3.12.1. Samozrejme tu ide o idealizaciu, kedZe pri redlnej implementécii tazko ocakavat
bitmapu dant v nekone¢nom poéte rozlieni. Ak je vSak obrazok dany v rozliseni 2% pre nejaké fizné
k € N, mozno si zapamétat prvych k + 1 trovni nekoneéného kvadrantového stromu a jeho nizsie
trovne reprezentovat uzlom s ozna¢enim DNC (z angl. do not care). Za uzol DNC moZno dosadit
aktukol'vek hodnotu podla toho, aka je akurat pre dané ucely najvyhodnejsia. Algoritmy na kodovanie
a dekodovanie obrazu teda moéZzeme opisat pouzivajic nekonecéné kvadrantové stromy; prechod k realnej
implementacii akurit znamena nahradit ich kone¢nymi stromami s uzlom DNC.

Metoda reprezentécie ,,nekonecne ostrych® bitmap prostrednictvom automatov s vihami je zalozena
na pozorovani, ze kaZdy nekonecny kvadrantovy strom jednoznacéne uddva formdlny mocninovy rad
a naopak. Pri tejto bijekcii sa k Tubovolnému nekoneénému kvadrantovému stromu 7 priradi formélny
mocninovy rad r nad abecedou ¥ := {1,2,3,4} a polom R taky, Ze pre vSetky w € ¥* je hodnota
(r,w) dana hodnotou uzla stromu 7 s ,adresou* w. Toto zobrazenie budeme mat na mysli vzdy, ked
budeme hovorit o formdlnom mocninovom rade danom nekonecnym kvadrantovygm stromom. Formalny
mocninovy rad r nazveme priemer zachovdvajicim, ak je priemer zachovavajtci nekoneény kvadrantovy
strom, ktorym je rad r dany.

Je navySe zrejmé, ze pre nekoneény kvadrantovy strom 7, nim dany formélny mocninovy rad r
a kazdé ¢ € {1,2,3,4} je rad ¢ !r dany podstromom stromu 7 zakorenenym v uzle s ,adresou” c
— to jest v c-tom synovi koreha stromu 7. Operacii Tavého kvocientu teda zodpoveda posun smerom
nadol v kvadrantovom strome, ¢o je intuitivne to isté ako pribliZzenie sa do daného kvadrantu.

Na vykreslenie obrazku reprezentovaného koneénym automatom A s vihami nad polom R a abe-
cedou {1,2,3,4} v rozliSeni 2% x 2F staci najst koeficienty vietkych slov dizky k v rade ||.A||. Pokial je
prislusna R-reprezentacia dana ako P4 = (n, i, p, f), je tato tloha ekvivalentna vypoc¢tu hodnot ip(w)f
pre vietky slova w € {1,2,3,4}*. Nasledujiici algoritmus predstavuje jeden z efektivnejsich sposobov
realizacie tejto dlohy. Pred nasobenim dvojic matic totiz uprednostiiuje nasobenie matic s vektormi
a namiesto postupného vypoctu vektorov ip(u) pre vietky slova u dlzky nanajvys k postupuje z oboch
stran a poéita vektory ip(u) a u(v)f pre vietky u, v € {1,2,3,4}* do dlzky priblizne k/2; priamociarym
vypoctom mozZno overit, Ze sa takto vykona menej skalarnych operécii, nez pri jednostrannom postupe
zlava doprava alebo naopak.

Algoritmus 3.12.2 (Vykreslenie bitmapy reprezentovanej automatom s vahami).

Vstup: Kone¢ny automat A s vahami nad polom R a abecedou ¥ = {1,2,3,4} s P4 = (n,i,u,f);
prirodzené ¢islo k.

Vystup: Pre kazdée w € ¥F &slo z,, € R vyjadrujice intenzitu pixela reprezentovanej bitmapy
s ,,adresou” w pri rozliseni 2F x 2F.

1. Poloz £, :=i.

2. Opakuj prei=1,...,[k/2]:
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2.1. Pre vietky u € X! a ¢ € ¥ poloz £, := £, u(c).
2.2. Uvolni z pamiite vektory £, pre vietky u € X~1.

3. Poloz r. :=f.
4. Opakuj pre j =1,...,|k/2]:

4.1. Pre vietky v € X771 a ¢ € ¥ poloz re, 1= p(c)ry,.
4.2. Uvolni z pamite vektory r, pre vietky v € 371

5. Pre v8etky w = uv, kde u € 2IE21 a v e BR/2] poloz xy, 1= yry.

Spravnost uvedeného dekdédovacieho algoritmu forméalne dokazovat nebudeme; malo by vsak byt
zrejmé, ze pre lubovolny vstupny automat A a prirodzené &islo k st jeho vystupom hodnoty x,, také,
Ze pre vietky w € ¥F je x, = (||All,w). Analyzu zloZitosti algoritmu 3.12.2 prenechavame ¢itatelovi
ako jedno z cviceni v zavere tejto kapitoly.

Zamerajme sa teraz na opacny problém, pri ktorom treba vstupnt bitmapu dant nekoneénym?3?
kvadrantovym stromom — ¢iZe nejakym formélnym mocninovym radom r — zakoédovat do podoby
automatu s vahami.

Nasledujtci algoritmus realizuje toto kddovanie, pricom na jeho vystupe je garantovany minimdiny
automat realizujtaci vstupny rad r, kedykol'vek je rad r raciondlny (a teda sa preii nejaky konecny
automat s vahami skonstruovat da). V praxi je rad r racionalny vzdy, kedze su jeho koeficienty zname
len pre slova do uréitej dlzky; uzol DNC kvadrantového stromu potom mozno zakazdym interpretovat
tak, aby automat pre r zarucene existoval. Pri opise kdédovacieho algoritmu predpokladame existen-
ciu procedury zistujicej, ¢i je formalny mocninovy rad (dany nekoneénym kvadrantovym stromom)
linedrnou kombinaciou niekol’kych d'alsich mocninovych radov. Z praktického hladiska ide o realisticky
predpoklad, kedZe pre kone¢né kvadrantové stromy s uzlami DNC sa tato tloha da vyriegit Gaussovou
eliminaciou — uzlom DNC totiz moZno priradit Tubovolnt hodnotu a zvysok kone¢ného kvadrantového
stromu hibky h zodpoveda nejakému polynomu z R(X° U X! U... U "), Vektorovy priestor takychto
polynémov je pritom izomorfny s priestorom R%, kde d = 4% + 4 + ... 4+ 4" = (4! —1)/3. Pri ove-
rovani, ¢ je forméalny mocninovy rad r linearnou kombinéaciou radov 71, ...,7,, je hibka kone¢ného
stromu s uzlom DNC prislichajtceho k radu r v nasledujicom algoritme vzdy nanajvys rovna hibke
stromov prislichajucich k 1, ..., r, a zaujimame sa o existenciu koeficientov x1,...,x, € R, pre ktoré
sa linedrna kombinacia xir; + ... + x,r, zhoduje s radom r na vSetkych slovach udavajucich platné
yadresy* uzlov réznych od DNC v strome prislichajicom k radu 7.

Algoritmus 3.12.3 (Zakoédovanie bitmapy do automatu s vahami).

Vstup: Racionalny formélny mocninovy rad (bitmapa) r nad abecedou ¥ = {1,2,3,4} a polom R
dany nekonecnym kvadrantovym stromom:.

Vystup: Miniméalny kone¢ny automat A s vahami nad R a abecedou ¥ taky, ze ||.Al = r.

1. Ak r = 0, vrat na vystupe (jediny) automat A s 0 stavmi a skon¢i. Inak pokracuj krokom 2.
2. Poloz Q :={1},a11:=0,i:=1ar; =r.
3. Opakuj, kym je i < |Q|:

3.1. Opakuj pre vsetky c € X
3.1.1. Nech n = |Q)|. Zisti, ¢ existujt z1,...,z, € R také, ze ¢~ lr; = 2171 + ... + 2p1p.
3.1.1.a. Ak existuji, pre j = 1,...,n poloZ a;; := a; j + x;c.

38Pripomeiime si, Ze ide o idealizaciu. Prechod od nej k realnej implementécii bol vysvetleny v poznamke 3.12.1.
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3.1.1.b. Inak poloz @ := Q U {n + 1}, ajnt1 = ¢, ajnt1 := 0 pre vietky j € Q \ {i},
an+1,; := 0 pre vietky j € Q a rpq1 1= ¢ Lr;.

3.2. Poloz i:=14+1.
4. Nech n = |Q|. Poloz i[A] := (1,0,...,0), A[A] := (ai j)nxn a £[A] := ((r1,€),..., (T, ))L.

Zastavenie a spravnost algoritmu 3.12.3 dokazovat nebudeme — obe vlastnosti st bezprostrednymi
dosledkami tedrie vybudovanej v oddiele 3.7. Nie je tazké dokizat, Ze automat skonStruovany tymto
algoritmom naozaj rozoznéva rad r, pri¢om podcet jeho stavov nemoze byt vyssi, nez dimenzia priestoru
kvocientov Q(r) radu r.

Poziadavka racionality vstupného radu r je pri algoritme 3.12.3 zasadna. Na radoch r ¢ R-Rat(X*)
by sa tento algoritmus zo zrejmych pri¢in nikdy nezastavil. Pri redlnej implementacii s uzlom DNC je
ale predpoklad racionality vstupného radu vzdy splneny, ako sme uz vysvetlili vyssie.

KedZe nam ide iba o kratku demonstraciu moznej aplikacie automatov s vahami, nebudeme sa
na tomto mieste zaoberat najnaroc¢nejsim problémom savisiacim s prave opisanou metédou kédovania
obrazu, ktorym je analyza dosahovanej miery kompresie. Obmedzime sa tu len na konstatovanie, Ze
hoci pouzitie algoritmu 3.12.3 znamena urcita dsporu, je don na dosiahnutie konkurencieschopnosti
v porovnani s najrozsirenej$imi metédami koédovania obrazu potrebné zapracovat daldie vylepsenia.
O niektorych z nich sa moZno doc¢itat napriklad v [3, 61].

3.13 Conwayovské a Ciastoc¢né conwayovské polokruhy

V oddieloch 2.4, 2.6, 3.2, 3.3 a 3.5 sme rozvijali dve do velkej miery paralelné teorie formalnych moc-
ninovych radov, automatov s vahami a racionalnych vyrazov. Dokézali sme, Ze polokruhy formélnych
mocninovych radov nad spocitatelne tuplnymi polokruhmi st tieZz spocitatelne tiplné — racionalne rady
nad spocitatelne tplnymi polokruhmi tak moZno chapat jednoducho ako racionalne prvky nejakého
spocitatelne iplného polokruhu, ¢o umoziuje aplikovat vysledky z oddielu 1.8. Pri ,,bezepsilonovych*
formalnych mocninovych radoch nad Tubovolnym polokruhom sme naopak nenasli iné vychodisko,
nez cela tedriu vystavat nanovo a miestami kongtatovat, Ze dokazy jednotlivych tvrdeni si podobné
ako v pripade spocitatelne tplnych polokruhov. Ziadtcou sa tak zd4 byt d'alsia abstrakcia, ktora by
nés od nutnosti opakovaného dokazovania podobnych tvrdeni odbremenila.

V strucnosti teraz naznac¢ime jeden zo spdsobov, ktorym mozno obidve paralelné tebrie — Cize
teoriu spocitatelne iplnych polokruhov so vade definovanou iteraciou a teériu polokruhov formdlnych
mocninovych radov s iterdciou definovanou na ,,bezepsilonovych® radoch — zjednotit do spolo¢ného
ramca. Pojde o pristup zaloZeny na takzvanych cdiastoéngch conwayovskijch polokruhoch [13, 37].

Zacfnime s klasickym pojmom conwayovského polokruhu, prostrednictvom ktorého sa k Giastoénym
conwayovskym polokruhom postupne dopracujeme. Ide o zovSeobecnenie spoéitatelne tplnych polo-
kruhov, v ktorom iteracia nie je zavedena pomocou nekone¢nych sactov, ale aziomaticky: conwayovsky
polokruh je I'ubovolny polokruh, na ktorom je definovana unarna operacia iteracie spliiajica urcité
podmienky. Tymito st vztahy pre iteraciu suctu a iteraciu suéinu rovnaké ako vo vetach 2.6.1 a 2.6.2
pre spocitatelne tplné polokruhy. Rozdielom je, Ze v tomto pripade nejde o vety, ale o stacast definicie
conwayovskych polokruhov — hovorime preto o axidme iterdcie siuctu a o axidme iterdcie sucinu.

Definicia 3.13.1. Conwayouvsky polokruh je Sestica (S,+,-,0,1,*) taka, ze (S,+,-,0,1) je polokruh
a*: S — S je unarna operécia iterdcie spliiajuca nasledujice podmienky:

(i) Pre vetky a,b e S je (a+b)* = (a*b)*a*.
(i7) Pre vsetky a,b € S je (a-b)* =1+ a(ba)*d.
Veta 3.13.2. KaZdy spocitatelne iplny polokruh je conwayovsky.
Dékaz. Ide o bezprostredny dosledok vety 2.6.1 a vety 2.6.2. O
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Pre prvky conwayovskych polokruhov mozno vybudovat celi teériu analogicki tej z oddielu 1.8.37

MozZno tiez ukazat, Ze polokruh mocninovych radov nad conwayovskym polokruhom je pri vhodnej
definicii iteracie takisto conwayovsky. V stuvislosti s podobnymi tivahami iba ¢itatela odkdZzeme na [36].

My namiesto toho budeme dalej pokradovat v abstrakcii, kedZe nasim cielom je definicia triedy
polokruhov zahffiajtcej okrem spocitatelne tplnych polokruhov aj kaZdy polokruh forméalnych mocni-
novych radov (bez ohladu na polokruh koeficientov). Takéto polokruhy vo v8eobecnosti conwayovské
nie s, pretoZe iteracia je v nich definované len pre ,bezepsilonové“ rady. Prirodzenou ideou sa teda
javi byt zoslabenie definicie 3.13.1, pri ktorom je iteracia spliajica axiomy iteracie suétu a stuéinu
definovana len pre urciti cast prvkov polokruhu.

To o¢ividne nebude mozné docielit pre hociktort podmnozinu X polokruhu S. Ak pozadujeme,
aby axiomy iterdcie suctu a sucinu platili pre vSetky a,b € X, nutne musia byt v X aj prvky a + b
a ab — inak by nedéavali zmysel lavé strany rovnosti z tychto axiom. Aby déavala zmysel pravd strana
rovnosti z axiémy sactu, musi byt v X aj prvok a*b. Prvok a* vSak sam o sebe nemusi byt v X — staci
si spomentt na to, Ze iteraciou , bezepsilonového* radu nie je ,bezepsilonovy* rad.*® Od podmnoziny
polokruhu s definovanymi iterdciami prvkov tak budeme pozadovat uzavretost na stucet (dvoch prvkov
tejto podmnoziny) a na suc¢in s lubovolnym prvkom polokruhu. Musi teda ist o idedl v polokruhu S.

Definicia 3.13.3. Nech (S,+,-,0,1) je polokruh. Idedl v polokruhu S je neprdzdna mnozina I C S
taka, ze:

(1) Pre vsetky a,be I jea+bel.
(ii) Pre vietkya e T abe Sjeabe I abac I.

Poznamka 3.13.4. Neprazdnost idealu je v predchadzajicej definicii zrejme ekvivalentna podmienke
0 € 1. Je navyse zrejmé, ze I = S prave vtedy, ked 1 € I.

Definicia 3.13.5. Ciastocny conwayovsky polokruh je sedmica (S,+,-,0,1,1,%), kde (S,+,-,0,1) je
polokruh, I je ideal v S a *: I — S je unarna operacia iterdcie splhajtca nasledujice podmienky:

(1) Pre vetky a,b € I je (a+b)* = (a*b)*a*.
(i) Pre vSetky a,b € S také, ze a € I alebo b € I je (a-b)* =1+ a(ba)*b.

Podobne ako pri spocitatelne tuplnych polokruhoch budeme — v pripade, Ze nehrozi nedorozumenie
— namiesto o ¢iasto¢nom conwayovskom polokruhu (S, +,-,0,1,1,*) ¢asto hovorit len o Glastoénom
conwayovskom polokruhu (S, +,-,0,1) nad idedlom I alebo o ¢iasto¢nom conwayovskom polokruhu S
nad idealom I.

Poznamka 3.13.6. Kazdy conwayovsky polokruh S je zjavne ¢iastocny conwayovsky nad idedlom S.
Veta 3.13.7. KaZdy spocitatelne iplng polokruh je Giastocny conwayouvsksy.

Dékaz. Vyplyva z vety 3.13.2 a zo zrejmého pozorovania z poznamky 3.13.6. OJ

Veta 3.13.8. Nech X je abeceda a S je polokruh. Potom je polokruh S{X*) ciastoény conwayovski
nad idedlom S{XT).

Dékaz. Mnozina S{XT) je idedlom v S{X*) vdaka tvrdeniu 2.6.3. Samotné dokazované tvrdenie je
potom dosledkom viet 2.6.7 a 2.6.8. OJ

39To ma samozrejme uréité specifika: napriklad z lemy 1.5.5 o iteracii blokovej matice sa v pripade ,Tavého horného*
bloku velkosti 1 x 1 stava definicia a pod.
10Presnejsie tato vlastnost plati pre vietky ,,bezepsilonové“ rady nad netrividlnym polokruhom.
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Trieda ¢lastoénych conwayovskych polokruhov teda skuto¢ne zahifia ako vietky spocitatelne tplné
polokruhy, tak aj vSetky polokruhy formélnych mocninovych radov. Vo zvysku tohto oddielu strucne
naznac¢ime moznost rozvinutia tedrie racionalnych prvkov &ilastocnych conwayovskych polokruhov,
ktora zjednocuje teériu z oddielu 1.8 s tou z oddielu 3.5.

Zakladom takejto zjednocujucej tedrie je rozsirenie pojmu iteracie prvku z idealu I na Stvorcové
matice nad I. Vychodiskom je tu ten pripad lemy 1.5.5 o iteracii blokovej matice nad spocitatelne
Guplnymi polokruhmi, pri ktorom je ,Tavy horny“ blok typu 1 x 1.

Definicia 3.13.9. Nech S je ¢iasto¢ny conwayovsky polokruh nad idealom I, n € N a A = (a; j)nxn je
Stvorcova matica nad I. [terdciou matice A nazveme maticu A* dant induktivne: ak n = 0, je A* = A;
ak n =1, je A* = (aj ;); ak n > 2, tak pre blokovy rozklad

uvazovanej matice A, kde a1 € I, A12 = (@i1+45)1x(n-1) € >m=N Ay = (a1+4ij)(n—1)x1 € =11

c J(n=1)x(n—-1) je

o aral+]  Aia[¥]
A o < A271[*] Agjg[*] ) ’

a Az = (@1+i1+45) (n—1)x (n—1)

pricom jednotlivé bloky aq 1[*], A1 2[*], A21[*] a Az ]| stt dané nasledujacimi vztahmi:

ar1[¥] = (a11 + A12455421)%,
Arp[¥] = (a11 + A12A455A421) A1 245 5,
Ag1[*] = (A22 + Az 1a7 1 A1 2)" Az 1a] 4,
Agal*] = (A22 + Az 1a7 1 A12)"

Da sa dokazat, ze podobné vztahy v skutoc¢nosti platia pre lubovolny blokovy rozklad Stvorcovej
matice A — tieto si sformulované v nasledujtcej leme. Relativne technicky dékaz tejto skutocnosti
vynechavame.

Lema 3.13.10. Nech S je ciastocny conwayovsky polokruh nad idedlom I, n € N a A = (a; j)nxn je

Stvorcovd matica nad I. Nech
A < A A >
Az1 Aso

je blokovy rozklad matice A, kde A11 = (@i j)nixn, A12 = (Gimi4i)nixnes A21 = (Qnitij)noxm
a A29 = (Any4in14j)naxne Pre nejaké ny,ny € N. Potom

* _ Al,l[*] A1,2[*]
A= ( Aza[+]  Aga[x )’

pricom jednotlivé bloky A 1[*] = (@ j[*])nixn, A12[¥] = (Gini+5#])nixnes A210%] = (@ni4i[*])naxna
a Az2[%] = (@ny+4ing+5 %)) naxn, 88 dané nasledujicimi vztahmi:

A1 = (A11 + A12455,A21)7,
Arp[¥] = (A11 + A12455A421)" A1 245 5,
Ao [¥] = (A2 + A21 AT 1 A12)" A21 47 4,
Agal*] = (A22 + A2 1 A7 1 A12)"

Indukciou vzhladom na rad stvorcovych matic n € N mozno dokézat aj nasledujucu vetu; my ju
opét len uvedieme bez dokazu.
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Veta 3.13.11. Nech S je ciastoény conwayovsky polokruh nad idedlom I a n € N. Potom je S™*™
Giastoény conwayouvsky polokruh nad I™*™.

Ak je potom S ¢iastoény conwayovsky polokruh nad idedlom I, mozno pre dané mnoziny I’ C [
aS CS(kde0 €l a0,1€8) definovat ako analogiu ku koneénym automatom nad spocitatelne
uplnym polokruhom (oddiel 1.6) konecné (S’,I')-automaty nad (S, I). Pre takyto automat A dany
vektorom pociatoénych ohodnoteni i € (S")1*™ prechodovou maticou A € (I')"*" a vektorom kon-
covych ohodnoteni f € (S')"*! potom definujeme || A| = iA*f. Tento koncept zahfiia ako kone¢né
S’-automaty nad spocitatelne tplnym polokruhom S — tam jednoducho I = S a I’ = S’ — tak aj
,bezepsilonové” konefné automaty s vihami nad polokruhom S a abecedou ¥, ktoré mozno chépat
ako (S(X U {e}), S(X))-automaty nad (S{X*}),S(EX*)). Obdobne mozno definovat aj raciondlne vy-
razy nad ¢lastoénym conwayovskym polokruhom a s vyuZitim lemy 3.13.10 dokazat ich ekvivalenciu
s koneénymi automatmi.

Raciondlnym prvkom &lastoéného conwayovského polokruhu nad idedlom I moZno nazvat Tubo-
volny prvok realizovany niektorym z tychto ekvivalentnych modelov. Racionélne prvky spocitatelne
iplného polokruhu S tak mozno chapat ako racionélne prvky ¢iastotného conwayovského polokruhu S
nad idedlom S. Raciondlne mocninové rady nad abecedou ¥ a Ilubovolnym polokruhom S zas moZno
chapat ako racionalne prvky ¢iastoéného conwayovského polokruhu S{¥*)) nad idedlom S{XT).

Cvicenia

1. Dokézte na plne rigoréznej trovni vlastnost ,,bezepsilonovych* automatov s vahami, chapanych
v zmysle Tubovolnej z ich alternativnych definicii, hojne vyuZivanu v texte: pre kazdy takyto
automat A je systém radov (||v|| | v € R(.A)) lokalne kone¢ny a rad ||.A|| realizovany automatom A
je teda dobre definovany.

2. V oddiele 3.3 je forméalne opisana koreSpondencia medzi automatmi s vdhami chapanymi podla
definicie 3.2.1 a podla definicie 3.3.1. Formélne dokaZte, Ze pre Tubovolna dvojicu automatov
v tejto koreSpondencii je nimi realizovany rad rovnaky, kedykolvek je dobre definovany.

3. Kone¢né automaty s vahami nad polokruhom S a abecedou ¥ st $pecidlnym pripadom konec-
nych S(X U {e})-automatov nad S{X*), v ktorom st vSetky pociatotné aj koncové ohodnotenia
stavov skalarne. Spomenuli sme, Ze pre spocitatelne uplny polokruh S zodpovedaji konecné au-
tomaty s vahami nad S normélnemu tvaru koneénych S(¥XU{e})-automatov nad S{¥*)). Dokazte
analogické tvrdenie pre ,,bezepsilonové* automaty nad lubovolnym polokruhom — to jest predov-
Setkym vhodne definujte prvok polokruhu S{¥*) realizovany koneénym S(X U {e})-automatom
nad S{X*) s ,,bezepsilonovou* prechodovou maticou a nasledne dokazte, ze kazdy takyto automat
je ekvivalentny nejakému koneénému automatu s vdhami nad S.

4. V definicii racionalnych vyrazov s vihami sa narabalo s atomickymi vyrazmi r pre r € S(XU{e}).
Ukézte, Ze je tdto mnozina atomickych vyrazov zbytocne obsiahla.

5. Sformalizujte argumentéciu z dékazu lemy 3.5.6.

6. Nech X je abeceda, S je polokruh a r,s € S{X*)) st mocninové rady. Hadamardov sucin radov
rasjerad r®s € S(X*) definovany pre vsetky w € ¥* predpisom (r © s,w) = (r,w)(s,w).

a) Ukazte, ze Hadamardov su¢in na B{>*) mozno interpretovat ako prienik formalnych jazy-
kov.

b) Dokazte, ze pre vieobecny polokruh S a abecedu ¥ mnoZina radov S-Rat(X*) nemusi byt
uzavretd na Hadamardov sacin.

c) Dokazte, ze mnozina radov S-Rat(¥*) je uzavretda na Hadamardov sucin pre Iubovolny
komutativny polokruh S a I'ubovolnu abecedu X.
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Cvicenia

Nech X je abeceda a r € N(X*) je rad racionalny nad N. Zistite, ¢ musi byt v takom pripade
racionélny jazyk supp(r).

Nech ¥ je abeceda a r € Z{X*)) je rad racionalny nad Z. Zistite, ¢i musi byt v takom pripade
racionélny jazyk supp(r).

Hovorime, Ze polokruh T je Fatouovym rozsirenim polokruhu S, ak je S podpolokruhom 7" a sucasne
pre lubovolnu abecedu ¥ a rad r € S(X*)) racionalny nad T je rad r racionalny aj nad S.

9.
10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Dokézte, ze okruh Z nie je Fatouovym rozsirenim polokruhu N.
Dokazte, ze kazdé rozsirenie K pola F je aj jeho Fatouovym rozsirenim.
Dokazte tvrdenie 3.7.6.

Nech ¥ = {a,b}. Zistite, & existuje formalny mocninovy rad r € Z{¥*)) racionalny nad Z taky,
ze supp(r) = {w € ¥* | |w|, = |wlp}-

V leme 3.7.10 sme dokazali, Ze pre kazdy ,bezepsilonovy“ koneény automat A = (Q,p,t¢,T)
nad abecedou ¥ s vdhami nad polom F je dim(Q(||Al|)) < dim(V(A)) < |Q|. Najdite priklad
automatu A, pre ktory s obidve tieto rovnosti ostré (alebo dokazte, ze taky automat neexistuje).

Analogicky k Tavym kvocientom definujte pravy kvocient rz—! formalneho mocninového radu
r € F(X*) podla slova z. Dajte do stvisu dimenziu vektorového priestoru generovaného pravymi
kvocientmi racionalneho mocninového radu r a pocet stavov minimélneho automatu realizuja-
ceho rad r. Vysvetlite, ako by sa pomocou pravych kvocientov dala teéria z oddielu 3.7 ,,urobit
symetrickou.

a) Dokazte, ze pre Tubovolna maticu A typu m x n nad polom F s riadkovou hodnostou m
je jej pravou inverznou maticou (okrem iného aj) matica Z := AT(AAT)~1. Pozor: treba
overit aj korektnost definicie matice Z.

b) Sformulujte a dokazte analogické tvrdenie pre Tavé inverzné matice.

Nech ¥ je abeceda a IF je pole. Reverzom formélneho mocninového radu r € F(X*)) mozeme
nazvat, podobne ako pri jazykoch, rad

rft = Z (r, w)w,

wed*
kde w’* oznacuje bezny reverz — alebo zrkadlovy obraz — slova w.

a) Dokazte, ze ak |P|| = r pre F-reprezentaciu P = (i, u, f) radu n, tak pre transponovani
reprezentdiciu PT = (f7, u*,i’), kde homomorfizmus p’: ¥* — F™*" je pre vietky ¢ € ¥
dany ako 7 (c) = u(c)T, je [|PT|| = rE.

b) Dokazte, ze pocet stavov minimalneho automatu s vahami nad polom F realizujaceho rad r
je rovnaky ako pocet stavov miniméalneho automatu realizujuceho rad rf.

¢) Vyvodte z predchadzajucich pozorovani zaver, Ze minimalizéciu koneénych automatov s vé-
hami nad polom F moZno realizovat aj ,opacne“ ako v algoritme 3.9.3 — to jest najprv
mozno aplikovat konstrukciu z lemy 3.9.1 a aZz nasledne konstrukciu z lemy 3.9.2.

Dokazte tvrdenie 3.9.7.

Dokazte rozhodnutelnost problému ekvivalencie , bezepsilonovych® kone¢nych automatov s va-
hami nad koneénymi polokruhmi.
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19. Preskamajte rozhodnutelnost problému univerzality nosic¢a realizovaného formélneho mocnino-
vého radu pre ,bezepsilonové“ kone¢né automaty s vahami nad polokruhom prirodzenych cisel
(N, +,-,0,1) a nad tropickym polokruhom (N U {oco}, min, 4, 0o, 0).

20. Uvazujme nasledujici rozhodovaci problém: na vstupe je dany ,bezepsilonovy*“ konecny au-
tomat A s vdhami nad polom Q a abecedou ¥ a treba rozhodnit, ¢i pre vietky w € X* je
(Il A]],w) € {0,1}. Je tento problém rozhodnutelny? (Ndvod: pouZite uzavretost mnoziny radov
Q-Rat(X*) na Hadamardov sucin dokdzana v ramci tlohy 6.)

21. Uvazujme nasledujtci rozhodovaci problém: na vstupe je dany ,bezepsilonovy“ koneény auto-
mat A s vahami nad polom Q a abecedou ¥ a treba rozhodnut, ¢i pre vSetky w € ¥* je
(|lAll, w) > 0. Je tento problém rozhodnutelny? (Ndvod: pouzite uzavretost mmnoziny radov
Q-Rat(X*) na Hadamardov stcin dokdzani v ramci tlohy 6.)

22. ,Bezepsilonovy* automat s vahami nad polokruhom S a abecedou X nazveme deterministickym,
ak najviac jeden spomedzi jeho stavov mé nenulovt pocdiatoéni vahu a ak z kazdého jeho stavu
vedie na kazdé pismeno abecedy Y najviac jeden prechod. Dokézte, Ze automaty s vahami vo vSe-
obecnosti nemusia byt determinizovatelné: najdite priklad radu r € N{X*) racionalneho nad N,
ktory nie je realizovany ziadnym deterministickym koneénym automatom s vidhami nad N a X.

23. Dokazte, ze ,bezepsilonové“ konetné automaty s vahami nad konecénymi polokruhmi su vzdy
determinizovatelné.

24. Asymptoticky odhadnite pocet vykonanych skalarnych operécii — najmé nasobeni realnych ¢isel
— v algoritme 3.12.2. Porovnajte takto chdpant ¢asovi zlozitost algoritmu 3.12.2 so zlozitostou
alternativneho algoritmu, v ktorom sa namiesto obojstranného pristupu aplikuje priamociarejsi
jednostranny pristup spocivajici v postupnom vypocte vektorov iu(u) pre vetky u € {1,2,3,4}*
dlzky nanajvys k, pricom vysledna hodnota z,, je pre kazdé w € {1,2,3, 4}k ziskana prendsobenim
riadkového vektora iu(w) stlpcovym vektorom f.

Poznamky a odkazy na samostidium

Teoéria automatov s vahami vychadza z prace M.-P. Schiitzenbergera [98], ktory Studoval automaty s vahami nad polom
a opisal aj minimaliza¢ny algoritmus pre takéto automaty. Najobsiahlejsim zdrojom informéacii o automatoch s vahami
je v sucasnosti monografia [30] — z hladiska teoérie st pre nase ulely relevantné predovsetkym jej kapitoly [29, 36, 95]
a aplikacii automatov s vahami pri kodovani obrazu sa venuje kapitola [3]; o aplikdciach automatov s vahami pri spracovant
prirodzeného jazyka sa mozno docitat v kapitole [65]. Do sirsiecho kontextu modernej teérie automatov st automaty
s vahami zasadené v uebnici [94]. Z d'algich zdrojov spomenime knihy [11, 75, 97] a prehladovu kapitolu [31].

Podobne ako pri iteracii forméalnych mocninovych radov, da sa aj pri definicii radov realizovanych automatmi s va-
hami predpoklad ,,bezepsilonovosti“ automatu zovSeobecnit na predpoklad ,bezepsilonovosti niektorej mocniny jeho
prechodovej matice (rad potom bude okrem iného dobre definovany pre vSetky automaty neobsahujice orientovani
kruZnicu tvorenu prechodmi na ¢, a to nad lubovolngm polokruhom). Podrobnosti mozno najst v [36].

Prezentacia teorie okolo minimalnych automatov s vaAhami nad polom je v tomto texte do velkej miery zaloZena
na [95], miestami je ale mierne upravené s cielom vyuzivat len ¢o mozno najelementarnejsie techniky. Minimalizaény
algoritmus pre automaty s vahami nad polom je opisany aj v [11, 94]. V [94, 95] sa dokonca uvazuji o nieco vieobecnejsie
automaty nad telesom (angl. division ring alebo skew field, pri¢om privlastok , skew* sa pri druhom pomenovani v zavis-
losti od kontextu obéas vynechava). Ako prvy skiimal minimalizaciu automatov nad polom M.-P. Schiitzenberger [98].
Verziu minimaliza¢ného algoritmu opisant v tomto texte po prvy raz publikovali A. Cardon a M. Crochemore [19].

Nerozhodnutelnost ekvivalencie kone¢nych automatov s vahami nad tropickym polokruhom (NU {co}, min, +, co, 0)
ako prvy dokazal D. Krob [73]; jeho dokazova technika vyuziva redukciu Hilbertovho desiateho problému. S jednoduchsim
doékazom, zaloZenym na redukcii problému zastavenia pre Minského stroje s dvoma poéitadlami, neskor prigli S. Almagor,
U. Boker a O. Kupfermanova [4, 5] a nezavisle na nich T. Colcombet, ktorého dokaz mozno najst v [31].

S myslienkou kdédovania obrazu pomocou automatov s vihami po prvy raz prisli K. Culik IT a J. Kari [24]; ide pritom
o jednu z najstarsich, hoci pravdepodobne nie najvyznamnejsich, aplikicii automatov s vahami. Pristupnymi tuvodmi
do problematiky su [3, 61|, kde st spracované aj jej praktickejsie aspekty.
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Dnes uz pomerne dobre presktimané conwayovské polokruhy [29, 36] s pomenované po J. H. Conwayovi, ktory ako
prvy identifikoval kl'i¢ovy vyznam axiéom iterdcie suétu a iteracie sacinu [22]. S konceptom ¢iasto¢nych conwayovskych
polokruhov nad idealom prigli v roku 2008 S. L. Bloom, Z. Esik a W. Kuich [13, 37]. Motivaciou za tymto pojmom
bolo predovsetkym zjednotenie tedrie koneénych automatov nad conwayovskymi (a teda aj spocitatelne uplnymi a upl-
nymi) polokruhmi s teériou ,bezepsilonovych® automatov s vadhami nad I'ubovolnym polokruhom. Popri astoénych
conwayovskych polokruhoch st spolo¢nou abstrakciou spoéitatelne tplnych polokruhov s iteraciou definovanou na vset-
kych prvkoch a polokruhov formélnych mocninovych radov s iteraciou ,bezepsilonovych® radov aj takzvané sumacné
polokruhy, zname aj ako X-polokruhy [52, 67, 68].

Popri tedrii racionalnych jazykov moZno na formélne mocninové rady s nekomutujtcimi premennymi zovSeobecnit
napriklad aj teoriu bezkontextovych jazykov. Podobne ako si racionélne rady obdobou racionalnych funkcii, sa rady
realizované bezkontextovymi gramatikami (pripadne zasobnikovymi automatmi) s vahami obdobou algebraickych funkcii
— hovorime teda o algebraickijch formdlnych mocninovych radoch a bezkontextové gramatiky s vahami sa Casto Studuju
v podobe ,izomorfného* modelu algebraickych systémov. Tu &itatela odkazujeme napriklad na [75, 97, 91, 74, 38|.



Kapitola 4

Trocha linearnej algebry

Teoria okolo vlastnijch ¢isel a vlastnijch vektorov nepochybne patri k najuzito¢nejsim partiam linearne;j
algebry a zékladnym prostriedkom bude v nasledujicich kapitolach aj pre nas. V idedlnom pripade
je Citatelovi uZ znama — tuto kapitolu potom moZno chapat ako jej struéné zopakovanie. V menej
idedlnom komplementarnom pripade, ktory u predpokladaného &itatela takisto nie je vyliceny, moze
tato kapitola sluzit aj ako samostatny uvod do problematiky postacujuci pre ucely tohto textu.

Vacsina tejto kapitoly tak bude venovana standardnému materialu, ktory je podrobnejsie a v Sirsich
stvislostiach rozpracovany v prakticky I'ubovolnej dobrej uéebnici linearnej algebry alebo maticového
poctu — za vSetky spomenime napriklad [105, 7, 77, 57]. Vynimkou bude len oddiel 4.3 tvoriaci akysi
predvoj kapitol 5 a 6. V nich svojim spdésobom nadviaZeme na kapitolu 1, z ktorej sit nAm zname viaceré
aplikdcie umochovania §tvorcovej matice. Uvidime, Ze pre lubovolni maticu A nad polom C — a teda
aj pre matice nad N alebo R — moZno metédami linearnej algebry vyjadrit jednotlivé prvky matice A*
v uzavretom tvare. V kapitole 5 toto pozorovanie aplikujeme na tlohy suvisiace s grafmi a formélnymi
jazykmi a v kapitole 6 na rieSenie urcitych typov rekurencii — alebo diferencngch rovnic — a ich systémov.
V oddiele 4.3 si tieto aplikacie ukdZzeme na $pecidlnom pripade tzv. diagonalizovatelngjch matic: ten sice
nebude univerzalne pouZzitelny, zato sa v8ak ukéZe ako mimoriadne jednoduchy a kltucové mySlienky
neskorsich kapitol tak budeme moct demonstrovat eSte predtym, neZ prejdeme k technickej$im pasazam
okolo zovseobecnenych vlastnych vektorov a Jordanovho kanonického tvaru.

V tejto kapitole sa obmedzime na matice s prvkami z pola C. Analogicki teoriu ale mozno rozvinat
pre matice nad lubovolnym algebraicky uzavretym polom [105] — ¢ize polom F takym, Ze kazdy
nekonstantny polynéom p(x) € Flx] ma koren v F.

Namiesto samotnych matic nad C — ¢ize linedrnych zobrazeni na C" — vS8ak budeme ¢asto pracovat
vo vieobecnejsom kontexte linedrnych zobrazeni na konecnorozmernom vektorovom priestore ¥ nad C.!
Ide o zvy¢ajny pristup vyhodny najmé vdaka tomu, Ze umoziuje pre dané zobrazenie ¢ na C™ skiamat
jeho zuZenia na podpriestory C™ invariantné vzhladom na ¢ aj bez nutnosti zmeny stradnic.
Poznamka 4.0.1. V tejto a aj v nasledujtcich kapitolach budeme mnozinu C" chapat ako C**! — vek-

tory komplexnych &isel tak budu prevazne povazované za stipcové a linedrne zobrazenie ¢ 4: C* — C™
prislichajice k matici A € C™*"™ bude pre vietky x € C" dané ako p4: x — Ax.

Nech je naopak V koneénorozmerny vektorovy priestor nad polom C s bazou B = (uy,...,uy,)
a p: )V — V je linedrne zobrazenie. Suradnicami vektora x € V vzhladom na bdzu B nazveme vektor
x[B] = (a1,...,a,)" € C", kde ay,...,a, € C st konstanty také, 7e x = ajuy + ... + a,u,. Maticou
zobrazenia ¢ vzhladom na bazu B nazveme maticu
T T T
A, [B] = w(ui)[lg] @(Uj)[B] w(uz)[B] ;

!Presnejsie pojde o linedrne zobrazenia typu ¢: V — V. Takéto linedrne zobrazenia s rovnakym oborom a kooborom
sa niekedy nazyvaju aj linedrne operdtory [105]; my tdito terminolégiu pouzivat nebudeme a pojem linedrneho operétora
si rezervujeme pre linedrne zobrazenia ¢: V — V na nekoneénorozmernom vektorovom priestore V.
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pripomeiime si, ze §ipky v uvedenom zépise sluzia len na vizualne zdoéraznenie stipcovosti vektorov.
Pre vietky x € V potom evidentne ¢(x)[B] = A,[B]x[B]. Ak V = C" pre nejaké n € N a B je
Standardna baza C", piSeme namiesto A, [B] len A,. Pre vietky n € Na A € C"*" potom evidentne
Ay, = A, kym pre vSetky linedrne zobrazenia ¢: C" — C" je pa, = ¢.

Ak je ¢islo n zrejmé z kontextu, budeme pre jednotkova maticu I, pisat len I. Identické zobrazenie
Idy: ¥V — V na vektorovom priestore V budeme ¢asto oznacovat len ako Id.

4.1 Vlastné cisla, vlastné vektory a diagonalizicia matice

Stvorcovit maticu A typu n x n nad polom C mozno v zmysle poznamky 4.0.1 chapat ako maticu
linearneho zobrazenia ¢ 4 vzhladom na Standardni bdzu priestoru C™. Teoria z tejto kapitoly je do velkej
miery hnana snahou opisat zobrazenie ¢ 4 ¢o mozno najjednoduchsim sposobom. Zékladnou myslienkou
je pritom najst urcité Specialne vektory z C" tak, aby sa ,,p6sobenie” zobrazenia ¢ 4 na tychto vektoroch
dalo vyjadrit pokial mozno jednoduchsie, nez pomocou matice A; ak tieto vektory tvoria bazu C™,
moZno zobrazenie ¢ 4 charakterizovat jeho maticou vzhladom na tuto bazu. Najjednoduchsim typom
takychto vektorov sa vlastné vektory, ktoré teraz definujeme. Z nich vsak este nebude zakazdym mozné
vybrat bazu — tuto vlastnost buda mat az zovieobecnené vlastné vektory (oddiel 4.5).

Definicia 4.1.1. Nech V je kone¢norozmerny vektorovy priestor nad C a ¢: V — V je lineérne
zobrazenie. Ak pre nejaky nenulovy vektor v € V a nejaké ¢islo A € C je

o(v) = Av,
hovorime, Ze v je vlastny vektor zobrazenia ¢ a A je vlastné c¢islo zobrazenia ¢ prislichajtce k v.

Definicia 4.1.2. Nech n € N a A € C"*" je §tvorcova matica. Vlastnym vektorom matice A nazveme
Tubovolny vlastny vektor v € C™ zobrazenia ¢ 4 a vlastnym c¢islom matice A prislichajucim vektoru v
nazveme vlastné ¢islo A zobrazenia ¢4 prisliachajtice vektoru v.

Vektor v € C" je teda vlastnym vektorom matice A € C"*"™ s prislichajtcim vlastnym ¢islom A € C
prave vtedy, ked v # 0 a
Av = Av.

Je zrejmé, ze podpriestor [v] vektorového priestoru V generovany vlastnym vektorom v zobrazenia ¢
prisluchajicim k nejakému vlastnému ¢éislu A je invariantny vzhladom na ¢: pre vietky x € [v] patri
do [v] aj vektor ¢(x); navySe nutne ¢(x) = Ax a vektor x teda je, pokial je nenulovy, tieZ vilastnym
vektorom prisltchajicim k A. Na podpriestore [v] sa tak linedrne zobrazenie ¢ da namiesto matice
opisat iba konstantou \. Za tcelom doékazu tychto tvrdeni si staci uvedomit, ze kazdy vektor x € [v]
sa d& pre nejaké ¢ € C vyjadrit ako x = ¢v, z ¢oho p(x) = p(cv) = cp(v) = cAv = Aev = Ax.

Ku kazZdému vlastnému vektoru oCividne prishicha prdave jedno vlastné ¢islo. 70 argumentacie vys-
Sie vyplyva, Ze naopak tato vlastnost neplati: ak vlastné ¢islo A prisliucha k vlastnému vektoru v, su
vlastnymi vektormi prislichajicimi k A prinajmenSom aj vSetky ostatné nenulové vektory z jedno-
rozmerného priestoru generovaného vektorom v. Ako uvidime neskor, priestor generovany vlastnymi
vektormi prislichajicimi k danému vlastnému ¢islu nemusi byt jednorozmerny: k vlastnému cislu A
moZze prislichat viacero linedrne nezdvislyjch vilastnijch vektorov. To motivuje nasledujice definicie.

Definicia 4.1.3. Nech V je kone¢norozmerny vektorovy priestor nad C, nech ¢: V — V je linedrne
zobrazenie a A € C je jeho vlastné ¢islo. Viastngm priestorom zobrazenia ¢ prislichajicim k vlastnému
¢islu A\ nazveme podpriestor FE(p, A) priestoru V generovany mnozinou vsetkych vlastnych vektorov
zobrazenia ¢ prisluchajicich k A.

Definicia 4.1.4. Nech n € N, A € C"*" je stvorcova matica a A € C je jej vlastné ¢islo. Viastnym
priestorom matice A prislichajicim k vlastnému c¢islu X\ nazveme priestor E(A,\) := E(pa, A).

Je zrejmé, ze E (A, \) je podpriestor priestoru C" generovany mnozinou vietkych vlastnych vektorov
matice A prislichajicich k A.
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Nech je teraz ¢: V — V linearne zobrazenie, A jeho vlastné ¢islo a x € E(p, A). Potom existuje
prirodzené &islo m, vlastné vektory vy, ..., vy, zobrazenia ¢ prislachajice k A a ¢isla ay,...,a, € C
také, ze x = a1vi + ...+ @y V. Z toho

o(x) =a19(vi) + ... + ame(Vim) = a1 AV + ... F apAvy = Aa1vi + ... F ap Vi) = AX.
MoéZeme teda uzavriet, Ze pre vlastny priestor E (¢, A) plati
E(p, ) ={x eV |p(x) = Ax}; (4.1)

pozostava teda z prave vSetkych vlastnych vektorov zobrazenia ¢ prisluchajicich k A a z nulového
vektora. Nasledujiice tvrdenie je len inym vyjadrenim tejto vlastnosti.

Tvrdenie 4.1.5. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor nad C, nech ¢:V — V je linedrne
zobrazenie a A € C je vlastné ¢islo zobrazenia ¢. Potom

E(p,\) = Ker (AId — ¢) = Ker (¢ — AId) .

Dokaz. 7 rovnosti (4.1) vyplyva, Ze vektor x patri do E(p, \) prave vtedy, ked p(x) = Ax = Ald(x).
To je prave vtedy, ked Ald(x) — p(x) = p(x) — AId(x) = 0, ¢ize ked (AId — ¢)(x) = (¢ — AId)(x) = 0.
Této rovnost je ale z definicie jadra splnena prave vtedy, ked x € Ker(Ald — ¢) = Ker(p — A\Id). O

Désledok 4.1.6. Nechn € N, A € C™*" je stvorcovd matica a A € C je vlastné éislo matice A. Potom
E(A,\) =Ker (A\I — A) = Ker (A — \I).

Budeme sa teraz zaoberat vyjadreniami linearneho zobrazenia ¢: V — V, kde V je n-rozmerny vek-

torovy priestor nad C, vzhladom na rozne bazy V. Pre dvojicu (usporiadanych) baz By = (x1,...,Xy),
By = (y1,...,yn) priestoru V nazveme maticou prechodu od bazy By k bdze By Stvorcovii maticu
T T T
P[BQ < Bl] = X1 [BQ] X9 [BQ] . Xn[Bg]
{ \: \:

typu n x n nad polom C. Lahko vidiet, Ze pre vietky x € V je
P[By + B1]x[B1] = x[B3].
Z toho dalej vyplyva, ze matica P[By < Bi] je pre kazda dvojicu baz By, B2 nesingularna, pricom
P[By + Bi]™! = P[By < By).

Poznamka 4.1.7. UvaZujme teraz Specidlny pripad, ked ¥V = C” pre nejaké n € N. Ozna¢me B (C™)
standardni bazu Bgs(C™") = (eq,...,e,) priestoru C" tvorent vektormi

e; =(1,0,...,007 eo = (0,1,...,007, ... e, = (0,0,...,1)T.

Lahko potom vidiet, Ze pre kazdt nesingularnu maticu

T 1 T
A=\ x4 x2 ... x, | eC™"™
Pl i
je A = P[B(C") < B], kde B oznacuje bazu B = (x1,...,Xy,). KaZdi nesinguldrnu Stvorcovi maticu

typu n x n nad polom C tak moZno interpretovat ako maticu prechodu od bdzy priestoru C" tvorenej
jej stlpcami k standardnej bdze.

Mnozina v8etkych nesingularnych matic v C"*™ je teda rovna mnozine vetkych matic prechodu
medzi bazami vektorového priestoru C™. Nie je tazké ukéazat, Ze tato mnozina je dalej rovnad mnoZine
vSetkych matic prechodu medzi bazami Iubovolného n-rozmerného vektorového priestoru V; nam vsak
bude stacit uz uéinené pozorovanie, podla ktorého je kazda takato matica prechodu nesingularna.
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Tvrdenie 4.1.8. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor nad C, nech ¢:V — V je linedrne
zobrazenie a By, Bo s bdzy priestoru V. Potom

A@[BQ] = P[BQ <— Bl]/hp [Bl]P[Bl <— BQ]
Dékaz. Jednoduché cvidenie prenechané citatelovi. O

Matice A, B € C™*" nazveme podobniymi, ak ide o matice rovnakého linedrneho zobrazenia na C",
pripadne nad roznymi bazami. Existuja teda bazy By, By také, ze B = P[By < B1] AP[B; + Ba].
7Z pozorovani u¢inenych vysgie vyplyva, Ze tato situécia nastane prave vtedy, ked existuje nesingularna
matica P taka, ze B = P~'AP. Prave tuto alternativnu formulaciu vyuZijeme v nasledujtcej definicii.

Definicia 4.1.9. Nech n € N a A,B € C"*" su &§tvorcové matice. Hovorime, Ze matice A, B su
podobné, ak existuje nesingularna matica P € C"*" taka. ze

B=P AP

7 tvrdenia 4.1.8 vyplyva, ze pre vSetky linedrne zobrazenia ¢: )V — V na konecnorozmernom
vektorovom priestore V a vietky bézy Bi, Ba priestoru V st matice A, [B1] a Ay, [Ba] navzajom podobné
— vieme totiz, ze P[By <+ Bs]~! = P[Bs + Bi].

Reléacia , byt podobny* je relaciou ekvivalencie na C™*". Dékaz tejto skutocnosti prenechavame
Citatelovi ako jednoduché — av8ak délezité — cvicenie.

Ako uz bolo spomenuté, v tejto kapitole sa usilie stustreduje na najdenie metéd umoziujicich
vyjadrit dantt maticu A — resp. prislusné linearne zobrazenie 4 — ,,¢0 mozno najjednoduchsSim® spo-
sobom. Presnejsie péjde o najdenie ,,¢o mozno najjednoduchgej* matice B podobnej matici A. Jedna
z najjednoduchsich netrivialnych tried matic je pritom tvorena diagonalnymi maticami. Ulohu teda
bude mozné povazovat za splnent, ked zistime, Ze je matica A podobné nejakej diagonalnej matici —
takéto matice nazveme diagonalizovatelngymi. Neskor uvidime, Ze hoci nie v8etky matice st diagonalizo-
vatelné, st vSetky matice podobné matici, ktora je ,,velmi blizka* diagonéalnej. Toto pozorovanie vSak
u¢inime az v oddiele 4.6; zatial sa obmedzime na dékaz charakterizacie triedy diagonalizovatelnych
matic, podla ktorej je matica diagonalizovatelna prave vtedy, ked existuje baza priestoru C" zlozena
z jej vlastnych vektorov.

Definicia 4.1.10. Nech n € N a A € C™*" je §tvorcova matica. Matica A je diagonalizovatelnd, ak je
podobné diagonalnej matici.

Veta 4.1.11. Nechn € N a A € C"*"™. Matica A je diagonalizovatelnd prdve vtedy, ked existuje n

linedrne nezavislyjch vlastnych vektorov vi,. .., vy, matice A. V takom pripade navyse
A0 ... 0
1 0 X ... O
P AP = . . ., . )
0 0 ... M\
kde M\ je pre k = 1,...,n vlastngm cislom prislichajicim k vlastnému vektoru vy a P je Stvorcovd
matica
T 7 T
P = Vi V2 .V
Lo 3
Dokaz. Predpokladajme najprv, Ze je matica A diagonalizovatelna. Potom existuje nesingularna matica
T o1 T

Lol +
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a Cisla K1,..., Kk, € C také, ze
K1 0 0
1 K2 0
RAR = .
0 0 ... kp

Maticu R moZno v duchu poznamky 4.1.7 interpretovat ako maticu prechodu P[Bs;(C™) < B] od bazy
B = (x1,...,%,) k standardnej béaze priestoru C". Pre linedrne zobrazenie ¢4 prislichajtce k matici A
tak z tvrdenia 4.1.8 dostéavame

K1 0 e 0
0 R ... 0
A‘PA [B] = : . . . )
0 0 ... Kpn
z ¢oho vyplyva, Ze pre k = 1,...,n je pa(Xx) = KiX, a teda aj Axy = rgxg. Vektory xp,...,X, st
teda vlastnymi vektormi matice A s prislichajucimi vlastnymi ¢islami k1, ..., Ky; na zaviSenie dokazu
implikacie ,,zlava doprava“ teda staci pre k = 1,...,n polozit vi := xi.

Za ucelom dokazu opacnej implikacie predpokladajme, ze vi,..., v, si linedrne nezavislé vlastné
vektory matice A prislichajtce k vlastnym ¢islam Aq, ..., A, a opadt uvazujme linedrne zobrazenie ¢4
prisluchajice k matici A. Pre k = 1,...,n potom Avy = A\pvy a v dosledku toho aj pa(vg) = Agvi.
Ak teraz ozna¢ime ako B bazu B = (vi,...,Vy), nutne

A0 ... 0

0 X ... 0
ASDA [B] = . . . .

0 0 ... X\

V duchu poznamky 4.1.7 mozno maticu P interpretovat ako maticu P[Bg;(C™) < B] prechodu od béazy B
k standardnej baze, pricom trividlne A, ,[Bg(C")] = A. Z tvrdenia 4.1.8 teda dostavame

A0 .00
0 X ... O L
. _ = A, ,[B] = P[B + Bs(C")] AP[Bs(C") <~ Bl = P~ AP.
0 0 ... A
Tym je veta dokazana. O

Definovali sme vlastné ¢isla a vlastné vektory Stvorcovej matice, no zatial nemame k dispozicii
Ziaden sposob, ako pre dant maticu A jej vlastné ¢isla a vektory aj skuto¢ne najst. Tento nedostatok
teraz napravime — ukdZeme, Ze vlastné ¢isla matice A zodpovedaju korefiom polynému, ktory nazveme
charakteristickym polyndmom matice A. Vlastné vektory prisluchajice k danému vlastnému &islu uz
potom bude mozné vypocitat rieSenim homogénnej ststavy linedrnych rovnic.

Definicia 4.1.12. Nech n € N a A = (ajj)nxn € C™" je Stvorcova matica. Charakteristickym
polyndmom matice A nazveme polyném

z — CL171 —CL172 e —al,n
—a21 Z—a22 ... —az,
chy(z) = det(2I — A) = det o

—0Qn,1 —Qn, 2 e B — Qpp

)



122 4.1 Vlastné c¢isla, vlastné vektory a diagonalizacia matice

Charakteristickou rovnicou matice A nazyvame rovnicu ch4(z) = 0 o nezname;j z. Nasledujica veta
hovori, Ze A je vlastné ¢islo matice A prave vtedy, ked vyhovuje jej charakteristickej rovnici.

Veta 4.1.13. Nech n € N, A € C"™™ je Stvorcovd matica a A € C. Potom je X vlastngm cislom

matice A prdve vtedy, ked
chg(A) =det(A\I — A) =0.

Dékaz. Cislo A je vlastnym ¢islom matice A prave vtedy, ked existuje nenulovy vektor v € C™ taky, Ze
Av = v, alebo ekvivalentne (A\I — A)v = 0. Zistujeme teda, Ze A je vlastnym ¢islom matice A prave
vtedy, ked ma homogénna ststava linearnych rovnic (\I — A)x = 0 aspoil jedno nenulové riesenie.
To nastane prave vtedy, ked je matica \I — A singularna; ¢ize prave vtedy, ked det(A\I — A) =0. O

Na néajdenie vlastnych &isel matice A je teda potrebné najst korene charakteristického polynému
ch4(z). Najdenie vlastnych vektorov prislichajucich k vlastnému ¢&islu A je uz potom jednoduchou
zéleZzitostou: staci vyriesit homogénnu sustavu linearnych rovnic

(AMI-A)x=0 alebo ekvivalentne (A= A)x=0.

V nasledujicom tvrdeni dokadZeme, Zze podobné matice maji rovnaké charakteristické polynémy.
V dosledku toho maji aj rovnaké vlastné &isla.

Tvrdenie 4.1.14. Nechn € N a A, B € C™"™ su podobné Stvorcové matice. Potom chy(z) = chp(z).

Dékaz. Nech P € C™ ™ je nesingularna matica taki, ze B = P~ AP. S vyuZitim znidmej skutoc¢nosti,
podla ktorej je determinant st¢inu matic nad Tubovolnym polom — a teda aj nad podielovym polom
C(z) oboru integrity C[z] — rovny stu¢inu determinantov, dostavame

chp(z) = det (21— B) = det (:P"'P — P"'AP) = det (P~ '2P — P"'AP) =
=det (P~'(z2I)P — P"'AP) = det (P! (21 — A)P) = det (P~') det (21 — A) det (P) =
= det (P7") det (P) cha(z) = det (P7'P) cha(z) = det (I) cha(z) = cha(z),

¢o bolo treba dokézat. O

Vdaka prave dokdzanému tvrdeniu méZeme rozsirit pojem charakteristického polynému, doposial
definovany iba pre matice, aj na linedrne zobrazenia na kone¢norozmernych vektorovych priestoroch.
Pre dané zobrazenie ¢ si vietky jeho matice vzhTadom na roézne bazy podobné — vdaka tvrdeniu 4.1.14
preto maja aj rovnaky charakteristicky polyném. Charakteristicky polyndém zobrazenia ¢ tak moZzno
definovat ako charakteristicky polynom T'ubovolnej z tychto matic.

Definicia 4.1.15. Nech V je konefnorozmerny vektorovy priestor nad C a ¢: V — V je linedrne
zobrazenie. Charakteristicky polyndm zobrazenia ¢ je polyném

chy(2) = cha5(2),
kde B je Tubovolna béaza priestoru V.

V tejto suvislosti este zostava dokazat relativne ocakévatelné tvrdenie, podla ktorého st korene
charakteristického polynému chy(z) nielen vlastnymi ¢islami vSetkych matic linedrneho zobrazenia
@: VY — V vzhladom na rézne bazy priestoru V, ale aj vlastnymi ¢islami zobrazenia ¢ samotného.
Z toho okrem iného vyplyva, Ze zobrazenie ¢ ma rovnaké vlastné ¢isla ako vSetky (navzajom podobné)
matice zobrazenia ¢.

Dokaz tohto tvrdenia bude formalizdciou velmi jednoduchej myslienky: prenasobenie vektora v
z priestoru V konstantou A je pre lubovolnt n-prvkova bazu B priestoru V ,ekvivalentné“ prenasobeniu
vektora jeho sturadnic v[B] € C™ taktiez konstantou .
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Tvrdenie 4.1.16. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor nad C, nech ¢: V — V je linedrne
zobrazenie a X € C. Potom je X\ vlastné cislo zobrazenia ¢ prave vtedy, ked ch,(A\) = 0.

Dokaz. Nech B = (uy,...,u,) je lubovolna baza priestoru V. Zjavne staci ukazat, ze A je vlastnym
¢islom zobrazenia ¢ prave vtedy, ked je vlastnym ¢islom matice
T T T
AplBl = | o(wm)[B] @(u2)[B] ... ¢(u,)[B]
A \: A

Cislo A je vlastnym cislom matice A,[B] prave vtedy, ked existuje aspoil jeden nenulovy vektor
v = (a,...,a,)T € C" taky, ze

AL Blv = Av.
Z tvaru matice A, [B] vidiet, Ze tato situdcia nastava prave vtedy, ked
arp(uy)[B] + ... + ape(uy,)[B] = Av. (4.2)

Zrejme ale
arp(un)[B] + ... + anp(up)[B] = (a1p(wr) + . .. + anp(un)) [B] = parur + ... + anun)[B],

¢o znamend, Ze rovnost (4.2) je ekvivalentna rovnosti
elaiug + ...+ apuy)[B] = Aay, . . ., an)T

9

ktora je splnené prave vtedy, ked

elaiug + ...+ apuy) = Aaru + ... + apuy),

¢ize ked A je vlastnym ¢islom zobrazenia ¢ prislichajicim k vektoru ajuy + ... + apuy,. O
Pripomenme si, Ze linedrny siucet podpriestorov Si,...,S, vektorového priestoru V je vektorovy
priestor

Si+...+S={x1+...+%x, | x1 €S1,..., %, € S},
ktory je oCividne najmensim podpriestorom priestoru V obsahujicim vSetky podpriestory Sy, ..., Sy.
Takéto stucty podpriestorov st zaujimavé najméi vtedy, ked kazdy vektor x € & + ... + S, moZno
jednoznacne vyjadrit ako sucet x = x1 + ...+ X, kde pre k = 1,...,n je x; € Sg. V takom pripade
hovorime o priamom siéte podpriestorov a namiesto S; + ... + S, piSeme P}, Sk =51 & ... & S,.

Tvrdenie 4.1.17. Nech V je vektorovy priestor nad C, nech n > 2 je prirodzené ¢&islo a Si,...,Sy si
podpriestory priestoru V. Potom je sucet S1 + ...+ S, priamy prdve vtedy, ked pre k =1,...,n je
Skﬂ(81+...+8k_1 +Sk+1 +...+Sn) = {0}

Specidlne sucet S + T dvojice podpriestorov S, T priestoru V je priamy prdve vtedy, ked SN'T = {0}.
Doékaz. Akv € SiN(S1+ ...+ Sk—1 + Sky1 + ... + Sp) pre nejaké k € [n], mozno tento vektor vyjadrit
ako v.=x1 4+ ...+ x,, kde pre j = 1,...,njex; € §j axy = v,ajakov =y + ... +ypn,
kde pre j = 1,...,n jey; € S; a yr = 0. Aby bol sacet &1 + ... + S, priamy, musi byt x; = y;
prej=1,....,n,atedaaj v=x; =y =0.

Predpokladajme teraz, 7e pre k = 1,...,n je Sy N (S1+...+Sp-1 +Sks1+ ... +Sn) = {0}
aveES +...+8, je vyjadritelny ako v=x1+ ...+ X, =y1+ ...+ Yn, kde pre j = 1,....n je
x;j,y; € Sj. Keby existovalo k € [n] také, ze xj # yi, bol by vektor

Xp—YE= (Y1 —X1) + .o+ (Vo1 = Xp—1) + (Vi1 — Xpet1) + -+ (Y — Xn)
nenulovy a stcasne by patril do priestoru Sy N (S1+ ...+ Sk—1 + Sg+1 + ... + Spn). Taky vektor ale

neexistuje — nutne teda x; = yr pre k=1,...,n a sacet S + ...+ S, je priamy. O

Ak je teraz S1 @ ... ® S, priamy sucet podpriestorov Si,...,S, priestoru Vapre k =1,...,n je
(X1 - -+ Xk,s,) bazou priestoru Sy, moze byt jedna z baz vektorového priestoru S1 @...® S, evidentne
dané ako (X1,1,...,X1,s1,---,Xn,1,---,Xns,). Preto tiez dim(S1 @ ... 6 S,) = dim(S1) +. .. +dim(S,,).
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Podpriestor S vektorového priestoru V je invariantny vzhladom na linearne zobrazenie ¢: V — V),
ak pre vSetky x € S je aj p(x) € S. Nech je teraz V konefnorozmerny vektorovy priestor nad C
a @:V — V je linearne zobrazenie. Ak S je podpriestor priestoru V invariantny vzhl'adom na ¢, ozna-
¢ime ¢|s ziZenie zobrazenia ¢ nad podpriestor S — to jest linearne zobrazenie ¢|s: S — S definované

pre vietky x € S ako ¢|s(x) = ¢p(x). Uvazujme teraz [ubovolna bazu B = (x1,...,Xs,¥1,---,¥¢)
priestoru V takua, ze B’ = (x1,...,X,) je bazou S. Maticu A,[B] potom mozno vyjadrit v blokovom
tvare
A, B A
_ ols 1,2
Ap) = (AglBT e (43)
pre nejaké matice A1o € C*' a Ayy € C™'. Ak navySe V = S @& T, kde T je tiez podpriestor
priestoru V invariantny vzhladom na ¢ s bazou B” = (y1,...,y:), tak
Ay [B] 0 )
A Bl = ¥ls : 4.4
A8 = (AP O (4.4

Nasledujtiice tvrdenie je jednoduchym pozorovanim o charakteristickych polynémoch tychto matic.

Tvrdenie 4.1.18. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor nad C, nech ¢: V — V je linedrne
zobrazenie a S je podpriestor priestoru V invariantny vzhladom na . Potom existuje polynom p(z)
taky, Ze

chy(z) = chy (2) - p(2).

Ak navyse V =S & T, kde S, T su podpriestory V invariantné vzhladom na ¢, tak

chy(z) = chy s (2) - chyp, (2).

Dékaz. Nech B = (x1,...,Xs,¥1,---,yt) je baza priestoru V taka, ze B = (x1,...,%s) je bazou S.
Matica A, [B] potom nadobtda blokovy rozklad (4.3). Z toho dostévame

zZI—A [B,} —ALQ
chy(2) = cha,(p)(2) = det ( 0@"'8 T hy ) = det(2I — A 5[B]) - det(2I — Ag) =

= ChAwS[B’](z) ~det(2I — Ag2) = chy4(2) - det(21 — Ag2).
Na dokaz prvej Casti tvrdenia teda staci polozit p(z) := det(2I — Az 2). Na dokaz druhej Casti tvrdenia

si stadi uvedomit, ze ak V = S& T, kde S, T st podpriestory V invariantné vzhladom na ¢, nadobuda
A, [B] blokovy rozklad (4.4), z ¢oho pre bazu B” = (y1,...,y:) priestoru 7 dostavame

) ey (o) — dt ( I z%m[zs’] L A(; ) ) _
= det (2 — A [B]) - det(z1 — A, [B"]) =

= ChA%’\S[B,](Z) . ChAvIT[B”](z) = Chw‘S(Z) . Ch(p‘T(Z).

Tym je tvrdenie dokézané. O

Tento oddiel zakon¢ime niekolkymi prikladmi, v ktorych zakazdym najdeme vSetky vlastné ¢isla
danej §tvorcovej matice a ku kazdému vlastnému &islu najdeme prisludny vlastny priestor (¢ize v pod-
state vSetky vlastné vektory). V ramci priprav na nase neskorsie tvahy o suvise vlastnych ¢isel s grafmi
moze byt uZitoénym cvicenim interpretovat matice z nasledujtcich prikladov ako matice ohodnotenych
grafov nad N C C.
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A:Gé)

Charakteristickym polynémom matice A je

Priklad 4.1.19. Uvazujme maticu

cha(z) = det(2I — A) = det ( z_—ll _Zl > =22 —2-1

Vlastnymi ¢islami matice A st korene polynému chy(z) dané ako

_1+45 N
D) D)

=

A1

Riesenim homogénnych sistav linedrnych rovnic sa nésledne mozno presved¢it, ze vlastnymi priestormi
prislichajicimi tymto vlastnym ¢islam sa

E(A,\) =Ker(MI—A) ={c(\,1)T |ceC}

E(A, ) = Ker(MoI — A) = {c(A\2,1)T | c € CL.

Matica A méa teda dve vlastné ¢isla, ktoré st jednoduchymi korenimi jej charakteristického polynému.
Ku kazdému vlastnému ¢islu prislicha jednorozmerny vlastny priestor.

Priklad 4.1.20. Uvazujme teraz maticu

A=

S O N
o N O
N OO

KedZe je matica A diagonélna, Tahko vidiet, Ze

z—2 0 0
chg(z) = det(2I — A) = det 0 z—-2 0 = (z—2)%
0 0 z-2

Jedinym vlastnym ¢islom matice A je teda trojnasobny koren polynému chy(z):
A=A =X =)A3 =2

KedZe je matica \I — A nulova, Tahko tiez vidiet, Ze vlastny priestor prislichajici tomuto jedinému
vlastnému ¢islu je dany ako

E(A,)\) = Ker(\I — A) = C.

Matica A ma teda jediné vlastné &islo, ktoré je trojnasobnym korefiom jej charakteristického polynému.
Zodpoveda mu vlastny priestor dimenzie 3.

Priklad 4.1.21. Nech teraz
2 1 0
A= 0 2 0
0 0 2

Matica A je horna trojuholnikova; bez problémov teda opéat vidiet, ze

z—2 -1 0
cha(z) = det(2I — A) = det 0 z—-2 0 = (2 —2)%
0 0 z—2
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Jedinym vlastnym ¢islom matice A je tak znova
A=A =X =A3=2
Riesenim systému linearnych rovnic (AI — A)x = 0 sa vSak lahko moZno presved¢it o tom, ze
E(A,\) = Ker(A\I — A) = {a(1,0,0)" +5(0,0,1)T | a,b € C}.

Matica A mé teda opét jediné vlastné ¢islo, ktoré je trojndsobnym koreiiom charakteristického poly-
nému; tentokrat mu ale prislicha vlastny priestor dimenzie 2.

Priklad 4.1.22. Uvazujme nakoniec maticu

A:

O O N

1
2
0

N = O

kde rovnako ako v predchadzajucom priklade zistujeme, Ze jej jedinym vlastnym ¢islom je
A=A =X =A3=2.
Riesenim systému rovnic (AI — A)x = 0 dalej mozno najst prislusny vlastny priestor:
E(A,\) = Ker(A\I — A) = {¢(1,0,0)7 | ¢ € C}.

Matica A teda mé jediné vlastné ¢islo; to je opét trojnésobnym korenom charakteristického polynému,
no tentokrat mu zodpoveda iba jednorozmerny vlastny priestor.

4.2 Spektrum, algebraickd nasobnost a geometrickd nasobnost

Pokracujic v skiimani{ nacatom v ramci predchadzajiceho oddielu sa teraz blizsie zameriame na vlast-
nosti matic, na ktoré sme sa ststredili uz v prikladoch 4.1.19 az 4.1.22 — teda na mnozinu ich vlastnych
¢isel, na nasobnosti jednotlivych vlastnych ¢isel ako korenov charakteristického polynému a napokon
na dimenzie prislusnych vlastnych priestorov. Ukazuje sa, Ze tieto ,veli¢iny” st natolko vyznamné,
Ze si zasluZia vlastné pomenovania: budeme tak hovorit o spektre matice, o algebraickej ndsobnosti
vlastného ¢isla a o geometrickej ndsobnosti vlastného ¢isla. Podobne ako v pripade pojmov zavedenych
v predchadzajicom oddiele, moZzno aj definicie tychto sformulovat v o nie¢o v8eobecnejSom kontexte
linearnych zobrazeni na konecnorozmernych vektorovych priestoroch nad polom komplexnych &isel.

Definicia 4.2.1. Nech V je kone¢norozmerny vektorovy priestor nad C a ¢: V — V je lineérne
zobrazenie. Potom:

a) Spektrom zobrazenia ¢ nazveme mnozinu o(y) vietkych vlastnych ¢isel zobrazenia .

b) Algebraickou ndsobnostou a(p, ) vlastného ¢isla A € o(p) zobrazenia ¢ nazveme najvicsie
prirodzené &islo m také, ze polyném (z — A\)™ deli chy,(z).2

c) Geometrickou ndsobnostou (¢, A) vlastného ¢isla A € o(p) zobrazenia ¢ nazveme dimenziu
vlastného priestoru E(p, \).

Nasledujtica definicia zavadza pojmy, ktoré sme prave definovali pre linedrne zobrazenia na konec-
norozmernych vektorovych priestoroch, v kontexte stvorcovych matic.

?Ide teda o nasobnost korefia A charakteristického polynému chy ().
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Definicia 4.2.2. Nech n € N a A € C"*" je $tvorcova matica. Potom:
a) Spektrom matice A nazveme mnozinu o(A) v8etkych vlastnych ¢isel matice A.

b) Algebraickou ndsobnostou a(A,N) vlastného ¢isla A € o(A) matice A nazveme najviacsie priro-
dzené cislo m také, ze polynom (z — A\)™ deli ch4(z).

c) Geometrickou ndsobnostou y(A, \) vlastného ¢isla A € 0(A) matice A nazveme dimenziu vlast-
ného priestoru E(A, \).

Nasledujice tvrdenie dava predchadzajice definicie do vzajomného suvisu a citatel by ho mal
v ideadlnom pripade povaZovat za zrejmé.

Tvrdenie 4.2.3. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor nad C, nech ¢:V — V je linedrne
zobrazenie a B = (ui,...,u,) je lubovolnd biza priestoru V. Potom o(yp) = o(Ay[B]) a pre vsetky

A€ a(p) = a(Ap[B]) je alp, A) = (A [Bl, A) av(p,A) = 7(Ap[B], A)-

Doékaz. Rovnost spektier a algebraickych nasobnosti jednotlivych vlastnych ¢isel je priamym désledkom
vety 4.1.13, definicie 4.1.15 a tvrdenia 4.1.16. Zostava pre kazdé A € o(p) = 0(A,[B]) dokazat rovnost
geometrickych nasobnosti v(¢, A) a v(Ay,[B], A), ¢ize dimenzii priestorov E(p, A) a E(A,[B], A).
Nech X € o(p) = o(Ay[B]) je vlastné ¢islo. Rovnako ako v dokaze tvrdenia 4.1.16 zistujeme, Ze
v =(a,...,a,)T € C" je vlastnym vektorom matice A,[B] prisltchajicim k vlastnému &slu A prave
vtedy, ked
auy + ...+ apu, €V

je vlastnym vektorom zobrazenia ¢ prislichajicim k vlastnému ¢islu A. Teda
E(p,\) = {a1u; + ... +apu, | (a1,...,a,)" € E(A,[B],\)}.

Pretoze st ale vektory uy, ..., u, linearne nezavislé, musi tiez byt dim(E(p,)) = dim(E (A, [B], \))
a v dosledku toho aj y(¢, A) = y(A,[B], A). O

Dosledok 4.2.4. Nech n € N a A, B € C™"™ si podobné stvorcové matice. Potom o(A) = o(B)
a pre vietky A € 0(A) = o(B) je a(A, ) = a(B,\) av(A,\) =~(B,\).

Doékaz. Vyplyva bezprostredne z tvrdenia 4.2.3 a zo skuto¢nosti, ze matice A a B st, kedZe st podobné,
maticami toho istého linearneho zobrazenia na C", pripadne vSak nad réznymi bazami. O

Niekolko tvrdeni o spektrach, algebraickych nasobnostiach a geometrickych nasobnostiach teraz
vyslovime iba v reéi linearnych zobrazeni; linearne zobrazenie p4: C" — C" prisluchajice k matici
A € C™" gkrz predpis p4: X — Ax bude spolu s tvrdenim 4.2.3 zarukou platnosti analogickych
tvrdeni aj pre Stvorcové matice.

V prvom rade si v§imnime, Ze sucet algebraickiyjch nasobnosti vlastnych ¢isel linearneho zobrazenia
na kone¢norozmernom priestore V je vzdy rovny dimenzii priestoru V. V re¢i matic toto tvrdenie
hovori, Ze stucet algebraickych nasobnosti vlastnych ¢isel matice A € C"*" je vizdy n.

Tvrdenie 4.2.5. Nech n je prirodzené c¢islo, V je n-rozmerny vektorovy priestor nad C a ¢: V — V
je linedrne zobrazenie. Potom
> alp,A) =n.

A€o ()

Dékaz. Vdaka tvrdeniu 4.1.16 je X € o(yp) prave vtedy, ked je A korenom chy,(2); nasobnostou tohto
korefia je ¢islo a(¢p, A). Charakteristicky polynoém chy,(2) je ale polynomom stupiia n nad algebraicky
uzavretym polom komplexnych ¢isel, ktory tak moZno jednoznacne rozlozit na korefové ¢initele — sucet
nasobnosti jeho korenov teda musi byt n. O
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V prikladoch 4.1.21 a 4.1.22 sme videli, Ze pre geometrické nasobnosti vlastnych ¢isel obdoba
tvrdenia 4.2.5 platit nemusi. DokéZzeme vsak, Ze geometrickd nasobnost kazdého vlastného &isla je zhora
ohranic¢ené jeho algebraickou nésobnostou; siucet geometrickych nésobnosti vlastnych ¢isel linearneho
zobrazenia ¢: V — V na n-rozmernom vektorovom priestore V — pripadne §tvorcovej matice A € C™**"™ —
je tak nanajvys rovny n.

Tvrdenie 4.2.6. Nech n je prirodzené ¢islo, V je n-rozmerny vektorovy priestor nad C a ¢: V — V
je linedrne zobrazenie. Pre kaZdé \ € o(p) potom (¢, A) < a(p, \) a v désledku toho

> AN <n.

A€a(p)

Doékaz. Nech A € o(p). Geometrickd nasobnost (¢, A) je dana dimenziou vlastného priestoru E(p, A).
Vlastny priestor E(p, ) je invariantny vzhladom na ; uvazujme ztzenie o|g(, 5 E(p, ) — E(p, A)
zobrazenia ¢ na priestor E(p, A). Podl'a tvrdenia 4.1.5 je E(p, ) = Ker(Aldy — ¢), v dosledku ¢oho
je ele(p,n) = Aldg(e ). Preto

ch (z) = (z — AN,

?lBe.N

Z tvrdenia 4.1.18 vyplyva, Ze tento polynéom deli ch,(z). To je v8ak z definicie algebraickej nasobnosti
mozné len vtedy, ked plati nerovnost (¢, \) < a(p,A). Odhad pre staéet geometrickych nasobnosti
potom dostavame z tvrdenia 4.2.5. O

Nasledujuce dolezité tvrdenie vyjadruje charakteristicky polyném linedrneho zobrazenia pomocou
jeho spektra a algebraickych nésobnosti jeho vlastnych &isel.

Tvrdenie 4.2.7. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor nad C a ¢: V — V je linedrne zobra-
zenie. Potom

chy(z) = [ (z—x)2N.

A€o ()

Doékaz. 7 definicie 4.2.2 a tvrdenia 4.1.16 vyplyva, Ze pre nejaké a € C musi byt

chy(z) =a- H (z — A)2eN),

A€o ()

Pre TubovoInt bazu B priestoru V ale ch,(z) = det(zI — A,[B]), z ¢oho Tahko vidiet, ze a = 1 -
koeficient pri 2" v polynome det(zI — A,[B]) je totiz zrejme rovny jednej. O

Vratme sa este k diagonalizacii matic. Vdaka vete 4.1.11 uz mame k dispozicii asi najdolezitejsiu
charakterizaciu diagonalizovatelnych matic: matica typu n x n nad polom C je diagonalizovatelnéa
prave vtedy, ked pre fiu mozno najst n linedrne nezavislych vlastnych vektorov.

Nasledujtca veta hovori, Ze vlastné vektory prisliichajice po dvoch réznym vlastnym ¢islam linear-
neho zobrazenia — a teda aj matice — st vzdy linearne nezavislé. Z toho vyplyva, ze matica A € C**™
s n po dvoch réznymi vlastnymi ¢islami je nutne diagonalizovatelné.

Veta 4.2.8. Nech V je konecnorozmerng vektorovy priestor nad C, nech ¢:V — V je linedrne zobra-

zenie, m € N a A1, ..., Ay, po dvoch rézne vlastné ¢isla zobrazenia . Nech pre k =1,...,m je vy € V
vlastny vektor zobrazenia ¢ prishichajuci k \p,. Potom s vektory vi, ..., vy, linedrne nezdvislé.
Dékaz. Sporom: nech st vektory vi, ..., vy, linedrne zavislé. Potom nutne m > 2. Nech k € {2,...,m}
je najmens? index taky, Ze pre nejaké nie v8etky nulové koeficienty aq,...,ar_1 € C je

Vi =a1V]1 + ...+ Qp—1Vk—1-
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Takyto index k existuje, pretoze vlastné vektory vi, ..., v,, musia byt nenulové. Vektory vi,...,vg_1
s potom istotne lineadrne nezavislé. Navyse

o(vi) = plarvi+ ...+ ap_1ve—1) = a1o(v1) + ... + ap_10(Vi—1) = a1 \1v1 + ...+ g 1 Ap—1Vi—1,

ako aj
(Vi) = Mevie = Mg(avi + ..o+ ap—1Ve—1) = @1 gV + ...+ Qg1 A\ VE—1.

Preto

al()\k — )\1)V1 + ...+ ak_l()\k — )\k_l)vk_l =0. (4.5)
Medzi koeficientmi ay, ..., ap_1 existuje aspon jeden nenulovy; rozdiely (Ay — A1),..., (Ax — Ag—1) st
vdaka predpokladu po dvoch roznych vlastnych ¢isel A1, ..., A\, nenulové vietky. Existuje preto aspon
jeden index j € [k —1] taky, Ze a;(Ap — ;) # 0. Z rovnosti (4.5) preto vyplyva, ze vektory vi,...,vi_1
sd linedrne zavislé — Co je spor s ich linedrnou nezévislostou pozorovanou vyssie. O

Dosledok 4.2.9. Nech n je prirodzené cislo a A € C™*™ je matica. Ak |o(A)| = n, je matica A
diagonalizovatelnd.

Doékaz. Podmienka |o(A)| = n hovori, Zze matica A m& n po dvoch roznych vlastnych ¢isel. K nim
vdaka vete 4.2.8 prislucha n linearne nezavislych vlastnych vektorov. Diagonalizovatelnost matice A
je potom désledkom vety 4.1.11. O

Dalsim dosledkom vety 4.2.8 je, ze sucet vlastnych priestorov E(¢, A) linedrneho zobrazenia ¢ je
vzdy priamy.

Dosledok 4.2.10. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor nad C, nech p: V — V je linedrne

zobrazenie, m € N a A1,..., Ay po dvoch rézne vlastné &isla zobrazenia p. Sucet vlastnyjch priestorov
E(p,\1),...,E(p, \n) je potom priamy:

m

BE(o, M) + ..+ B, M) = B, M) @ ... & E(0, Am) = €D E(2, \o).-

k=1

Kazdy vektor
x € E(p,\1)+ ...+ E(p, \n)

tak mozno jedinym spdsobom vyjadrit ako x = x1 + ...+ Xy, kde pre k =1,...,m je xx € E(p, \g).
Ak dalej pre k = 1,...,m je (Vi1,...,Vks,) bdzou E(p,A), je (Vi1,. s Visi,- sVl Vimsy)
bazou priestoru @ E(p, Ak).

Dékaz. Pre m = 0 am =1 je tvrdenie trivialne pravdivé. Uvazujme teda m > 2 a za ti¢elom sporu
predpokladajme, ze sucet E(p, A1) +. ..+ E(p, A\p) nie je priamy. Podl'a tvrdenia 4.1.17 potom existuje
k € [m] také, Ze pre nejaky vektor vy # 0 je

Vi € B(p, M) N (B, A) + - B, A1) + B(9, A1) + -+ (0, A))

To znamené, Ze vi je vlastnym vektorom linearneho zobrazenia ¢ prislichajiacim k A a stcasne
existuja vektory vi € E(p,A\1),...,Vik—1 € E(p, \k—1), Vir1 € E(p, Akt1),---,Vin € E(p, \p,) také,
ze

VE=Vi+...+ Vi1 +Vig1+...+Vpy.
Kedze je ale pre j = 1,...,m vektor v; v pripade svojej nenulovosti vlastnym vektorom prislachajicim
k vlastnému ¢islu A\; a kedZe je vektor vj nenulovy, ide o spor s vetou 4.2.8. O

Poznamka 4.2.11. Predpoklady dosledku 4.2.10 st Specialne splnené vtedy, ked A1, ..., Ay, st prave
vietky po dvoch rozne vlastné éisla zo (). Korektne tak mozno pisat napriklad aj @, () E(p, ).
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Na zaver tohto oddielu este vyslovime vetu poskytujicu niekolko ekvivalentnych charakterizacii
diagonalizovatelnych matic.

Veta 4.2.12. Nechn € N a A € C"*" je matica. Potom st nasledujiice podmienky ekvivalentné:

(1) Matica A je diagonalizovatelnd.

(13) Ewistuje n linedrne nezdvislyjch vlastnych vektorov vi,. .., v, matice A.
(#11) Plati rovnost C" = @ ¢y E(4, A).
(v) Plati rovnost 3 5 cpa) V(A A) = n.

(v) Pre kazdé vlastné cislo X € o(A) je y(A, ) = a(A, ).

Dokaz. Podmienky (i) a (ii) si ekvivalentné podla vety 4.1.11. Znenie podmienky (7ii) dava zmysel
vdaka dosledku 4.2.10 (a poznamke 4.2.11). Ekvivalencia podmienok (ii) a (iii) je potom dosledkom
skuto¢nosti, Ze v je vlastnym vektorom matice A préave vtedy, ked je nenulovym prvkom E(A,\)
pre nejaké A € o(A), ktoré je navySe uréené jednoznacne. Ekvivalencia podmienok (iii) a (iv) vyplyva
z nasledujtcich rovnosti:

dim [ @ EAN | = D dm(EAN)= Y (4.
A€o (A) A€o (A) A€o (A)

Ekvivalencia podmienok (iv) a (v) je napokon désledkom tvrdeni 4.2.5 a 4.2.6. O

4.3 Ukazka aplikacii diagonalizacie

Naznacime teraz niektoré moznosti vyuzitia diagonalizacie matic. Matica A je diagonalizovatelné prave
vtedy, ked pre nejaki diagonalnu maticu A a nesingularnu maticu P je P~1AP = A resp. A = PAP™!,
7 vety 4.1.11 navySe vieme, Ze matica A typu n x n je diagonalizovatelna prave vtedy, ked existuje n

linearne nezavislych vlastnych vektorov vi,...,v, matice A prislachajacich k nejakym — nie nutne
roznym — vlastnym cislam Aq, ..., \,; v takom pripade

A 0 ..o 0

0 X ... 0

0 0 ... A\
a maticu P mozno zvolit ako

T 1 T

P = Vi Vo ... V,
Lo A

Diagonalizovatelnii maticu A moZno okrem iného velmi jednoducho umochovat na prirodzeny
exponent. Pre kazdé t € N totiz

X0 ...00
0 X ... 0

At = (PAP~YY = PAP~IPAP-'P.. . PlPAP = PAtP L =P | | TP R 2
0 0 ... \

nie je teda problém vyjadrit prvky matice A? v uzavretom tvare. Ako uz vieme, mocniny matic mozno
prirodzene interpretovat v re¢i ohodnotenych grafov a poukazeme tiez na ich (veelku priamociary) stvis
so systémami diferen¢nych rovnic. Na tychto prepojeniach budi zaloZzené nasledujice priklady.
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Je nutné podotkniif, Ze nie vietky matice st diagonalizovatelné.? Metody pouzité v nasledujicich
prikladoch teda eSte nebudi aplikovatelné univerzalne; obdobny postup bude mozné pouZit prave
vtedy, ked je prisluina matica diagonalizovatelna.? Neskor ich rozsirime aj na nediagonalizovatelné
matice — urobime tak v kapitolach 5 a 6. Teoreticky zaklad pre tento vseobecny pripad nam vsak
poskytnt az pojmy zovSeobecneného vlastného vektora a Jordanovho kanonického tvaru matice, ktoré
zavedieme a preskimame v oddieloch 4.5 a 4.6.

Priklad 4.3.1. Na obrézku 4.1 je znézorneny ohodnoteny graf G nad mnozinou N C C. Ten mozno
chapat ako reprezentaciu multigrafu — ohodnotenie hrany v grafe G udava jej nasobnost, ¢ize pocet hran
medzi danou dvojicou vrcholov v zodpovedajticom multigrafe. Ozna¢me A := A(G) maticu susednosti
grafu G.

2 1 10

1 1 0 2 1

1C 52; 3 00 3
(a) Ohodnoteny graf G. (b) Matica susednosti A = A(G).

Obr. 4.1: Ohodnoteny graf G nad N a matica susednosti A = A(G).

Predpokladajme, 7e pre vietky ¢ € N potrebujeme najst pocet sledov dlzky ¢ veducich v prislusnom
multigrafe z vrcholu 1 do vrcholu 3. Z kapitoly 1 vieme, Ze pre A" = (a; ;[t])3x3 je hladana hodnota
rovna aq 3[t]. Na vyjadrenie prvku a; 3[t] v uzavretom tvare vyuzijeme diagonalizaciu matice A.

Charakteristickym polynémom matice A je

z—1 -1 0
chg(z) = det(2I — A) = det 0 z—-2 -1 =(z—1)(z—2)(z - 3).
0 0 z—3

Vlastné ¢isla matice A su teda dané nasledovne:

KedZe st vsetky tieto vlastné ¢isla algebraickej nasobnosti 1, je matica A diagonalizovatelna vdaka
dosledku 4.2.9 — Tubovolna trojica vlastnych vektorov prislachajicich k vlastnym ¢&islam A1, Ao, A3
navySe bude linearne nezavisla podla vety 4.2.8.

Vlastné priestory prislichajice k jednotlivym vlastnym ¢islam néjdeme rieSenim homogénnych
ststav linedrnych rovnic:

E(A,N) =Ker(MI—A) ={c(1,2,2)" | ce C},
E(A,\) = AQI— ={c(1,1,0)" | ceC},
E(A,\3) = Ker()\gl —A)={c(1,0,0)" | ceC}.

K vlastnému ¢&islu A\; = 3 teda prisliicha napriklad vlastny vektor vy = (1,2,2)7, k vlastnému &islu
Ao = 2 prislicha napriklad vlastny vektor vo = (1,1,0)7 a k vlastnému ¢&islu A3 = 1 prisltcha napriklad
vlastny vektor v3 = (1,0,0)”. Pre maticu

Tt 1 111
P = V1V2V3:210
ol 200

3Na dékaz tohto tvrdenia si napriklad sta¢i dat niektory z prikladov 4.1.21 a 4.1.22 do savisu s vetou 4.2.12.
47 désledku 4.2.9 ale napriklad vieme, Ze postupy z nasledujucich prikladov buda aplikovatelné vidy, ked pre dant
maticu typu n X n existuje n roznych vlastnych &isel (¢ize ked je kazdé vlastné ¢islo algebraickej nasobnosti 1).
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s inverznou maticou
0o 0 3
Pl=(0 1 -1
1 -1 1
teda nutne
M 0 0 300
A=P| 0 X 0 |Pt=P|l 0 2 0 |PH
0 0 X3 001

v dosledku ¢oho pre vetky t € N dostéavame

380 0
At=p| 0 20 0 | P!
0 0 1t
a Specialne
1 1 1 1
=23t _ot L Zqt _ Zgt _ot L =
CL173[ ] 23 + 9 23 + 2,

¢o je hodnota udéavajtuca hladany pocet sledov.

Priklad 4.3.2. Uvazujme deterministicky koneény automat A znazorneny na obrazku 4.2 a predpo-
kladajme, 7e potrebujeme najst pocet slov dlzky ¢ rozoznavanych automatom A.

Obr. 4.2: Deterministicky koneény automat A.

Automat A je deterministicky. Lahko teda vidiet, ze hladany pocet slov je rovny poctu sledov
vedicich z vrcholu 1 do vrcholu 1 v orientovanom multigrafe zodpovedajicom automatu A; ten mé
maticu susednosti

0 20
A=10 0 2
2 00

Problém sa tak zredukoval na tlohu z predchadzajiceho prikladu — vyrieSime ho teda podobnym
sposobom. To znamena, Ze pre maticu A* = (a; ;[t])3x3 vyjadrime v uzavretom tvare hodnotu ay 1[t].

Charakteristicky polyném matice A je dany ako
chy(z) =det(z2I—A)=det [ O

Matica A mé teda tri vlastné ¢isla algebraickej nédsobnosti 1:

M=2 A=-14+V3i, A3=-1-—3i
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V désledku toho je diagonalizovatelné a vlastné vektory prisluchajuce k A1, Ao, A3 st linearne nezavislé.
Mohli by sme teda postupovat rovnako ako v priklade 4.3.1 najdenim tychto vektorov. Tu si vSak
ukaZzeme inti metédu: vieme, Ze pre maticu A? bude platit

Ao 0
At=P| 0 X, 0 | P
0 0 X\
Preto existuja konstanty cq, co, c3 € C také, Ze
t t
a11[t] = ci\] + e\ 4 e30; = 128 + ¢ (—1 + \/§z) + c3 (—1 - \/§z> : (4.6)

Zostava tieto konstanty najst. Lahko ale nahliadneme, Ze
a171[0] = 1, al,l[l] = 0, a1’1[2] =0.

Tieto hodnoty musia byt v silade s vyjadrenim (4.6). Zistujeme teda, Ze konStanty c1, co a c3 st
rieSenim sistavy linedrnych rovnic

1=c¢2"4 ¢ (—1 + \/gi)o +c3 (—1 - \/§i>0,
0=rc2' + ¢ (—1 +\/§i)1 +c3 (—1 - \/gi)lv
0=c122 1 o (—1 n \/51)2 tes (—1 - \/§z’>2.

Tato ststava mé jediné rieSenie

1 1 1
-, Co = — Cq = —.
3 2 3

‘= 3’ 3

Mézeme teda uzavriet, ze hladany pocet slov dlzky ¢ v jazyku ||.A|| rozozndvanom automatom A je

1 1 t 1 t
aalt] = 1 +e2hg + ok = 22+ < (—1 + \/éz) +3 (—1 - \/§z> .
Lahko sa mozno presvedéit o tom, Ze tato hodnota je pre t je delitelné tromi rovna 2¢; v opa¢nom
pripade je rovna nule.

Priklad 4.3.3. Predpokladajme napokon, Ze je naSim cielom vyriesit nasledujicu zaciato¢na tlohu
pre systém linearnych rekurencii — alebo diferencnijch rovnic:®

a1 = 2a; — by

re vietky t € N,
biy1 = —ap+2b P Y

pricom zaciatocné podmienky su dané ako ap = 1 a bg = 1. To znamend, Ze potrebujeme vyjadrit
nezname hodnoty a; a b; pre vSetky ¢t € N — idealne v uzavretom tvare.

Ak pre vietky t € N zavedieme oznacenie x; = (az, by)”, mézeme uvedent za¢iatoéni tlohu prepisat
v maticovom tvare ako

2 -1
X411 = < 1 9 > X pre vSetky t € N,

pricom xg = (1,1)7. Nie je tazké nahliadnut, Ze jediné rieSenie tejto tlohy je pre maticu

a=(25)

5Pomenovanie ,diferenéné rovnice* odévodnime v kapitole 6, kde sa nimi budeme zaoberat ob&irnejsie.
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dané ako
AtXO .

Potrebujeme teda vyjadrit v uzavretom tvare jednotlivé prvky matice A’. Na tento tcel opit vyuZijeme
diagonalizaciu.
Charakteristicky polyném matice A je dany ako

z—2 1

cha(z) = det(2I — A) = det ( 1 2—_9

>:z24z+3:(23)(21)-

Matica A mé teda dve vlastné ¢isla algebraickej nasobnosti 1:
)\1 =3 a )\2 =1.

Vlastné priestory prislichajice k tymto vlastnym ¢islam néjdeme rieSenim homogénnych sustav line-
arnych rovnic:

E(A, A1) =Ker(MI—A) = {c(-1,1) | ce C},
E(A, X)) = Ker(MoI— A :{c (L) |ceC}.

Dvoma linedrne nezavislymi vektormi matice A tak moézu byt napriklad v = (—1,1)7 (prisluchajtci
k vlastnému &islu \; = 3) a vo = (1,1)7 (prislichajtci k vlastnému ¢éislu Ay = 1). Polozme teda

T 1 _
P = Vi1 V9 :<111>
Lol

Potom

b

[

Il
N\
N[ |

D=
DO DO |
N—

a pre vsetky ¢ € N dostavame

30 33 +5 =33+ 3
At:P( )p-1:<21 o 1)
0 1! —33'+3 13 +3

RieSenim zaciato¢nej tlohy teda je vektor

19t 1 19t 1

33¥+3 —33+3 1 1
= Atx, = 2 2 2 2 _
Axo (—;m; L3 41 )(1) (1)

zodpovedajuici dvojici konstantnych postupnosti a; = 1 a by = 1 pre vietky ¢t € N. (Poznamenajme,
ze k tomuto vysledku moZno v tomto konkrétnom pripade prist aj omnoho jednoduchsim sposobom —
stadi si véimnit, Ze vektor xg = (1,1) ostava po prenasobeni maticou A nezmeneny.)

Priklad 4.3.4. Drobnou zmenou v zadiato¢nych podmienkach tlohy dospejeme pri tlohe z predoslého
prikladu k drasticky odlisnym vysledkom: napriklad pre za¢iatoéné podmienky ag = 1 a byp = 0 mame
%0 = (1,0)T a v désledku toho

laot 4 1 1ot | 1 1 lat | 1
4tx0 = < 1 1 1 1 > < > = < 1 1 >
_73t+7 73t+7 0 _73t+7

Riesenim takejto modifikovanej zac¢iato¢nej tlohy st teda postupnosti dané pre vSetky ¢ € N ako

1, 1
=3t -

=53+ 3

& 1, 1
by = —=3t 4 .

2 2
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4.4 Mocniny linearnych zobrazeni

Kvoli neskorsiemu vyuzitiu pri §tidiu zovseobecnenych vlastnych vektorov teraz preskimame niektoré
vlastnosti niekolkonasobnych zloZzeni zobrazenia ¢: V — V na konecnorozmernom vektorovom pries-
tore ¥V samého so sebou, nazyvanych aj mocninami® zobrazenia ¢: kladieme ¢° = Idy a !t = @ ot
pre vietky t € N. Videli sme, Ze Stvorcové matice nad polom moZno chapat ako Specialne pripady
takychto linedarnych zobrazeni; mocnina linedrneho zobrazenia pritom evidentne zodpovedd mocnine
Stvorcovej matice. Nasledujice tvrdenia tak budu aplikovatelné aj na takéto stvorcové matice.

Tvrdenie 4.4.1. Nech V je vektorovy priestor nad C a p: V — V je linedrne zobrazenie. Potom
{0} = Ker (cpo) C Ker (gol) C Ker (@2) C Ker (4,03) C...
Ak je navyse priestor V konecnorozmerny, existuje prirodzené cislo m < dim(V) také, Ze
{0} = Ker (¢°) € ... € Ker (¢™) = Ker (¢"™!) = Ker (¢"?) = ...
Specidlne pre n = dim(V) a vietky t € N je Ker(¢™ ) = Ker(¢").
Doékaz. Nech x € Ker(¢') pre nejaké t € N. Potom ¢!(x) = 0 a v dosledku toho aj
£ (%) = 9l (%)) = (0) = 0.

Preto x € Ker(p!™!), ¢m je dokdzana prva cast tvrdenia. Predpokladajme teraz, Ze je priestor V
koneénorozmerny s dimenziou n. Keby bolo

{0} =Ker (¢°) C ... C Ker (¢") C Ker ("),
muselo by byt aj
0= dim (Ker (4)) < ... < dim (er () < dim (K (*+)),

z ¢oho dim(Ker(¢™1)) > n + 1; to je ale spor s tym, Ze ide o podpriestor n-rozmerného priestoru V.
Musi teda existovat m < n = dim(V) také, ze Ker(p™) = Ker(¢p™*!). Teraz uz zjavne staci ukézat, ze
pre vetky ¢ € N je

Ker (¢"*") D Ker (gpmHH) . (4.7)

Nech ale x € Ker(¢™*t1). Potom
P (x) = " (9! (2)) = 0,
7 ¢oho ¢(x) € Ker(p™t!) = Ker(¢™), a teda aj
P (x) = 9" (¢! (x)) = 0.
Preto x € Ker(¢™(x)), ¢o dokazuje inkluziu (4.7). O

Je dobre znédme, Ze pre vSetky linedrne zobrazenia ¢: )V — V na kone¢norozmernom vektorovom
priestore V je

dim(Ker(p)) + dim(Im(y)) = dim(V).

Napriek tomu ale nemusi byt V = Ker(y) @ Im(p), ako ukazuje nasledujuci priklad.

SKonflikt s mocninou definovanou na zaklade nasobenia funkcii tu nehrozi — na V totiz vo vieobecnosti nemusi byt
dané ziadna multiplikativna Struktara.
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+=(00)

Ax =0,

Priklad 4.4.2. Uvazujme maticu

a vektor x = (1,0)”. Potom zrejme

a teda x € Ker(A) = Ker(p4). Stcasne vsak

A( ")

z ¢oho x € Im(A) = Im(¢4). KedZe nenulovy vektor x patri do ich prieniku, stcet podpriestorov
Ker(A) +Im(A) = Ker(pa) + Im(p4)
podla tvrdenia 4.1.17 nemdZe byt priamy.

V nasledujticej leme ale dokaZeme, Ze pokial pre nejaké m € N je Ker(p™) = Ker(p™*!), mozno
n-rozmerny vektorovy priestor V vzdy rozlozit na priamy stucet

V =Ker (¢") @ Im (™).
Podla tvrdenia 4.4.1 mé4 tuto vlastnost Specidlne aj m = n.

Lema 4.4.3. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor nad C a p: V — V je linedrne zobrazenie.
Pre vietky m € N také, ze Ker(p™) = Ker(¢p™*!) potom

V = Ker (¢") @ Im (™).

gpecidlne
V = Ker (¢") ® Im (¢"),

kde n je dimenzia vektorového priestoru V.

Dékaz. Na dokaz prvej Casti lemy staci ukazat, ze Ker(¢™)NIm(¢™) = {0}. Uvazujme preto Iubovolny
vektor x € Ker(¢")NIm(¢™). Potom ¢™(x) = 0 a sucasne existuje vektor y € V taky, ze ¢ (y) = x.
Preto
P (y) = ¢ (" (¥) = ¢"(x) = 0,
a teda y € Ker(¢?™). Vdaka tvrdeniu 4.4.1 ale Ker(p?™) = Ker(¢™), a teda y € Ker(¢™). Z toho
dostavame
x=¢"(y) =0,

¢o bolo treba dokazat. Druha cast lemy je bezprostrednym dosledkom tvrdenia 4.4.1. O

4.5 ZovSeobecnené vlastné vektory

V ramci oddielu 4.2 sme prisli k zisteniu, ze sucet vlastnych priestorov E(p, \) cez vetky A € o(p)
je pre kazdé linearne zobrazenie ¢ priamy; kazdy z vlastnych priestorov E(p, A) je navySe invariantny
vzhladom na . Nech st teraz A1, ..., Ay, prdve vsetky po dvoch rozne vlastné ¢isla matice A € C™*™
— to znamena, ze 0(A) = {A\1,..., An}. Veta 4.2.12 potom hovori, Ze matica A je diagonalizovatelna
prave vtedy, ked

E(AM)®E(A X)®...0 E(A \y,) =C".

V takom pripade moZno bazu priestoru C" , vyskladat“ z baz priestorov E(A, A1), ..., E(A,\y,) — Cize
z vlastnych vektorov matice A.
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Vo v8eobecnosti v8ak matica A diagonalizovatelna byt nemusi; v takom pripade
EA M) @ EA X N)®...E(A N, CC"

a priestor C"” nemé ziadnu bazu zlozenu z vlastnych vektorov matice A.

Cielom nasledujucich ivah bude napravit tento nedostatok. Definiciu vlastného vektora linearneho
zobrazenia ¢ prislachajiceho k nejakému vlastnému ¢&islu A vhodne zoslabime, ¢im ziskame pojem
zovseobecneného vlastného vektora prislichajuceho k A. Urobime to pritom tak, aby priestor V vzdy
zaruc¢ene mal bazu zloZeni zo zovSeobecnenych vlastnych vektorov zobrazenia ¢ a aby pre zovseobecnené
vlastné priestory G(p, A1), ...,G(p, A\p,) — tie definujeme ako prislugntt obdobu vlastnych priestorov —
nutne bolo

G, M) ®G(p, X)) & ... B G(p, A\py) = V.

Kazdy z priestorov G(p, A1), ..., G(¢, Am) pritom bude invariantny vzhladom na .

Prostrednictvom zobrazenia ¢ 4 tak ziskame aj pojem zovSeobecneného vlastného vektora matice A,
ktory bude samozrejme vykazovat rovnaké vlastnosti. Pre kazdu maticu typu n x n teda bude mozné
z jej zov8eobecnenych vlastnych vektorov vybrat bazu priestoru C™. Takato baza sice isto nezarudi
diagonalizovatelnost matice — ako vieme z vety 4.1.11, na to s potrebné vlastné vektory — bude vgak
zdkladom pre transforméciu matic, ktora je diagonalizacii velmi blizka: pre prevod matice do takzva-
ného Jordanovho kanonického tvaru. Touto problematikou sa ale budeme zaoberat aZ v nasledujicom
oddiele: nateraz sa stustredme na definiciu zovSeobecnenych vlastnych vektorov a zovseobecnenych
vlastnych priestorov a na ich vlastnosti.

Vlastny vektor prislichajici k vlastnému ¢islu A sme definovali ako nenulovy vektor v, pre ktory
je p(v) = Av, &ze (¢ — AId)(v) = 0. Malo by byt preto zrejmé, Ze nasledujica definicia je skuto¢ne
zovseobecnenim definicie vlastnych vektorov.

Definicia 4.5.1. Nech V je kone¢norozmerny vektorovy priestor nad C a ¢: V — V je linedrne
zobrazenie. Nech A je vlastné ¢islo zobrazenia . Vektor v € V nazveme zovSeobecnengm vlastnym
vektorom zobrazenia ¢ prislichajicim k A, ak v £ 0 a existuje £ € N také, Ze

(p = A)'(v) = 0,
éize ked
v € Ker ((go - Ald)f) \ {0}.

Najmensie také ¢ nazveme rddom zovseobecneného vlastného vektora v.

Namieste je teraz niekolko poznadmok. Predovsetkym: zovieobecnené vlastné vektory radu 0 neexis-
tuji — rovnici (¢ — AId)%(v) = Id(v) = 0 totiz vyhovuje iba nulovy vektor, ktory sme vsak v definicii
vylaéili. Zovieobecneny vlastny vektor radu 1 je dalej to isté ako vlastny vektor. Vsimnime si tieZ,
Ze zovSeobecnené vlastné vektory sme definovali iba pre vlastné ¢isla A. Téato volba v8ak nie je nijak
obmedzujtica — ak A nie je vlastné ¢&islo, je Ker(o — Md) = {0} = Ker((¢ — AId)?) a z tvrdenia 4.4.1
potom aj pre vietky ¢ € N dostavame Ker((¢ — Md)*) = Ker((¢ — AId)°) = {0}.

Definicia 4.5.2. Nech n € N a A € C"*" je Stvorcova matica. ZovSeobecnenym vlastnym vektorom
matice A prislachajicim k vlastnému ¢islu A nazveme Tubovolny zovSeobecneny vlastny vektor v e C"
zobrazenia @4 prislichajici A. Rddom zovseobecneného vlastného vektora v matice A nazveme rad
vektora v chapaného ako zovSeobecneny vlastny vektor zobrazenia 4.

Vektor v € C" je teda zovSeobecnenygm vlastngm vektorom matice A prisluchajiucim k vlastnému
¢islu A prave vtedy, ked v # 0 a existuje £ € N také, ze

(A= \D)'v =0,
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&ize ked

v € Ker ((A - )\I)e) \ {0}.

NajmensSie také ¢ je potom rddom zovSeobecneného vlastného vektora v.

Vlastny priestor E(p, \) linedrneho zobrazenia ¢: V — V prisluchajici k jeho vlastnému ¢éislu A
sme v oddiele 4.1 definovali ako podpriestor priestoru V generovany mnozinou vsetkych vlastnych
vektorov zobrazenia ¢ prislachajucich k A. Videli sme vsak, Ze E(p,A) je v skuto¢nosti mnozina
vSetkych vlastnych vektorov ¢ prislichajucich k A, do ktorej je eSte pridany nulovy vektor; ukazali
sme tiez, ze plati E(p, A) = Ker(¢ — Ald). Nasledujuca definicia zovseobecnengch vlastnijch priestorov
je priamodiarym zovSeobecnenim vsSetkych troch tychto vlastnosti.

Definicia 4.5.3. Nech V je kone¢norozmerny vektorovy priestor nad C a ¢: V — V je linedrne
zobrazenie. Nech \ je vlastné ¢islo zobrazenia ¢. Zovseobecnenym vlastnym priestorom zobrazenia ¢
prislichajicim k vlastnému ¢islu X\ nazveme podpriestor G(p, ) priestoru V generovany mnoZzinou
vSetkych zovSeobecnenych vlastnych vektorov zobrazenia ¢ prislichajacich k .

Tvrdenie 4.5.4. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor nad C a ¢: V — V je linedrne zobra-
zenie. Nech X\ je vlastné ¢islo zobrazenia . Potom G(p, \) pozostiva z prdave vietkych zovSeobecnengch
vlastniych vektorov zobrazenia ¢ prislichajicich k A a z nulového vektora. Navyse

G(p, A) = Ker ((p — Ald)"™),
kde n je dimenzia vektorového priestoru V.

Dékaz. Nenulovy vektor v € V je zovSeobecnenym vlastnym vektorom zobrazenia ¢ prislichajicim
k X prave vtedy, ked je prvkom jadra zobrazenia (p — AId)! pre nejaké £ € N, ¢o podla tvrdenia 4.4.1
nastane prave vtedy, ked v € Ker((¢—AId)"). Priestor Ker((¢—AId)") teda pozostava z prave vietkych
zovseobecnenych vlastnych vektorov ¢ prislichajicich k A a z nulového vektora — a ako taky musi byt
tymito zovSeobecnenymi vlastnymi vektormi generovany: ¢ize Ker((¢ — AId)") = G(p, A). O

Definicia 4.5.5. Nech n je prirodzené ¢islo, A € C"*" je Stvorcova matica a A € C je vlastné ¢islo
matice A. Zovseobecnengm vlastnim priestorom matice A prislichajicim k vlastnému &islu A nazveme

priestor G(A, A) := G(pa, N).

Je zrejmé, ze G(A, \) je podpriestor priestoru C" generovany mnozinou zovSeobecnenych vlast-
nych vektorov matice A prisliuchajucich k A. Pozostéava tak zo vSetkych vlastnych vektorov matice A
prisluchajucich k A a z nulového vektora a je rovny podpriestoru Ker((A — AI)") priestoru C™.

Nez prejdeme k vysledkom o zovSeobecnenych vlastnych vektoroch a priestoroch, dokdzeme lemu
o ,komutativnosti“ zobrazeni typu (¢ — ald) pre a € C a fixné linearne zobrazenie ¢.

Lema 4.5.6. NechV je vektorovyj priestor nad C a p: V — V je linedrne zobrazenie. Pre vSetky a,b € C
potom

(¢ —ald) o (¢ — bId) = (¢ — bld) o (¢ — ald).
Doékaz. Pre vSetky x € V je
((¢p — ald) o (p = bId)) (x) = @(p(x) = bx) — a(p(x) — bx) = p*(x) — ap(x) — bp(x) + abx,
¢o je to isté ako

((p = bld) o (¢ — ald))(x) = @(p(x) — ax) — b(p(x) — ax) = P*(x) — ap(x) — bp(x) + abx. [
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O nieco zrejmejsia je predchadzajica lema v re¢i matic: kazdy sucin matic typu (A — al) pre fixnu
maticu A totiZz mozno chépat ako ,,polyném o premennej A*.

Po zvy%ok oddielu budeme dokazovat uz avizované tvrdenie, podl'a ktorého mozno pre kazdé linearne
zobrazenie ¢: V — V na kone¢norozmernom vektorovom priestore V' tento priestor rozlozit na priamy
sticet zovSeobecnenych vlastnych priestorov zobrazenia ¢. Prvym krokom k tomuto vysledku bude
zosilnenie vety 4.2.8 hovoriace o linearnej nezévislosti vlastnych vektorov prislichajacich k po dvoch
roznym vlastnym ¢islam: dokaZeme, Ze rovnaké vlastnost plati aj pre zovSeobecnené vlastné vektory.

Veta 4.5.7. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor nad C, nech ¢:V — V je linedrne zobra-

zenie, m € N a A1, ..., Ay, po dvoch rézne vlastné ¢isla zobrazenia . Nech pre k=1,...,m je vy € V
zovSeobecneny vlastny vektor zobrazenia ¢ prislichajici k \. Potom su vektory vi,..., vy, linedrne
nezavislé.
Dékaz. Pre m = 0 je tvrdenie trividlne pravdivé; nech teda m > 1. Nech aq,...,a, st komplexné
koeficienty také, ze

a1vi+ ... +amvy = 0. (4.8)
Dokéazeme, ze pre j = 1,...,m je a; = 0. Nech j € [m] je dané pevne a predpokladajme, Ze zovieobec-

neny vlastny vektor v; je radu £. V takom pripade nutne ¢ > 1,
(=N (vj) =0,  (p=NI)T (v))=vj#0 a  (p—Nld)(v))=0.
7 poslednej z tychto rovnosti teda vidime, Ze
p(vy) = Ajvj

a V;- je vlastny vektor zobrazenia ¢ prislichajtuci k A;. Z toho vyplyva, Ze pre vietky a € C je

(¢ — ald)(v}) = (A; — a)v}; a aplikovanim tejto identity ¢-krat pre ¢ € N dostavame aj

(p — aId)t(vé-) =\ — a)tvg. (4.9)
Oznacme teraz ako n dimenziu priestoru V a ako v zobrazenie ¢: V — V dané ako
P=(p—MlId)"o...0(p—=XA_1Id)" o (¢ — Ajp1ld)" o...0 (p — ApId)".

Aplikovanim zobrazenia 1 na obidve strany rovnosti (4.8) potom s vyuzitim lemy 4.5.6 a rovnosti
G(p, k) =Ker ((p — A\Id)") pre k=1,...,5— 1,7+ 1,...,m dostavame

a;jp(v;) =0,

z ¢oho po aplikovani zobrazenia (¢ — )\de)E_l na obe strany rovnosti a opatovnom vyuziti lemy 4.5.6
vyplyva
(LjT,ZJ (((p — )\de)E_l(Vj)) = (IjLZ)(V;) =0.

To néasledne moZno s pouZitim identity (4.9) prepisat ako
aj()\j — Al)n . ()\j — )\j_l)n()\j — )\j+1)n . ()\j — /\m)”v; =0.

Kedze su ale vlastné ¢&isla Aq,..., Ay, po dvoch rézne a vektor vg- je nenulovy, platnost tejto rovnosti
implikuje a; = 0, ¢o bolo treba dokazat. O

Rovnako ako pre vlastné priestory tak prichadzame k zisteniu, Ze sticet zovseobecnengjch vlastnych
priestorov prislichajtcich k vlastnym ¢&islam linearneho zobrazenia je vzdy priamy.



140 4.5 ZovSeobecnené vlastné vektory

Dosledok 4.5.8. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor nad C, nech p: V — V je linedrne
zobrazenie, m € N a Ay, ..., Ay po dvoch rézne vlastné isla zobrazenia . Siucet zovSeobecnenijch
vlastnych priestorov G(p, A1), ..., G(p, \p) je potom priamy:

G(o, M) + -+ G, Am) = G, M) @ ... @ G, Am) = D G, M)
k=1

m

Kazdyj vektor
x € G(p, )+ ... +G(p, Am)

tak mozno jedinym sposobom vyjadrit ako x = X1 + ...+ X, kde pre k =1,...,m je x; € G(p, A\i).
Ak dalej pre k = 1,...,m je (Vi1,...,Vks,) bdzou G(p, A), je (Vi1,. s Vi, sVl Vimsy)
bazou priestoru @), G(p, \k).

Dékaz. Pre m = 0 a m = 1 je tvrdenie trividlne pravdivé. Uvazujme teda m > 2 a za GCelom sporu
predpokladajme, Ze sucet G(¢, A1) +...+G(p, \p) nie je priamy. Podla tvrdenia 4.1.17 potom existuje
k € [m] také, Ze pre nejaky vektor vy # 0 je

Vi € G(tp, )\k) N (G(go, )\1) +...+ G(QO, )\k—l) + G((p, )\k+1) +...+ G(QO, )\m)) .

To znamena, Ze v je zovSeobecnenym vlastnym vektorom zobrazenia ¢ prislachajicim k Ag a stcasne
existuji vektory vi € G(¢, A1), ..., vi—1 € G(9, Ak—1), Vi1 € G(90, A1), -+, Vim € G, Ay ) take, Ze

ViE=Vi+...+ Vi1 +Vigr+ ...+ Vp.

KedZe je ale pre j = 1,...,m vektor v; v pripade svojej nenulovosti zovSeobecnenym vlastnym vekto-
rom prislachajicim k A; a kedZe je vektor v nenulovy, ide o spor s vetou 4.5.7. OJ

Linearny sucet zovSeobecnenych vlastnych priestorov prislachajtcich k jednotlivym vlastnym ¢islam
linedrneho zobrazenia je teda vzdy priamy. K avizovanému cielu tohto oddielu nam tak chyba uz len
pozorovanie, Ze suc¢tom tychto priestorov cez vsetky vlastné ¢isla linedrneho zobrazenia ¢: V — V je
vzdy kompletny priestor V. Nasledujica lema ndm poskytne predpripravu pre toto pozorovanie.

Lema 4.5.9. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor nad C a p: V — V je linedrne zobrazenie.
Pre n :=dim(V) a kazdé vlastné ¢islo X € o(p) su potom pravdivé nasledugice tvrdenia:

(1) Priestor G(¢, \) = Ker((p — AId)") je invariantnyg vzhladom na .
(i) Priestor Im((¢ — AId)™) je invariantny vzhladom na ¢.
(791) Plati V = G(p, \) & Im((¢ — AId)") = Ker((¢ — A\Id)™) @ Im((¢ — AId)™).

Doékaz. Nech x € G(p,\) = Ker((p — A\Id)"), ¢o znamena, Ze (p — A\Id)"(x) = 0. Podla lemy 4.5.6
potom

(p = Ald)"(p(x)) = @((p — Ald)"(x)) = ¢(0) = 0,

a teda nutne p(z) € Ker((¢ — AId)") = G(p, \). Priestor G(g, A) je teda invariantny vzhladom na ¢,
éo dokazuge turdenie (i). Nech dalej x € Im((¢ — AId)™). Potom existuje y € V také, ze

(p — Ald)"(y) = x.
S pomocou lemy 4.5.6 ale v takom pripade dostavame

(o = Ald)"(¢(y)) = p((p — AId)"(y)) = »(x),

z ¢oho ¢(x) € Im((¢ — AId)"). Priestor Im((¢ — AId)") je teda tiez invariantny vzhladom na ¢
a dokdzané je aj turdenie (ii). Turdenie (iii) je napokon priamym désledkom lemy 4.4.3. O
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Mézeme kone¢ne vyslovit a dokézat hlavnu vetu tohto oddielu: pre kazdé linedrne zobrazenie ¢
na kone¢norozmernom priestore V je tento priamym sti¢tom zovSeobecnenych vlastnych priestorov pri-
slichajicich k jednotlivym vlastnym ¢islam zobrazenia . Dimenzia kazdého z tychto zovSeobecnenych
vlastnych priestorov je navyse rovné algebraickej nasobnosti prislusného vlastného éisla.

Veta 4.5.10. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor nad C a p: V — V je linedrne zobrazenie.
Ak o(p) ={A1,..., Am} pre po dvoch rozne A1, ..., A\, tak

A€o ()

Pre k=1,...,m navyse dim(G(¢, A\r)) = a(p, Ag).

Doékaz. Prva cast vety dokdZzeme indukciou vzhladom na n = dim(V). Pre n = 0 je tvrdenie trivialne
a pre n = 1 mé zobrazenie ¢ zrejme jediné vlastné ¢islo A1, pre ktoré je

V= G(p, M) = E(g, M)

Predpokladajme teraz, ze prva ¢ast vety plati pre n =0, ..., ¢, kde ¢ € N\ {0}; uvazujme n = ¢+1.
Z lemy 4.5.9 potom
V==G(p,\)DI, (4.10)

kde Z = Im((¢ — A1Id)™) a obidva priestory G(p, A1) a Z st invariantné vzhladom na ¢. KedZze
vietky vlastné vektory zobrazenia ¢ prisluchajice k A; patria do G(¢, A1) a kedze pre k = 2,....m
je G(p, M) N E(p, ) € G(o, A1) N G(p, ) = {0}, nutne o(¢|z) = {A2,..., An}. Zrejme navyse
dim(G(¢, A1)) > 1, v dosledku ¢oho dim(Z) < g. Ak dim(Z) = 0, nie je ¢o dokazovat — \; je totiz v ta-
kom pripade zjavne jedinym vlastnym &slom, pricom V = G(p, A1). Pre 1 < dim(Z) < ¢ z indukéného
predpokladu dostavame

=G|z, \2) D ... G(olz, A\m)- (4.11)

Potrebujeme dokazat, ze pre k = 2,...,m je G(¢|z, A\x) = G(¢, Ax). Inkluzia G(p|z, \) € G(p, Ak)
je zrejmé: pre kazdé v € G(¢|z, \x) C Z totiz

(o — Aldy)"(v) = (¢|z — Aldz)"(v) = 0.

Na dékaz opacnej inkluzie uvazujme lubovolné v € G(p, Ag). Zo vztahov (4.10) a (4.11) vyplyva, Ze
existuju vektory vi,..., v, také, ze vi € G(p, A1), pre £ =2,...,m je vy € G(p|1, \¢) a

V=V]+...+Vpy.

Z toho vi+...+vi_1+(vk—V)+Viri1+...4+v, = 0. Nenulové spomedzi vektorov tohto sacétu st nutne
zovSeobecnenymi vlastnymi vektormi prislichajicimi k po dvoch réznym vlastnym ¢islam zobrazenia ¢.
7 vety 4.5.7 preto vyplyva, Ze sa linedrne nezavislé a ich linedrnou kombinéaciou tak nemozno ziskat
nulovy vektor. Pre f=1,...,k— 1,k +1,...,m teda nutne v, = 0 a v = vy € G(p|z, \¢).
Skombinovanim prave dokazanej skutocnosti so vztahmi (4.10) a (4.11) napokon dostavame

V=G, M) @G, \2) @ ... 8 G(p, \),

¢im je prva Cast vety dokdzana. Zostava ukazat, ze pre k = 1,...,m je ng := dim(G(p, \r)) = a(p, Ag)-
Oznacme pre k = 1,...,m ako ¢, zliZenie zobrazenia ¢ na G(p, A\); zrejme potom chy, (2) = (z2—A)"*,
lebo inak by priestor G(p, A\;) musel obsahovat vlastny vektor prislachajuci k vlastnému ¢islu réznemu
od \. KedZe navyse

V=G(p,\)DG(p,A2) @ ... G(p, \m)

a priestory G(¢, Ag) st pre k = 1,...,m invariantné vzhladom na ¢, z tvrdenia 4.1.18 dostavame

chy(2) = chy, (2) - chy, (2) - ... - chy,, (2) = (2 = A1) (2 — A2)™ ... (2 — A)™™.
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Z tvrdenia 4.2.7 vSak na druhej strane vyplyva
chy(2) = (2 — M)A (2 = A) @A) (2 — ), ) (@A)
pre k= 1,...,m teda skutocne n; = dim(G(p, \r)) = a(p, Ax) a veta je dokazana. O]

Dosledok 4.5.11. Nech n € N, V je n-rozmerny vektorovy priestor nad C a ¢:V — V je line-
darne zobrazenie. Potom existuje n linedrne nezdvislych zovsSeobecnenyjch vlastngch vektorov vi,..., vy
zobrazenia ¢ tvoriacich bdzu priestoru V.

4.6 Jordanov kanonicky tvar matice

Videli sme, Ze existuju matice, ktoré nie su diagonalizovatelné. Nie s teda podobné Ziadnej diagonalne;j
matici, ¢o okrem iného zabrafuje univerzalnemu pouzitiu metéd podobnych tym z oddielu 4.3.

S vyuzitim teérie z oddielu 4.5 teraz negativny dopad tohto nedostatku zmiernime. UkéaZeme, Ze
aj nediagonalizovatelné $tvorcové matice si vzdy podobné matici v tvare, ktory je ,,velmi blizky*
diagonalnemu: tento tvar nazveme Jordanovym kanonickym tvarom matice. Pre matice v Jordanovom
kanonickom tvare budeme vediet, podobne ako pre diagonalne matice, vyjadrit prvky na jednotlivych
poziciach ich t-tej mocniny v uzavretom tvare. To ndm otvori cestu k adaptécii metdéd z oddielu 4.3
pre vSeobecné matice a k aplikdciam, ktorym venujeme podstatnu ¢ast nasledujucich dvoch kapitol.

Definicia 4.6.1. Nech n je nenulové prirodzené ¢islo a A je komplexné ¢&islo. Jordanovou bunkou radun
prisliichajticou k ¢islu A nazveme §tvorcov maticu J,(A) € C**™ danu ako

A1 0 ... 0

0O x 1 ... 0
Jn()‘):

0 0 A1

0 0 0 A

Definicia 4.6.2. Nech n je prirodzené &islo a A € C™*" je matica. Budeme hovorit, Ze matica A je

v Jordanovom kanonickom tvare, ak existuje prirodzené ¢islo k, komplexné ¢isla Aq, ..., A\x a nenulové
prirodzené ¢isla nq, ..., nk také, Ze ny + ...+ nx = n a matica A mé blokovy rozklad
Iny (A1) 0 0
A 0 Jm.()\g) 0
0 0 Ju(w)

Matica v Jordanovom kanonickom tvare tak méze obsahovat nenulové prvky nanajvys na hlavnej
diagonéle a na diagonale nad fiou, pricom v druhom pripade mézu byt takymito nenulovymi prvkami
iba jednotky.

V nasledujticom postupne odévodnime pomenovanie Jordanov kanonickyj tvar — ukédzeme, ze kazda
Stvorcova matica je podobné nejakej matici v tomto tvare. Urobime to tak, Ze pre l'ubovolné linearne
zobrazenie ¢: V — V na kone¢norozmernom vektorovom priestore V nad C najdeme bazu B, pre ktora
je matica A,[B] v Jordanovom kanonickom tvare.”

7 vety 4.5.10 vieme, Ze priestor ¥ moZno rozloZit na priamy stcet

V==G(p,\) ®G(p,A2) ® ... 2 G(p, \)

"Vieme, 7e kazd4 matica je maticou nejakého linearneho zobrazenia, pricom matice toho istého linearneho zobrazenia
nad réznymi bazami st nutne podobné.
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podpriestorov invariantnych vzhladom na ¢, kde A1, ..., A, st prave vetky (po dvoch roézne) vlastné
¢isla zobrazenia . Z oddielu 4.1% d'alej vieme, Ze pre bazy priestorov G(¢p, Aj) danépre j =1,...,m
ako Bj = (vj1,...,Vjs;) mozno maticu zobrazenia ¢ vzhladom na bazu

B=(Vii, -3 Visir- s Vmls--- Vimsm)

vyjadrit ako blokovo diagonalnu maticu, ktorej diagonalne bloky st maticami ztZeni zobrazenia ¢
na jednotlivé invariantné podpriestory G(p, A1), ..., G(@, Am):

Platory) [Bl] 0 - 0
A,[B] = 0 A¢G<¢;A2> B2 - 0
0 0 Apl (o Bl

Staci sa teda zamerat na fixny zovSeobecneny vlastny priestor G(p, Aj) a na zuzenie ¢, := gp[c(%/\j).
Kedze navyse G(¢, \;j) = Ker((¢; — A\;1d)%7), kde s; = a(p, ;) je dimenzia priestoru G(p, A;), musi
pre zobrazenie v := ¢; — \;1d existovat nenulové prirodzené ¢islo r < s; také, Ze v” = 0, kde 0 oznacuje
nulové zobrazenie na G(p, \j). Takéto linedrne zobrazenia, z ktorych po umocneni na dostato¢ne
velky exponent vznikne nulové zobrazenie, nazyvame nilpotentnymi. Je zrejmé, ze ak v = p; — A\;1d ma
pri nejakej baze B; priestoru G (¢, A;) maticu A, [B;] v Jordanovom kanonickom tvare, je v Jordanovom
kanonickom tvare aj matica Ay, [B;] = A,[B;] + A1 Staci sa teda zamerat na nilpotentné zobrazenia,
pricom priestor G(p, ;) uz v takom pripade prestéva hrat rolu; mozno teda namiesto neho pracovat
nad Tubovolnym netrividlnym kone¢norozmernym priestorom W.

Definicia 4.6.3. Nech W je netrividlny kone¢norozmerny vektorovy priestor nad C a ¢: W — W
je linedrne zobrazenie. Zobrazenie 1 nazveme nilpotentniym, ak existuje prirodzené ¢islo r také, Ze
" = Oy, kde 0yy: W — W je linearne zobrazenie dané pre vietky x € W ako Oyy(x) = 0. Najmensie r
s touto vlastnostou — to musi byt zjavne nenulové — nazveme rddom nilpotentného zobrazenia 1.

Definicia 4.6.4. Nech n je nenulové prirodzené ¢islo a A € C™*™ je matica. Maticu A nazveme
nilpotentnou, ak je ¢4 nilpotentné linearne zobrazenie na C".

Stvorcova matica A € C*" je teda ocividne nilpotentna prave vtedy, ked existuje prirodzené &islo r
také, ze A” = 0. Lahko tiez vidiet, Ze jedinym vlastnym &islom nilpotentného linedrneho zobrazenia
Y: W — W — ¢ nilpotentnej Stvorcovej matice A € C"*"™ — moze byt nula. Ak je totiz ¢ nilpotentné
zobrazenie radu r, k Tubovolnému jeho vlastnému &islu A musi prisltchat vlastny vektor w # 0 taky,
ze P(w) = Aw, z ¢oho " (w) = \"w — avSak stcCasne " (w) = 0, pri¢om splnenie obidvoch rovnosti
je pre nenulovy vektor w mozné iba v pripade, ze A = 0.

Ukazeme, Ze ku kazdému nilpotentnému linedrnemu zobrazeniu ¢ : YW — W radu r na netrividlnom
kone¢norozmernom vektorovom priestore YW mozno najst bazu B priestoru W, vzhladom na ktort méa
zobrazenie 1 maticu v Jordanovom kanonickom tvare, pri¢om kazda Jordanova bunka tejto matice
je rovna Ji(0) pre nejaké k € [r]. Z argumentacie vysSie vyplyva, Ze tym bude prakticky dokazané
aj analogické tvrdenie pre vSeobecné linearne zobrazenia na kone¢norozmernych priestoroch.

Za tucelom néjdenia takejto bazy si najprv vSimnime posobenie linearneho zobrazenia prisluchaja-
ceho k Jordanovej bunke

01 ... 0
00 1 ... 0
Jp(0)=1| & Lo
00 ... 0 1
0 0 0O O

8Presnejsie zo vztahu (4.4) skombinovaného s indukciou vzhladom na m.
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na vektoroch standardnej bazy e; = (1,0,...,0)T,...,ex = (0,...,0,1)7 priestoru C¥. Zrejme

Jp(0)er =ep—1, Jp(0)ex—1=er 2, ..., Jr(0)ea=e1, Jip(0)e;=0.
Zuzenie 1|y zobrazenia 1) na k-rozmerny podpriestor W priestoru W invariantny vzhladom na 1) ma
teda vzhladom na nejakt bazu B' = (wi, ..., wy) tohto podpriestoru maticu Ay, [B'] = J;(0) prave
vtedy, ked

;c) = W;c—lv @b(w;c—l) = W;€—27 (AR ’(ﬁ(Wé) = Wlla T/}(Wll) = 07 (412)
b(w

¢o je to isté ako

Y(w) = wiy, V(W) =W, o, P H(w) = wl gt (wg) = 0.
V takom pripade budeme hovorit, ze vektory wi,...,w} tvoria Jordanov retazec a rovnosti (4.12)

budeme skratene zapisovat ako
VWi W > W > . W 0.

Podpriestor priestoru W s béazou tvoriacou Jordanov retazec pre 1 musi zjavne byt vzhladom na
invariantny. Nilpotentné zobrazenie 1) tak ma vzhladom na nejakt bazu B maticu Ay [B] v Jordanovom
kanonickom tvare prave vtedy, ked moZno bazu B rozloZit na niekol'ko takychto Jordanovych retazcov;
ku kazdému retazcu o k vektoroch bude zodpovedat jedna Jordanova bunka radu k, pricom nutne k < r,
kde 7 je rad nilpotentného zobrazenia . Bazy s touto vlastnostou nazveme Jordanoviymi bdazami.

Definicia 4.6.5. Nech n je nenulové prirodzené ¢&islo, W je n-rozmerny vektorovy priestor nad C
a¥: W — W je nilpotentné lineadrne zobrazenie. Jordanovou bdzou priestoru VW prisluchajicou k
nazveme lubovolni n-ticu linedrne nezéavislych vektorov

By = (wl[l],...,Wm[l},wl[Q],...,wn2[2],...,wl[p],...,wnp[p]),

kde p € N, ny,...,n, € N\ {0} st také, ze ny + ... +np, = n a pre j =
wiljl, ..., Wp,[j] Jordanov refazec — ¢ize mézeme pisat

..., p tvoria vektory

Y wp[j] = o W] = 0.

Nez prejdeme ku konstrukcii Jordanovej bazy k danému nilpotentnému zobrazeniu, zaved me pojem
linedrnej (ne)zdvislosti vzhladom na podpriestor, ktory sa nam pri neskorsich avahéach zide. Prezentacia
nasledujucich partii tohto textu je z velkej ¢asti zalozené na [105].

Definicia 4.6.6. Nech W je vektorovy priestor nad C a nech S je jeho podpriestor. Nech ¢ € N
a Xi,...,%X, € W. Hovorime, Ze vektory xi,...,X, s linedrne zdvislé vzhladom na S, ak existuju
koeficienty a1, ..., a4 € C také, Ze aspoii jeden z nich je nenulovy a

a1X1 + ... +agxq €S.
V opa¢nom pripade hovorime, Ze x1,...,X, s linedrne nezdvislé vzhladom na S.

Vektory xi,...,X, st teda linearne nezavislé prave vtedy, ked sa linearne nezavislé vzhladom
na trividlny podpriestor {0}. Linearna nezéavislost vzhladom na netrividlny podpriestor je silnejSou
poziadavkou, nez ,,oby¢ajna“ linearna nezavislost.

Tvrdenie 4.6.7. Nech W je konecnorozmerny vektorovy priestor nad C, nech S je jeho podpriestor,
geNaxy,...,x; € W. Potom su nasledugiice tvrdenia ekvivalentné:

(i) Vektory x1,...,Xq su linedrne nezdvislé vzhladom na S.

(i1) Pre lubovolné s € N a linedrne nezdvislé vektory vi,...,vs € S st vektory Xi,...,Xq, Vi,..., Vs
linedrne nezdvislé.

(¢4i) Pre lubovolni bizu B = (v1,...,vy) priestoru S su Xi,...,Xq,V1,..., V¢ linedrne nezdvislé.

(iv) Existuje biaza B = (vi,...,vy) priestoru S takd, Ze X1,...,Xq,V1,..., V¢ st linedrne nezdvislé.
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Dékaz. Zacnime implikdciou ,ak (i), tak (it)“. Predpokladajme, Ze x1,...,X, st linedrne nezavislé
vzhladom na S a uvazZujme linedrne nezavislé vektory vi,...,v, € S. Nech ay,...,a4,b1,...,bs € C
su takeé, ze

a1X1 + ... +agXg +b1vi +... +bsvy = 0.

Potom
aX)+ ...+ agXg = —bvi —... = byvs €S,
pricom z linearnej nezavislosti vektorov x1,...,x, vzhladom na S vyplyva a; = ... = a4 = 0. Z toho
bivi+...+bsvg =0
a z linearnej nezavislosti vektorov vi,...,vs aj by = ... = by = 0. Vektory x1,...,Xg,V1,...,V, st

teda skutocne linedrne nezavislé.

Implikdcie , ak (ii), tak (iii) “a ,ak (iii), tak (iv) “ s zrejmé. Dokazeme implikdciu ,,ak (iv), tak () “.
Nech (vi,...,v¢) je baza priestoru S taka, ze vektory xi,...,X4,Vi,...,V; st linedrne nezavislé.
Nech aq,...,aq € C st také, ze

a1X1 +...+agxq €S.

Potom
aX)+ ...+ agXg =b1vi+ ...+ bvy
pre nejaké by,...,b € C, z ¢oho
aX)+ ...+ agXg —bivi—...—bvi =0
a z linedrnej nezévislosti vektorov x1,...,Xg4,v1,...,v; tak okrem iného dostavame a1 = ... = a4 = 0.
Vektory xi,...,x, st teda linedrne nezavislé vzhladom na S. O

Pristupme teraz k samotnej konstrukcii Jordanovej bazy prislichajicej k danému nilpotentnému
linedrnemu zobrazeniu.

Lema 4.6.8. Nech W je netrividlny konecnorozmerny vektorovy priestor nad C a ¢b: W — W je
nilpotentné linedrne zobrazenie. Potom existuje Jordanova bdza By priestoru W prislichagica k 1.

Dékaz. Nech r € N\ {0} je rad nilpotentného zobrazenia 1. Skonstruujeme Jordanovu bazu

By = (wi[l],...,wn, [1],w1[2], ..., Wi, [2],..., wi[p], ..., W, [p])

priestoru W prislachajicu k zobrazeniu ¢ takd, ze p e N, ny >ng > ... >n,apre j =1,...,p tvoria
béazické vektory wi[j], ..., wy,[j] Jordanov retazec:

Y wp[j] = o W] = 0.

Jednotlivé Jordanove retazce tak budu v konstruovanej Jordanovej béze vystupovat v nerasticom
poradi podla po¢tu vektorov, ktoré ich tvoria.

KedZe je v nilpotentné zobrazenie radu r, kazdy Joradnov retazec konstruovanej Jordanovej bazy
moze byt dlzky najviac r. Pre s = 1,...,r budeme oznacovat ako £(s) pocet tych retazcov konstruovanej
Jordanovej bazy, ktoré su dlzky aspori s. Samotnu kongtrukciu béazickych vektorov pritom zrealizujeme
v nasledujiicom poradi: postupne pre s = 7,...,1 §pecifikujeme pocet £(s) vietkych refazcov dlzky
aspon s a nésledne aj vSetky vektory w;[j] pre j = 1,...,4(s) — Cize pre vietky j také, ze j-ty retazec
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obsahuje nejaky vektor s indexom 5.2 To znamena, ze bude

v wy[l] — w_1[1] = e wo[1] — w[1] — 0,
v wy[2] — w,—1[2] T wa (2] — w1 [2] — 0,
v owllr)] = weall)] o s wallr)] - willm)] e o,
v owe_[l(r)+1] — = well(r)+1] —  wi[l(r)+1] — O,
v we_1[l(r)+2] — = woll(r)+2] —  will(r)+2] — O,
v oweallr—1)] = o o wallr—1)] o willr—1)] — o,
v walt3) 41 = will3)+1] — o,
v owall3) 12 - will3)+2 — o,
Vi owall2)] o will2)] - o,
v w2 +1 o0,
—

V zmysle tohto zapisu moézeme postup konstrukcie jednotlivych béazickych vektorov, ktory sme opisali
vys§ie, formulovat aj takto: vektory Jordanovej bazy budeme konstruovat postupne ,zlava doprava“
po jednotlivych ,stipcoch®.

Skutocnost, Ze je zobrazenie ¢ nilpotentné radu r > 1, mozno vyjadrit aj rovnostou W = Ker (¢)")
pri sticasnej platnosti vlastnej inklizie W 2 Ker (W”_l). Z tvrdenia 4.4.1 potom dostavame

W =Ker (") 2 Ker (") 2 ... 2 Ker (¢') 2 Ker () = {0}.

UkaZeme si teraz, ako pre s = r, ..., 1 zvolit vektory wg[1], ..., ws[{(s)] tak, aby boli prvkami Ker(1)?)
linearne nezavislymi vzhladom na Ker(¢*~1), aby £(s) = dim(Ker(*)) —dim(Ker(*~1)) a aby stcasne
ziaden z tychto vektorov neporusoval prislusny Jordanov retazec.

Najdeme najprv takéto vektory pre s = r. Pretoze Ker(¢") 2 Ker(y"~!), musi existovat nenulové
prirodzené ¢islo £ a vektory wil],...,w[f] € Ker(¢") doplhajice nejaki bazu priestoru Ker(y" 1)
na bazu Ker()"). Tieto vektory st podla tvrdenia 4.6.7 linearne nezavislé vzhladom na Ker(y"1).
MoZeme teda polozit £(r) := £ a pre j = 1,...,£(r) zvolit w,[j] := w[j]. Vzhladom na to, Ze vSetky
tieto vektory st na prvom mieste vo svojom Jordanovom retazci, neméze byt vlastnost tychto retazcov
7iadnym z vektorov porugend a evidentne tiez £(r) = dim(Ker(¢)")) — dim(Ker(¢"~1)).

Predpokladajme teraz, Ze pre nejaké s € {r—1,...,1} uZzmameprek =r,...,s+laj=1,...,0(k)
skonstruované vietky vektory wy[j], pricom vektory wi[l], ..., wy[(k)] st zakazdym prvkami Ker(¢*)
linearne nezavislymi vzhladom na Ker(1/*~1) a Ziaden z nich neporusuje vlastnost konstruovanych
Jordanovych retazcov. Uréime teraz ¢islo 4(s) a vektory wy[1], ..., ws[l(s)].

V prvom rade musime pridat d'alsi vektor k vSetkym uz nac¢atym Jordanovym retazcom; v opa¢nom
pripade by sme vo vysledku nedostali Jordanovu bazu. To znamené, Ze uréite bude 4(s) > £(s + 1),
pricom pre j = 1,...,£4(s + 1) sme niteni polozit w[j] := ¥(wsi1]j]). Kedze wi1]j] € Ker(y*Th),

90 prave vietky takéto j pojde vdaka tomu, Ze Jordanove retazce konstruujeme v nerastiicom poradi podla poétu
vektorov, ktoré ich tvoria.
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iste w;[j] € Ker(¢*). Musime dokazat, ze takto definované vektory ws[l] ws[l(s + 1)] st linearne
nezavislé vzhladom na Ker(*~1). Uvazujme teda koeficienty ay, . .. Ag(s41) G C také, ze

arws[1] + ... + agep1yws[l(s +1)] € Ker(ws_l).
Je
arws[1] 4+ ..+ ags ey Wsll(s + 1)] = a1 (Wepa[1]) + .. + agsey ¥ (W [l(s + 1)]) =
=¥ (awsp1[1] + ..+ agery W1 [£(s + 1)])
a z prislugnosti tohto vektora do Ker(1*~1) vyplyva, ze

alws-i-l[l] +...t a2(5+1)ws+1[€(5 + 1)] € Ker(d}s)'

Z linearnej nezavislosti vektorov wgi1[1], ..., wsp1[f(s + 1)] vzhladom na Ker(1)*) teda dostavame
al :...:ag(s_H) =0
a vektory wg[1],..., ws[l(s + 1)] € Ker()*) st skutocne linearne nezavislé vzhladom na Ker(y*~1).

Ak uz samotné tieto vektory doplhaju nejaki bazu priestoru Ker(¢*~!) na bazu priestoru Ker (1)),
staci polozit ¢(s) := £(s + 1) a zrejme £(s) = dim(Ker(¢*)) — dim(Ker(¢*"1)). V opa¢tnom pripade
existuje nenulové prirodzené &islo £ a vektory w(l], ..., w[f] prislusné do Ker(¢®) \ Ker(¢*~1) také, ze
vektory

will], . ws[f(s + )] wl], .. wil]

dopliiaji nejakt bazu priestoru Ker (1)~ 1) na bazu priestoru Ker( #). V takom pripade su tieto vektory
linearne nezavislé vzhladom na Ker(1*~!) a mozeme polozit £(s) := £(s+1)+£ a wy[l(s+1)+j] := w]j]
pre j = 1,...,0. Zrejme tiez potom £(s) = dim(Ker(¢*)) — dim(Ker(1*~1)). Tymto je konstrukcia
vektorov z B, dokoncenA.

Zostéava dokézat, Ze takto skonStruované vektory skutoc¢ne tvoria Jordanovu bézu priestoru W
prislachajicu k zobrazeniu . Z konstrukcie je zrejmé, ze B, mozno rozlozit na niekol’ko Jordanovych
retazcov; zostéva teda ukazat, Ze skuto¢ne ide o bazu priestoru W. KedZe st vSak pre j = 1,...,r
vektory

w;(l], ..., w;[l(j)] € Ker(y?)
linearne nezavisle vzhl'adom na podpriestor Ker(¢?~!), z tvrdenia 4.6.7 Tahko vidiet, 7ze vektory z By
musia byt linearne nezévislé. Skonstruovali sme navySe presne

ZE Z dim(Ker(y*)) — dim(Ker(y*™"))) = dim(Ker(¢")) — dim(Ker(¢/°)) = dim(W)

vektorov By; musi teda naozaj ist o bazu priestoru W. O

Dosledok 4.6.9. Nech W je netrividalny konecnorozmerny vektorovy priestor nad C a : W — W je
nilpotentné linedrne zobrazenie. Potom existuje bdza B priestoru W takd, Ze matica Ay[B) zobrazenia 1
vzhladom na B je v Jordanovom kanonickom tvare, pricom kaZdd Jordanova bunka matice Ay[B] je
rovnd Js(0) pre nejaké s € N spliiajice 1 < s < dim(W).

Dékaz. Podlalemy 4.6.8 existuje Jordanova baza By, priestoru W prislichajtica k zobrazeniu . Z tivah
predchadzajtcich definicii 4.6.5 zistujeme, Ze matica Ay [By] je v Jordanovom kanonickom tvare, pricom
jej Jordanove bunky s vSetky uvedeného typu. O

Mozeme prejst k hlavnému vysledku tohto oddielu, ktorého dokaz uz bude len zozbieranim faktov
znamych z predchadzajticeho textu. Opétovne sa vratime k vSeobecnym — ¢ize nie nutne nilpotentnym
— linedrnym zobrazeniam ¢ na kone¢norozmernom vektorovom priestore V a ukazeme, Ze ku kazdému
takémuto ¢ mozno najst bazu, vzhladom na ktorit ma ¢ maticu v Jordanovom kanonickom tvare.
V dosledku toho je kazdé Stvorcova matica nad C podobné nejakej matici v Jordanovom kanonickom
tvare.
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Veta 4.6.10. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor nad C a p: V — V je linedrne zobrazenie.
Potom existuje bdza B priestoru V pozostdavajica zo zovSeobecnenych vlastnijch vektorov zobrazenia ¢
takd, Ze matica A, [B] zobrazenia ¢ vzhladom na B je v Jordanovom kanonickom tvare, pricom kaZdd jej
Jordanova bunka je rovnd Js(\) pre nejaké vlastné ¢islo X zobrazenia p a s € N také, Ze 1 < s < afp, ).

Doékaz. Nech \q, ..., Ay, st prave vSetky po dvoch roézne vlastné ¢isla zobrazenia . Linedrne zobrazenie

vj = (sﬁlc(wj) - AdeG(go)\j)) t G, Aj) = Gp, Aj)

na netrivialnom priestore G(¢, A;) je potom pre j = 1,...,m nilpotentné. Podla désledku 4.6.9 teda
ma, vzhladom na nejakt bazu B; priestoru G(p, A;), maticu A, [B;] v Jordanovom kanonickom tvare.

V Jordanovom kanonickom tvare je tak aj matica A, [B;] zobrazenia
(ps25)

Claipn) = Vi + Aildaen;),

ktoré je dana ako

A B] = Ay, [B] + AT

elaten)

Podl'a dosledku 4.6.9 st vSetky Jordanove bunky matice A, [B;] rovné J4(0) pre nejaké s € N spliajice
1 < s < dim(G(p, Aj)). Z vety 4.5.10 navyse vieme, ze dim(G(¢, A;)) = a(p, Aj). Jordanove bunky
matice Awlcw >\_>[Bj] st teda vietky typu Js(A;j) pre 1 < s < a(p, Aj).

)

Predpokladajme teraz, Ze pre j = 1,...,m je Bj = (vj1,...,Vjs;). Vdaka vete 4.5.10 mozno
priestor V rozloZit na priamy sucet

V=3G(p, M) ®G(p,A2) ... D G(p, Am)
a kazdy z podpriestorov G(p, A1), ..., G(¢, Ap,) je invariantny vzhladom na ¢. Pre bazu
B = (V171, e ,Vl,sl, e an,h e an,sm)

priestoru V teda nutne dostavame

A¢|G(%A1) [B1] 0 e 0
A,B] = 0 A‘PG<¢;A2> [Ba] - ‘ 0
0 0 o Al Bl

To je vsak opéat matica v Jordanovom kanonickom tvare a jej Jordanove bunky st typu uvedeného
v zneni vety. Baza B navySe pozostéva z nenulovych vektorov z mnoziny

G, M) UG(p,X2) U...UG(p, \p),

a teda musi byt tvorené zovSeobecnenymi vlastnymi vektormi zobrazenia . O

Dosledok 4.6.11. Nechn € N a A € C**" je matica. Potom je A podobnd nejakej matici J v Jorda-
novom kanonickom tvare, ktorej Jordanove bunky si vietky typu Js(X\) pre A € 0(A) a1 < s < a(A4,N).
Stipce nesinguldrnej matice P spliiajice;

P AP =1J

s navyse linedrne nezdvislymi zovseobecnenymi vlastnygmi vektormi matice A tvoriacimi bazu C™.
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Dokaz. Podla vety 4.6.10 existuje baza B = (v1,...,v,) priestoru C" tvorena zovSeobecnenymi vlast-
nymi vektormi zobrazenia ¢4 taki, Ze zobrazenie 4 méa vzhladom na bazu B maticu J = A, , [B]
v Jordanovom kanonickom tvare. Pre maticu A = A, [Bs;(C")] ale potom

J = A5,[B) = PIB + Ba(C")| Ay, [But(C")|PBor(C") + B] = P~ AP,

kde P je matica so stipcami v1,...,v,. Ak je naopak P nesingularna matica taka, ze J = P~1AP je
v Jordanovom kanonickom tvare, musi pre bazu B priestoru C" tvorent stlpcami matice P nutne byt
J = A, ,[B] a stlpce matice P st tak evidentne zovieobecnenymi vlastnymi vektormi matice 4. [

Pri vacsine aplikacii Jordanovho kanonického tvaru, s ktorymi sa v rdmci tohto textu stretneme,
nam bude popri najdenom spektre matice stacit poznanie, Zze kazda Stvorcova matica je nejakej matici
v Jordanovom kanonickom tvare podobné — samotny vypocet Jordanovho kanonického tvaru matice,
ktory moze byt obcas trochu pracny, budeme obyc¢ajne obchadzat jednoduch§imi metodami. Aplikacie
Jordanovho kanonického tvaru, ktorymi sa budeme zaoberat, tak budu trochu atypického charakteru
— napriek tomu, Ze ndm umoznia ziskat celkom hmatatelné vysledky, bude povedomie o mozZnosti
realizovat préve opisané konstrukcie pri nich podstatnejsie, nez tieto konstrukcie samotné.

Obdas vsak moze byt transformécia matice do Jordanovho kanonického tvaru nevyhnutna — je preto
uzito¢né ujasnit si, ako ju mozno realizovat. Postup, ktorého spravnost vyplyva z dokazov lemy 4.6.8
a vety 4.6.10, moze byt pre maticu A € C™*" nasledujtci:

1. N4ajdi v8etky po dvoch rézne vlastné &isla Aq,..., A, matice A — Cize korene charakteristického
polynému ch4(z).

2. Opakuj pre A = A1, ..., A\

2.1. Pomocou Gaussovej eliminacie konStruuj matice By, Bo, Bs, ... v redukovanom stupiiovitom
tvare reprezentujiice bazy priestorov Ker(A — AI), Ker((A — AXI)?), Ker((A — XI)3),..., az
kym pre nejaké r € N\ {0} bude B, = B,4;.

2.2. Pomocou Gaussovej eliminacie najdi vektory w[l], ..., w[f] € Ker((A—\I)"), ktoré dopliaji
bazu priestoru Ker((A—AI)"~!) reprezentovant maticou B,_1 na bazu Ker((A—I)"). PoloZ
Lr) =L aw,.[j]:=w[j] pre j =1,...,0(r).

2.3. Opakujpre s=r—1,...,1:

2.3.1. Prej=1,...,4(s+ 1) poloz ws[j] :== (A — AN)wst1]j].

2.3.2. Pomocou Gaussovej eliminacie najdi vektory w(l],...,w[l] € Ker((A — A\I)®) také, ze
vektory w[1], ..., ws[l(s+1)],w[1],..., w[f] dopliiaji bazu priestoru Ker((A — AI)*~1)
reprezentovani maticou Bs_1 na bazu priestoru Ker((A—AI)?®). Poloz £(s) := ¢(s+1)+£
awgll(s+1)+j]:=w[j]prej=1,...,¢

2.4. Nech p = (1) anj je pre j = 1,...,p najvacsie prirodzené ¢islo také, ze j < ¢(nj). Nech By

je Jordanova baza By = (wi[1],...,wy, [1],...,wi[p],..., Wy, [p]) a

Iny (N) 0 e 0
0 Jns(A) ... 0
Iy = . 2.( ) .

0 0 coo Iy (N)

3. Skon$truuj maticu P s blokovym rozkladom P = ( By, Bx, ... By, ) Matica J v Jordano-
vom kanonickom tvare podobna matici A je potom dana ako

Jy 0 ... 0
0 Jy, ... O
J=ptap=| _ T -

0 0o ... Jy

m
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4.7 Mocniny matic v Jordanovom kanonickom tvare

Velka cast aplikacii diagonalizacie matic spoc¢iva na skutoc¢nosti, Ze pre diagonélne matice je lahké
vyjadrit v uzavretom tvare prvky ich t-tych mocnin pre ¢t € N — o tom sme sa uz koniec koncov
mali moznost presved¢it v oddiele 4.3. UkéZzeme teraz, Ze prvky t-tej mocniny moZno v uzavretom
tvare bez vacsich tazkosti vyjadrit aj pre kazdd maticu v Jordanovom kanonickom tvare. To nam
v nasledujucich dvoch kapitolach otvori cestu k pouzitiu metéd z oddielu 4.3 pre Tubovolnti maticu.

Veta 4.7.1. Nech n € N\ {0} a A € C. Pre Jordanovu bunku

A1 0 0
0 X 1 0
Jno\): Do . R
0O 0 ... X 1
00 ... 0 X

a vSetky t € N potom, pri konvencii (Z) 0=k = 0 pre vsetky prirodzené cisla t < k,

)\t (i))\t—l (%) )\t—2 o (n; ))\t—n—i-l

0 )\t (1))\1571 o (n—Z) /\tfn+2
OV : R :

0 0 oAb (Ot

0 0 .0 At

Pre Jo(A\) = (@i j[t]))nxn ai,j =1,...,n je teda

b\t (1) P
ai,j [t] — (]—z)A ak Z = ].;
0 aki> 7.

Dokaz. Predpokladajme najprv, ze A # 0 a uvazujme graf Gr(J,(\)) Jordanovej bunky J,(\). Ide
o ohodnoteny graf nad C s mnoZinou vrcholov [n], ktory je pre n = 3 zndzorneny na obrazku 4.3.
Pozostava z hran (k, k) pre k = 1,...,n ohodnotenych ¢islom A a z hréan (k,k+ 1) prek=1,...,n—1
ohodnotenych ¢islom 1. Hrany prvého typu budeme v silade s beznou grafovou terminolégiou volat
slu¢kami a hrany druhého typu nazveme dopredngmi hranamia.

A A A

1 2 3
Obr. 4.3: Graf Gr(J5(\)) Jordanovej bunky J3(\).

Z vety 1.3.10 vyplyva, Ze a;;[t] je pre 4,5 = 1,...,n siftom ohodnoteni sledov dlzky t vedicich
v grafe Gr(J,(\)) z vrcholu i do vrcholu j. Ak i > j, zjavne neexistuje ziaden takyto sled, a teda
aij[t] = 0. Ak i < j, pozostéva kazdy takyto sled dlzky ¢t > j — i z presne j — i doprednych hran
azt—(j—i) sludiek. Ohodnotenim kazdého takéhoto sledu je teda A=U=9 a kazdy takyto sled
je jednoznacéne urceny poziciami svojich doprednych hradn — dohromady ich teda je (Jiz) Prei <j
a vSetky t € N tak dostavame

PR t—(j—i
sl = ().

¢o dokazuje vetu pre A # 0. Pre A = 0 mozno argumentovat analogicky s tym, ze graf Gr(J,(0))
obsahuje iba dopredné hrany; netreba pritom zabudat na to, ze 00 = 1. O
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Kazda matica

Jnl (Al) 0 0
. 0 Insy .()\2) 0
0 0 coo I (k)

v Jordanovom kanonickom tvare je blokovo diagonalna a vSetky jej diagonalne bloky st Jordanove
bunky. Jej t-tu mocninu tak mozno vyjadrit ako

Ty (A1) 0 . 0
e 0 Jny (M)t .. 0
0 0 v I ()

kde J, (M1)Y, ..., Jn, (Ag)! stt dané podla vety 4.7.1.

Podobné myslienky moZno vyuZit aj pri vypocte niektorych maticovych funkcii definovanych po-
mocou Maclaurinovych radov, do ktorych sa pri ich vyhodnocovani za premennti namiesto ¢isla dosadi
matica — pre lubovolni maticu A € C™*" napriklad mozno hovorit o maticiach ako e?, cos A, alebo
sin A, pricom podobne ako pri umochovani sa pre matice v Jordanovom kanonickom tvare vypocet
tychto funkcii zna¢ne zjednodusi. Viac sa mozno docitat napriklad v [105].

4.8 Spektralne vlastnosti jednoduchych operacii na maticiach

Presktimame teraz vplyv niekolkych jednoduchych maticovych operacii na charakteristické polynomy
a spektra matic, ako aj na algebraické a geometrické nasobnosti jednotlivych vlastnych ¢&isel. Tieto
vlastnosti sa nam zidu v neskorsich kapitolach.

Veta 4.8.1. Nech n je prirodzené ¢islo a A € C™*™ je matica. Potom
chyr(z) = cha(z),
o(AT) = 0(A) a pre kazdé X € o(A) je a(AT,\) = a(A, ) a (AT, ) =v(A4,\).

Dékaz. Plati chyr(2) = det(2I — AT) = det((2I1 — A)T) = det(2I — A) = ch(z). Z toho bezprostredne
vyplyvaji aj tvrdenia o rovnosti spektier a algebraickych nasobnosti vlastnych &isel. Pri geometrickych
nasobnostiach si stac¢i uvedomit, Zze pre kazdé vlastné ¢islo A je

(AT, \) = dim (E(AT, ) = dim (Ker (A" — AI)) = dim (Ker ((A — AI)T)) =
= dim(Ker(A — A\I)) = dim(E(A4, \)) = v(4, ),
ked'Ze hodnost Stvorcovej matice a jej transpozicie si musia byt rovné. O
Veta 4.8.2. Nech n je prirodzené cislo, A € C"*" je matica a g € C\ {0}. Potom
choa(2) = q"cha(z/q),
o(qA) ={g | A€ d(A)} a pre kazdé X € o(A) je a(qA, g\) = a(A, ) av(gA,g\) = v(A,N).

Dékaz. Plati chya(z) = det(2I—qA) = ¢"det((z/q)I—A) = ¢"cha(z/q). Tym st dokazané aj tvrdenia
o spektre a algebraickych nasobnostiach. Pri geometrickych nasobnostiach zistujeme, ze

v(qA, g)\) = dim(E (¢4, ¢g\)) = dim(Ker(¢gA — g\I)) = dim(Ker(q(A — AI))) =
= dim(Ker(A — A\I)) = dim(E(A, X)) = v(4, ),

ked'Ze hodnost matice je rovnaka ako hodnost jej lubovolného nenulového skalarneho nasobku. O
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Veta 4.8.3. Nech n je prirodzené cislo, A € C™*" je matica a k € C. Potom
ChA+kI(Z) = ChA(Z — k),

oA+ kL) ={A+k| X € o(A)} apre kazdé viastné cislo A € o(A) je a(A+ kLA + k) = a(A,N)
ay(A+ELA+E)=~(AN).

Dokaz. Evidentne chgygr(z) = det(zI — (A + kI)) = det((z — k)I — A) = cha(z — k), ¢im st dokazané
aj tvrdenia o spektre a algebraickych nasobnostiach. Pre geometrické nasobnosti navyse
YA+ ELA+ k) =dim(E(A+ kLA + k) = dim(Ker(A+ kI — (A + k)I)) =
= dim(Ker(A4 — AI)) = dim(E(A, X)) = v(A, N). O

Veta 4.8.4. Nech n je prirodzené cislo, A € C"*™ je matica a t € N. Potom

cha(z) = [] (== A,

A€o (A)

a(AY) ={\' | X € a(A)} a pre vietky k € a(A?) je

(Al k) = Z a(A,N).
Ao (A)
A=k

Dékaz. Nech J = (b; j)nxn je matica v Jordanovom kanonickom tvare také, ze pre nejakt nesingularnu
Stvorcovt maticu P je A = PJP~!. Ozna¢me diagonélne prvky matice J pre k = 1,...,n postupne
ako \j := by ;. Potom

cha(z) =chy(z) =(z—=A1)(z = A2) ... (2 — An),
a teda o(A) = o(J) = {\1,...,\n}. Dalej A* = PJ*P~!, prifom diagonalne prvky hornej trojuholni-
kovej matice J¢ st vdaka vete 4.7.1 dané ako A{, A\, ... AL. Preto

chye(z) =chyi(z) = (z = A))(z = A) ... (2 = A\) = H (2 — ADyAN),
A€o (A)

z ¢oho o(AY) = {N\,...; AL} = {\' | X € 0(A)} a algebraickd nasobnost kazdého vlastného ¢isla k
matice A’ je dana sictom algebraickych nasobnosti vlastnych &isel A matice A takych, ze Al = k. [

4.9 Vlastné cisla a stopa matice

Nasu exkurziu do elementarnej linearnej algebry teraz zakon¢ime dékazom jednoduchého pozorovania,
déavajuceho do suvisu vlastné &isla Stvorcovej matice A so stuc¢tom jej diagonélnych prvkov — ten nazy-
vame aj stopou matice A.

Definicia 4.9.1. Nech n € N a A = (a;j)nxn € C"*™ je Stvorcova matica. Stopou matice A nazveme
Cislo
tr(A) =a11 +as2+ ...+ ann.

Tvrdenie 4.9.2. Nech n € N a nech A = (a;j)nxn € C"" a B = (bij)nxn € C"*" si Stvorcové
matice. Potom tr(AB) = tr(BA).

Dékaz. Priamo z definicii stopy a maticového nésobenia je

tl"(AB) = Z Z aj,kbk,j = Z Z bk,jaj,k = tl"(BA). ]

j=1k=1 k=1 j=1
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DokéZzeme teraz, ze stopa Stvorcovej matice je vzdy rovna siactu vSetkych jej vlastnych ¢éisel, kde
kazdé z nich je zaratané aj viackrat podla jeho algebraickej n4dsobnosti.

Veta 4.9.3. Nechn € N a A = (a;j)nxn € C™*" je Stvorcovd matica. Potom

r(A) = D a4, M)A

A€o (A)

Dékaz. Tvrdenie je zrejmé pre matice v Jordanovom kanonickom tvare. Vdaka doésledku 4.6.11 je ale
kazd& matica A s nejakou maticou J € C™"*™ v Jordanovom kanonickom tvare podobné — pre nejakn
nesingularnu maticu P € C**" je A = PJP~!. S pouzitim tvrdenia 4.9.2 teda dostéavame

tr(A) =tr (PJP ') =tr (JP'P) =tr(J) = > a(,A)A= > a4 M)A O
Aeo(J) A€o (A)

Cvicenia
1. Dokéazte tvrdenie 4.1.8.

2. Dokazte, ze podobnost matic je relaciou ekvivalencie na C"*".

3. Existuje pre kazdu koneént mnozinu X C C $tvorcova matica A nad C taka, ze c(4) = X7
Zvolme dalej pre kazdé A € X nejaké nenulové prirodzené &isla v(A) < a(X). Mozno najst
maticu A nad C takud, ze 0(A) = X a pre vietky A € 0(4) je a(A4,\) = a(A) ay(A,\) =v(\)?

4. Najdite vSetky prirodzené ¢isla n > 2, pre ktoré existuje matica A € R"*" taka, ze o(A) C C\R.

5. Nech n € N. Dokazte, ze matica A € C"*" je singularna prave vtedy, ked 0 € o(A). Dajte
v takom pripade do sivisu geometrickt nasobnost (A, 0) s hodnostou matice A.

6. Nech n € N. Nech A € C™*" je matica s vlastnymi &islami Aj,..., \,, kde kazdé A € o(A) je
uvedené a(A, A)-krat. Dokazte, ze det(A) = Ay - ... Ay.

7. Nech V je netrividlny kone¢norozmerny vektorovy priestor, p: V — V je linedrne zobrazenie, A je
jeho vlastné ¢islo a £ je nenulové prirodzené ¢islo. Ozna¢me ako G</(y, A) mnozinu pozostavajacu
z nulového vektora a prave vsetkych zovseobecnenych vlastnych vektorov zobrazenia ¢ radu
najviac ¢ prislichajtcich k A\. Musi G<¢(¢, A) tvorit vektorovy podpriestor priestoru V7 Ak ano,
je tento podpriestor invariantny vzhladom na ¢? Ako by to bolo s mnoZinou G_y(p, \), do ktorej
okrem nulového vektora patria iba zovSeobecnené vlastné vektory radu prdve £7

8. Nech n € N\ {0}. Videli sme, ze pre kazdu nilpotentna Stvorcovi maticu A € C"*™ musi byt
o(A) = {0}. Dokazte obratené tvrdenie: ak o(A) = {0}, je matica A nutne nilpotentna.

9. Nech n je nenulové prirodzené ¢islo a A € C™*"™. Bez odvolavania sa na Jordanov kanonicky
tvar matice dokiZzte, Zze pre kazdy zovSeobecneny vlastny vektor v matice A radu 2 prisluchajici
k vlastnému ¢islu A a pre vSetky ¢t € N je

Alv = Nv 4t Y

kde v/ je nejaky vlastny vektor matice A prislichajuci k X. Sformulujte a dokdzte analogické
tvrdenie pre zovseobecnené vlastné vektory vyssieho radu.

10. Nech n je nenulové prirodzené ¢islo a A € C"*™. Dokazte, ze matica J v Jordanovom kanonickom
tvare podobna matici A je urena jednoznad¢ne az na poradie Jordanovych buniek na diagonéle.
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Poznamky a odkazy na samostidium

Spomedzi mnoZstva uéebnic linedrnej algebry spomeiime predovsetkym tua Zlatosovu [105], ktorou je ¢iasto¢ne ovplyvnena
aj prezentéacia tejto kapitoly. V [105] je v8ak teoria okolo vlastnych ¢&isel a vlastnych vektorov spracovana o nieco vie-
obecnejsie, pre matice nad polom. Z tohto dévodu sa v [105] namiesto o vlastnych &islach hovori o vlastnych hodnotdch;
d'alsim terminologickym rozdielom je, Ze namiesto o zov§eobecnenych vlastnych vektoroch [105] hovori o korefiovgch vek-
toroch. Naznadené st tam aj moznosti rozsirenia tedrie na linearne zobrazenia (alebo operdtory) na nekone¢norozmernych
priestoroch, ktoré su vSak skor predmetom skimania funkcionalnej analyzy [72].

Prezentécia tejto kapitoly je do istej miery ovplyvnena aj Axlerovou uéebnicou [7]. Do velkej miery originalnu pre-
zentaciu zékladov linearnej algebry zas mozno najst v Laxovej ucebnici [77]. Dérazom na geometrickil intuiciu a aplikacie
sa vyznacuji Hladikove skripta [55]. Spomedzi uéebnic maticového po¢tu spomenme aspon [57].



Kapitola 5

Vlastné cisla a grafy 1

Teériu z predoslej kapitoly aplikujeme na problémy suvisiace s grafmi. Podobnost kazdej Stvorcovej
matice komplexnych ¢isel s nejakou maticou v Jordanovom kanonickom tvare vyuZzijeme — spolo¢ne
s poznatkom o tvare mocnin takychto matic — na rieSenie problému enumeracie sledov dizky ¢ medzi
danou dvojicou vrcholov orientovaného multigrafu. Ako dosledok tak ziskame aj relativne jednoduchu
metodu enumeracie slov v racionalnom jazyku. V oboch pripadoch péjde o zovSeobecnenia metod
z oddielu 4.3 na pripad vSeobecnych — teda nie nutne diagonalizovatelnych — matic.

Matice susednosti multigrafov si Specidlnym pripadom nezapornych matic — ¢ize matic, ktorych
prvkami st nezaporné realne ¢isla. Ukazuje sa, Ze o vlastnych &islach nezapornych $tvorcovych matic
toho moZno povedat omnoho viac, nez o vlastnych ¢&islach vSeobecnych komplexnych alebo realnych
Stvorcovych matic. Struktira spektra takychto matic navySe tizko suvisi s ich grafovou interpreté-
ciou — viacero vlastnosti nezapornych realnych matic mozno ekvivalentne sformulovat ako vlastnosti
prislusnych ohodnotenych grafov a naopak. Spektra nezapornych matic st hlavnym objektom zaujmu
takzvanej Perronovej-Frobeniovej tedrie, najdolezitejsie zistenia ktorej si priblizime v ramci oddielu 5.4.
Prechod od matic ku grafom a naopak tam bude zédsadného vyznamu.

K suvisu vlastnych ¢isel s grafmi sa eSte vratime v kapitole 7, v ktorej nac¢rieme do vybranych partii
spektralnej teodrie grafov. Tam uz ale budeme skiimat neohodnotené neorientované grafy.

5.1 Vandermondova a zovSeobecnenid Vandermondova matica

Nez prejdeme k spominanym kombinatorickym aplikadcidm vlastnych ¢isel, zameriame sa na dve triedy
Specialnych stvorcovych matic, variacie ktorych sa v nasich neskorsich avahéach budu prirodzene vynarat
— najprv zavedieme relativne dobre zndmy pojem Vandermondovej matice, od ktorého sa nasledne
posunieme k definicii o nie¢o komplikovanejsich zovseobecnengch Vandermondovijch matic [60].

Podstatné pre nas buda predovSetkym vzorce pre determinanty ,,obycajnych“ a zovSeobecnenych
Vandermondovych matic,' ktoré v nasledujicom dokazeme.

Definicia 5.1.1. Nech F je pole. Vandermondovou maticou radu n € N nad F nazveme pre lubovolné
at, ..., o, € F maticu

W Al Al
1 1 1
o ay ... ap
V(a17 7an) = .
(1711_1 ag—l agfl

!Presnejsie pre nas bude podstatna najmsé skutoénost, Ze si tieto determinanty pre ,nedegenerované“ Vandermondove
a zov8eobecnené Vandermondove matice nenulové — takéto matice teda budt vzdy nesingularne. O nieco jednoduchsi
alternativny dokaz tejto skutocnosti, pri ktorom je samotny vypocet determinantu nahradeny elementarnym argumentom
z tedrie diferenénych rovnic, neskor v hrubych rysoch opiSeme v ramci poznamky 6.5.1.
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Vandermondova matica je teda matica typu n x n, ktorej k-ty stlpec pozostava pre k = 1,...,n
z prvych n ¢lenov geometrickej postupnosti s pociatoénym ¢lenom 1 a s kvocientom «y. V literattare
sa Casto mozno stretnat aj s definiciou ,,po riadkoch [57] — pod Vandermondovou maticou sa v takom
pripade rozumie transpozicia Vandermondovej matice v zmysle definicie vyssie. Tato nekonzistencia
nemé prakticky ziadne vazne dosledky, pretoze najdolezitejsi parameter Vandermondovej matice — jej
determinant — zostava pri oboch alternativnych definicidch nezmeneny.

Veta 5.1.2. Nech F je pole, n € N a ay,...,a, € F. Potom

n n
det (V(ar,...,an)) =[] T] () — ).
i=1j=i+1
Ak si teda proky aq, ..., ap po dvoch rézne, je matica V(aq, ..., a,) nesinguldrna.
Dékaz. Ak o, ..., oy nie st po dvoch rézne, obsahuje matica V(ay, ..., a,) dva rovnaké stipce — je
teda singularna. Jej determinant je v takom pripade rovny nule, ¢o sthlasi so znenim vety.
Predpokladajme teda, Ze a1, ..., a, si po dvoch rézne a postupujme indukciou vzhladom na n.

Pre n = 0 je tvrdenie trivialne pravdivé, pretoze determinant matice typu 0 x 0, ako aj prazdny sucin
st rovné jednej. Pre n =1 a lubovolné a; € F je V(a1) = (1), v dosledku ¢oho

11
det (V( = :HH

Tym je dokdzana béaza indukcie. Nech teraz tvrdenie plati pre n = ¢, kde ¢ je nenulové prirodzené
¢islo: pre vSetky po dvoch roézne aq, ..., a4 € F teda

a g
det (V(au,...,aq)) :H H (0 — ay).

i=1j=i+1
DokaZzeme, Ze tvrdenie plati aj pre n = ¢ + 1. Nech st aq,...,a441 € F dané a po dvoch rozne;
uvazujme polynoém D(z) € Flz| dany ako
ay ay ... ozg 20
ol al ... a; x!
D(z) =det (V(ai,...,aq,2)) = det : : . :
a?il agfl . ozg*l pi1
af ol .. ad 2t

Stupei polynému D(z) je evidentne najviac q. Z Laplaceovho rozvoja podla posledného stlpca navyse
vyplyva, ze koeficient pri 27 je v polynéome D(z) rovny det (V (o, ..., aq)), pricom podla indukéného
predpokladu je toto ¢islo nutne nenulové; polyném D(x) je teda stupha prdve q. Je tieZ zrejmé, Ze
pre k = 1,...,q je hodnota D(ay) rovna determinantu matice s dvoma rovnakymi stlpcami, ktora je
tym padom singularna. Pre k = 1,..., ¢ je teda D(ay) = 0, v dosledku ¢oho st o, . . ., oy prave vietky
korene polynomu D(x). Preto

q
D(z) =det (V(ai,...,aq Hx—ak
k=1

a z indukéného predpokladu dostavame

q q q g+1 q+1
det (V(a, - ag11)) = Dlagrn) = [T T] (o5 — ) [T (g —aw) =TT TI (o5 — ),
i=1j=i+1 k=1 i=1 j=i+1

¢o bolo treba dokézat. O
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Priklad 5.1.3. Pre n € N uvazujme n+1 po dvoch réznych uzlov zg, ..., 2, € C a k nim prislichajice
— nie nutne po dvoch roézne — hodnoty wy,...,w, € C. Dosledkom nesingulédrnosti Vandermonovej
matice je existencia prdve jedného polynému p(z) € Clz] stupna najviac n takého, ze pre k =0,...,n
je p(zx) = wy. Pre kazdi (n + 1)-ticu bodov C? teda existuje préave jeden interpolacny polyndm.

Kazdy polyném p(z) € C[z] stupiia n totiz mozno zapisat ako p(z) = apz? + a1zt + ... + a,2"
pre nejaké koeficienty ag, . .., a, € C. Tento polyném vyhovuje rovnostiam p(zx) = wg pre k =0,...,n
prave vtedy, ked

I R

O

(ap,at,...,an) A , = (wo, w1, ..., W),

2y 27 P

¢ize ked
(ag, a1, -y an)V (20, .-, 2n) = (Wo, W1, - .., Wy).

Vektor koeficientov (ag, a1, ...,a,) teda musi byt rieSenim nehomogénnej ststavy linearnych rovnic
s maticou V(zp,...,z,). KedZe st vSak uzly interpolacie zg,...,2z, € C po dvoch rozne, je podla
vety 5.1.2 Vandermondova matica V(zg,..., z,) nesingularna a uvedena sustava tak méa prave jedno

rieSenie. Koeficienty polynému p(z) st teda dané jednoznacne a tym padom musi byt dany jednoznac¢ne
aj samotny polyném p(z).

Rovnakt argumentaciu mozno, samozrejme, pouzit aj na dokaz existencie prave jedného redlneho
interpola¢ného polynému pre dané po dvoch rézne uzly interpolacie xg, ..., z, € R a k nim prislicha-
jace hodnoty yo,...,yn € R.

Prejdime postupne od Vandermondovych matic k zovseobecnenym Vandermondovygm maticiam.
Hoci samotnéa definicia tychto matic je vonkoncom elementarna, zide sa pri uvazovani o nich aj pohlad,
pri ktorom s jednotlivé stipce matice vyjadrené pomocou derivécii istych polynéomov. Kym nad polom
komplexnych ¢isel C a d'alsimi polami charakteristiky nula by na tieto tcely postacovala forméalna
obdoba beznej derivacie, nad vSeobecnym polom by tento pristup znamenal neprijemnosti spojené
s moznym delenim nulou. Zavedieme preto jemne modifikovani verziu formalnych derivacii polynémov
— tzv. Hasseho derivdciu.

Definicia 5.1.4. Nech F je pole, n € N, ag,...,a, € F a p(x) € F[z] je polyném

n
p(x) = Z azx’.
=0

Pre Tubovolné & € N potom k-tou Hasseho derivdciou — pripadne Hasseho derivdciou rddu k —
polynému p(z) nazveme polyném

DHFpz) =S a <Z> ztk,
t=k

Poznamka 5.1.5. BeZné k-ta formélna derivacia polynému
n
p(z) = Z axt € Flz]
t=0

je dana ako

d* - k k
ar () = 2wt
t=Fk
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kde tE .= t(t —1)...(t — k + 1) je k-ty klesajuci faktorial. Vztah

t
k! =tk
(1)

mozno v poli komplexnych ¢isel C a dalsich poliach charakteristiky nula prepisat ako

k)] kU

Nad takymito polami teda mézeme k-tu Hasseho derivaciu polynému p(z) vyjadrit vztahom

1 d*

D(k)P(fU) = H@p(ﬂﬁ);

ide teda o k-tu derivaciu normalizovani tak, aby bolo D®)zF = 1. V poliach kladnej charakteristiky
naopak moze byt t£ aj k! rovné nule, ¢im sa takéto vyjadrenie Hasseho derivacie pomocou beznej
derivacie stava nemoznym.

Niektoré zédkladné vlastnosti Hasseho derivacie, ktoré budeme pri ivahach spojenych so zovseobec-
nenymi Vandermondovymi maticami vyuzivat, st sformulované v nasledujicich tvrdeniach. Za¢nime
jednoduchym pozorovanim linearity operatora D*).

Tvrdenie 5.1.6. Nech F je pole, p(x),q(x) € Flz| polynomy, a,b € F a k € N. Potom
D® (ap(x) + bg(w)) = aDWp(x) + bDWg(w).

Dékaz. Nech n € N, ag,...,an € Fabg,..., b, € F st také, ze

n

p(x) = Z azz’ a q(x) = Z bt
t=0

t=0

Potom skutocne

D™ (ap(x) + bg(z)) = DW (Zn:(aat + bbgﬁ) = Zn:(aat + bby) (Z) gtk =

t=0 t=k
t\ . ~ [\ 4
= aZat <k> k4 bet <k> 2% = aDWp(z) + bDWq(z). O
t=k t=k

Zidu sa nam aj varianty Leibnizovho a zovseobecneného Leibnizovho vzorca pre Hasseho derivacie,
ktoré postupne sformulujeme v nasledujticich dvoch tvrdeniach.

Tvrdenie 5.1.7. Nech F je pole, p1(z), p2(z) € Flz| polyndmy a k € N. Potom

DB (p(@)pa(a) = Y- (DVpi(@)) (DF P pa(a))

k
j=0

Doékaz. Uvazujme n € N, ag,...,a, € F a bgy,...,b, € F také, ze

pi(z) = Zatfb‘t a p2(z) = Z bea'.
=0 =0

Pre vsetky prirodzené ¢isla t > n dalej polozme a; = by = 0. V takom pripade je
2n

t
pr(@)pa(a) =) <Z ad?t—é) at,
=0 \1=0
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Zistujeme teda, Ze
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podla (5.1). V poslednom kroku sme pritom pouzili elementarny variant Vandermondovej identity:

-2 G)

pre vietky m,n, k € N.2 O

Tvrdenie 5.1.8. Nech F je pole, m € N, py(z),...,pm(x) € F[z] polynémy a k € N. Potom

D® (p1(z)...pm(z) = > J[D™)p;i(a).

ki,...km€eN j=1

k1+---+k‘m:k‘
Doékaz. Indukciou vzhladom na m. Pre m = 0 a m = 1 je tvrdenie zrejmé. Predpokladajme te-
raz platnost tvrdenia pre m = s € N\ {0} a uvazuyjme m = s + 1. Pre Iubovolné polynémy
p1(x),...,pst1(x) € Flx] potom s pouzitim Leibnizovho vzorca z tvrdenia 5.1.7 dostavame

D® (pi(z) ... pss1(2)) = DV (psra(@) (pr(2) ... ps())) =

_ i (Dpg(@)) (DE) (1) .. ps(2)))

ks+1 =0

S vyuzitim indukéného predpokladu teda vidime, Ze

S

k
D®) (py(z) ... psta()) = Z (D(ks“)psﬂ(fﬂ)) Z HD(kj)Pj(JU) =

ks+1=0 k1,...,ks€N j=1
k1+---+ks:k_ks+l

s+1

= Z H D) (),

ki,...kst1€N j=1
k1+~--+ks+1:k

¢o bolo treba dokézat. O

2Vyber k prvkov z mnoziny [m -+ n] mozeme realizovat tak, Ze uréime pocet prvkov j, ktoré budeme vyberat z [m]
a nasledne vyberieme j prvkov z [m] a k — j prvkov z {m +1,...,m + n}.
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Dokézme napokon este jedno pozorovanie o Hasseho derivaciach, podla ktorého mozno — podobne

ako pri beznych derivacidch — polynomy (z + a)! derivovat rovnako ako v pripade polynémov z'.

Tvrdenie 5.1.9. Nech F je pole, a € F a k,t € N su také, Zet > k. Potom

D®(z 4 a)t = <Z> (@ + )",

Doékaz. Uvazujme najprv pripad, ked ¢ = k. Potom

DM (@ + a)t = D®(z + a)f = DW z ( ) aF = (:) = (Z) (z - a)t k.

Predpokladajme teraz platnost tvrdenia pre t = s > k a uvazujme t = s + 1. S pouzitim Leibnizovho
vzorca z tvrdenia 5.1.7 a indukéného predpokladu potom zistujeme, ze

k
D®)(z 4 a)**' = DW ((z 4 a)*(z + a)) Z( (x+a) ) (D(k J)(CL’—G—CL)) =
=0

= D* Dz +a)* + (z+a)DW(z +a)* =
— </<: i 1> (@ +a)" ' 4 (2 +a) (Z) (¢ +a)F =

() Qe (e

¢im je tvrdenie dokézané. O

<.

Vratme sa teraz opét k maticiam. Vandermondovu maticu V' (ayq,...,a,) nad F mozno chéapat aj
tak, ze jej k-ty stipec je rovny f(az), kde f: F — F” je zobrazenie dané pre vietky = € F ako

f(z) = (2% 2,22, ... 2" HT,

Pre m = 0,...,n — 1 teraz uvazujme analogicky definované zobrazenie f("): F — F", ktorého vy-
stupmi st vektory hodnét polynomickych funkcii zodpovedajtacich m-tym Hasseho derivaciam polyno-
mov 2, ..., 2" 1. Kedze pre r > m je

D(m)xr — r 2T m

m )
pre m=0,...,n—1 a vSetky x € F dostavame
T
m m+1 n—1
f(m)($): 0,0,...,0,( >x0,< * >x1,...,< >x"_1_m
—_— \m m m
m

Zovseobecnend Vandermondova matica radu n bude pre ay, . .., as € F anasobnosti nq,...,ns € N\{0}
splhajice ny + ... + ny = n okrem stlpcov f(az) pre k = 1,...,s obsahovat aj prislusné stipce

zodpovedajtce prvym ny — 1 Hasseho derivaciam — ku kazdému ay, tak buda prislachat stipce

flag) =), (o), ..., £7D(qy).
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Definicia 5.1.10. Nech F je pole. ZovsSeobecnenou Vandermondovou maticou radu n € N nad F

nazveme pre Tubovolné s € N, a1,...,as € Fang,...,ns € N\ {0} splhajice ny +... +ns = n
Stvorcovii maticu G = G(ay,...,as;ny,...,ns) typu n x n dani ako®
ay 0 0 o] ad 0 0
1 1\ 0 1 1\ 0
o3 (1)041 0 oo (1)045 0
G =
ni—1 ni—1\ ni1—2 ni—1\ .0
a (" )ed (nl—l)al
n—1 n—1\ n—2 n—1 n—ni n—1 n—1\ n—2 n—1 n—n
o ("7 )al P G % s lan ("7 )al N ) e

Veta 5.1.11. NechF je pole,n,s € N, aq,...,as € Fany,...,ns € N\{0} su také, Zeni+...4+ns =n.
Potom

S S
det (G(ai,...,as;n1,...,ng)) = H H (0 — ay)"i"a.
i=1 j=i+1
Ak si teda proky ai,...,as po dvoch rozne, je matica G(au,. .., as;ny,...,ns) nesinguldrna.
Dékaz. Pren = 0 je dokazované tvrdenie trivialne. Predpokladajme teda, Ze je n nenulové a dané pevne.

Znenie vety dokdzeme pre vetky pripustné F, s, aq,..., a5 a nq,...,ns indukciou vzhladom na pocet
stlpcov zodpovedajucich Hasseho derivaciam nenulového radu — ¢ize vzhladom na

S

(n1—1)+...+(n8—1):Z(nk—l):n—s.

k=1
Zrejme musi byt s e N\ {0} a0 < (n;—1)+...+(ns—1) <n—1. Ak (ny—1)+...+(ns—1) =0,
nutne n; = ... =ng = 1 a matica G(ay,...,as;n1,...,ns) je Vandermondovou maticou:
G(aq,...,asng,...,ng) =V(iag, ..., as).

Béaza indukcie tak vyplyva priamo z vety 5.1.2.

Predpokladajme teraz, Ze je veta dokdzana pre (ngy — 1)+ ...+ (ns—1) = ¢, kde ¢ < n—1 je
prirodzené ¢islo. DokaZeme jej platnost pre (ng —1)+...+ (ns—1) = ¢+ 1.

Nech F je pole, s € N\ {0}, a1,...,as € Fani,...,ns € N\ {0} st také, ze ny +... +ns =n a

(m—1)+...4(ns—1)=q+1.

Maticu G = G(ayq,...,as;n1,...,ns) potom mozno v blokovom tvare zapisat ako
G = ( Blaa,m) ‘ B(ag, ng) ‘ ‘ B(as,ns) ),
kde blok B(ay,ng) je pre k=1,...,s dany ako
al 0 0 0
1
oz,%/, (1)a2 0 0
n;;—2 (nk72 . nE—3 ' (nkf.Q) 0 0
Blowm) = | b o e |
Np— N — N — NE— 1 Nk — 0
o” ( " )O‘kk (n:—Q)ak (&-1)%
'—1 —1' -2 -1 n—(n —-1) -1 . n—n
o (n1 )O‘Z (7:1—2)0% § (7:2—1)0% §
3Zvislé &iary sluzia v nasledujicom zapise matice G = G(ai,...,as;n1,...,ns) len na vizualne oddelenie blokov

prislachajucich k jednotlivym prvkom asq,. .., as.



162 5.1 Vandermondova a zovSeobecnena Vandermondova matica

Nech teraz k € [s] je Tubovolny index, pre ktory je ng > 1; aspon jeden taky index urcite musi existovat,
pretoze (ng — 1)+ ...+ (ns — 1) = ¢+ 1 > 0. Polozme

ozg 0 .. 0 20
1
o (1) 0 z!
— -2 -3 — .,
Blag,ng,z) = | o (" %)agk (Z’;j)a% "
ot (M) (ooes e
-1 —1\ n—2 -1y, n—(ng—1) -1
Qg (nl )O‘Z (7;2—2) Ko "
a uvazujme maticu
G =( Blaa,m) | ... | Blag—1,np-1) | Blog, i, @) | Blagsr,mies1) | --- | Blas,ns) ).
To moZno pre B(ay, ng — 1) pozostavajice z prvych ng — 1 stIpcov bloku B(ay,ny) a pre jednostipcovy
blok B(z,1) = (20,21, ..., 2" )T ocividne prepisat ako
G = ( B(ai,n1) ‘ ‘ B(ag—1,n%-1) ‘ B(ag,ni — 1) ‘ B(x,1) ‘ B(ag41,np41) ‘ ‘ B(as,ns) ),

pricom (ng —1)+...+(ng_1— 1)+ (nkp—1—-1)+ (1 —=1)+ (ngy1—1)+...+ (ns — 1) = ¢. Na maticu G
nad podielovym polom F(z) okruhu polynémov F|z| sa teda vztahuje indukény predpoklad, z ktorého
dostavame

k s
aet(@ =] T (o - a0 [J@=a0™ T[ (o —a™.
i=1 j=1i+1 i=1 j=k+1
kde m; je pret =1,...,s dané ako
_f ni—1 aki=k,
i = { n; inak. (5:2)
Lahko potom vidiet, Ze
det(G) = [D=D det(@)} -
L T=0
[ k s
— |0 (T 1T @5 =™ [le—anm T] (e -ay )| =
i i=1j=1+1 =1 Jj=k+1 T=Qy
s s k s
= H H (0 — )™M D=1 H(:L’ —a;)™ H (aj — )™
i=1j=i+1 i=1 J=k+1 r=ay,

Zo vztahov (5.2) teda vyplyva, ze dokaz bude hotovy, ked ukazeme, ze

k
pme—1) H(m — o)™ H (aj — )™ =

i=1 j=k+1 oo,

- .H(ak —a)" ] (g — ). (5.3)
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Ak ale na vypocet hodnoty

k s
Dm=1) H(a: — ;)™ H (aj — )™
i=1 j=k+1

T=0
aplikujeme zovseobecneny Leibnizov vzorec z tvrdenia 5.1.8, vdaka vztahu my = ny—1 a tvrdeniu 5.1.9
zistujeme, Ze po dosadeni x = «ay modze byt nenulovy iba ten ¢len vyslednej sumy, v ktorom aplikujeme
Hasseho derivaciu radu (ng — 1) na (z — ag)™ = (x — ag)™ L. V désledku toho

k s
D=1 H(:c — ;)™ H (0j — )™ =
i=1 j=k+1 r—ay
k—1 s
H(:L‘ —a;)™ H (aj — )™ =
i=1 j=k+1 v—ay
— S
g H Oék — ng H (aj — ak)mj =
=1 j=k+1
k—1 s
= | | (ar — )™ H (aj —ag)™,
=1 j=k+1
¢im je dokaz rovnosti (5.3) — a teda aj celej vety — dokonceny. O

Na zéver tohto oddielu este uvedme jednoduchy désledok vety 5.1.11 hovoriaci o nesingularnosti
uréitych matic komplexngjch c¢isel velmi blizkych zovSeobecnenym Vandermondovym. Rovnaké po-
zorovanie by sme mohli u¢init aj nad ostatnymi polami charakteristiky nula; nad polami kladnej
charakteristiky uz ale matice z nasledujiceho désledku vo vSeobecnosti nemusia byt nesingularne.

Désledok 5.1.12. Nechn,s €N, aq,...,as € C any,...,ns € N\ {0} si také, Ze ny + ...+ ns = n.
Nech H = H(ay,...,asn1,...,n) je matica

T T T T
H=| h(a1,0) h(ag,1) ... h(al,nl -1) as,O) h(as,1) ... h(as,ns—1) |,

\: 1 1 1

kde pre k=1,...,s ar =0,...,n; — 1 je stlpec h(ag,r) dany v pripade oy # 0 ako
h(ag,r) = (Orozk, lTak, o (n=1)"ag” 1)T
a v pripade oy, = 0 ako
T
h(ag,r)=10,...,0,1,0,...,0
——— N —
r n—r—1
Ak si ¢isla oy, . .., as po dvoch rézne, je matica H(a, ... ,as;ny,...,ng) nesinguldrna.
Doékaz. Nech st ayq, ..., as po dvoch rozne. Podla vety 5.1.11 je v takom pripade nesingularna matica
G=G(aq,...,as,n1,...,ng), ktora je dana ako
ay 0 0 a? 0 e 0
1 1
of () 0 of  (a 0
G =
-1 -1 -2 1
oy (" ey (Zi ed
-1 1\ n—2 —1 - —1\ n— -1 -
or (") (m—)or™™ A G (n_p)as ™™
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Polozme teraz pre jej stlpce

T T T T T T
G = g(Oél,O) g(a171) g(a17n1 - ]-) g(OéS,O) g(OéS,].) g(a87n8_ 1) ’
1 \ \ 3 \ \

Prek=1,...,sar=0,...,n; — 1 teda

1 /(0 o (1\ , n—1\ , .\"
o= (O (o )

ak ai # 0 a pre o, = 0 je
T

g(ag,r)=10,...,0,1,0,...,0
—— =

r n—r—1

Opiseme teraz postup, ktorym mozno pre kazdé k € [s] ziskat zo stipcov g(ag,r) pre r = 0,...,nj — 1
pomocou elementarnych stipcovych operacii stipce h(ay,r) pre 7 = 0,...,n, — 1. Po vykonani tejto
transformécie pre k = 1,...,s tak ziskame z nesingularnej matice G iba s pouZitim elementarnych
stlpcovych operacii maticu H, ktora v désledku toho bude musiet byt tieZ nesingularna.

Nech je teda k € [s] pevné. Ak o = 0, je pre r = 0,...,n; — 1 priamo g(ag,r) = h(ayg, ).
Uvazujme teda pripad, ked aj # 0. Evidentne je g(ay,0) = h(ag,0). Predpokladajme, Ze sme uZ
pre nejaké ¢ € {0,...,ng — 2} stipce g(a,0),...,g(ax,q) transformovali s pouZitim elementarnych
stlpcovych operécii na h(ay,0),. .., h(az, q), pricom zvy3né stipce matice ostali nezmenené. UkaZzeme,
ako mozno transformovat stipec g(ax,q + 1) na h(ag,q + 1), a to iba s pomocou elementarnych
stlpcovych operacii a bez toho, aby sme pozmenili zvysné stipce matice.

Pre j =0,...,n — 1 je v riadku j + 1 stipcového vektora g(ag,q + 1) ¢islo

1 NG _dG—-1...G—q ; _
g O = g ay, =
ol \g+1 af (g +1)!

1 . . ‘ .
_ qg+1 . q—1 0
abrme G ST SUERC S

kde ao, ..., a4 € Z st konstanty nezéavislé od j. Je teda zrejmé, zZe
h(ag,q+1) = (azﬂ(q + 1)!) glag,q+1) —agh(ag,q) —ag—1h(og, ¢ — 1) — ... — apgh(ag, 0).

Stipec h(ag, ¢+ 1) tak ziskame prenasobenim stipca g(ag, g+ 1) konstantou a naslednym odpoé&itanim
niekol'kych skalarnych nasobkov inych stlpcov matice — ¢ize postupnostou elementarnych stlpcovych
operacii, ¢o sme chceli dokazat. O

5.2 Pocet sledov dizky ¢ v multigrafe

Pripomenme si, ze pod orientovanym multigrafom rozumieme — neformélne povedané — orientovany
graf, ktory moze obsahovat nasobné hrany medzi vrcholmi. Podobne ako v priklade 1.1.9 budeme
multigrafy reprezentovat ohodnotenymi grafmi nad polokruhom prirodzenych ¢isel. Ohodnotenie hrany
vedtcej medzi nejakou dvojicou vrcholov tak moZno chapat ako jej multiplicitu — ¢iZe pocet hran
spajajucich ta istu dvojicu vrcholov v povodnom multigrafe. V takychto pripadoch budeme hovorit,
ze ohodnoteny graf G nad N je reprezentdciou prislusného multigrafu.
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Veta 5.2.1. Nech n je prirodzené cislo, G = ([n], p) je ohodnoteny graf nad N a i,j € V(G) su jeho
vrcholy. Nech A := A(G) je matica susednosti grafu G. Pre vsetky t € N je potom pocet sledov S; ;(t)
dlzky t z vrcholu i do vrcholu j v multigrafe reprezentovanom grafom G dany ako

-1

a(AN)—1
Sijt)= Y et N+ Z X kOt k>

A€o (AN{0} k=0 A€a(A)N{0} k=0

kde pre vietky A € 0(A) a k=0,...,a(A,X) —1 je cx i € C konstanta nezdvisld od t a Kroneckerova
delta 0, s je pre vietky r,s € N dand ako

5 = 1 akr=s,
DT 0 akr#s.

Doékaz. 7 dosledku 4.6.11 vyplyva, Ze existuje matica J € C"*™ v Jordanovom kanonickom tvare taka,
Ze pre nejaku nesingularnu maticu P je

A=PJjpP L

Pre vsetky t € N preto
Al =pJtp~L. (5.4)

Matica J je blokovo diagonalna a pozostéva z niekolkych Jordanovych buniek, kde kazda z nich je
rovné Jy,(A\) pre nejaké A € o(A) am € N take, ze 1 < m < a(A,\). Kazdy prvok matice J¢ je teda
bud nulovy, alebo je prvkom ¢-tej mocniny niektorej z tychto Jordanovych buniek. Na zaklade vety 4.7.1
potom zistujeme, Ze pre Tubovolné i,j € V(G) je prvok g; ;[t] matice J' = (g; j[t])nxn alebo nulovy
pre vietky t € N, alebo existuje A € o(A) také, Ze pre nejaké k € N spliajice 0 < k < a(A4,)) — 1
a vietky t € N je!

aisll] = (D Nk, (5.5)

KedZe binomicky koeficient (};) mozno interpretovat aj ako polynomickt funkciu stupia k o premenne;j ¢
a kedze pre A = 0 mozno rovnost (5.5) prepisat ako g¢; j[t] = 0, na zaviSenie dokazu sa uz len staci
odvolat na rovnost (5.4) a na vetu 1.3.10 poskytujiicu grafovii interpretaciu matice A?. O

Z tvrdenia 4.2.5 vieme, Ze pre Tubovolné nenulové prirodzené &islo n a $tvorcova maticu A € C**" je

> (AN =

A€o (A)

Vo vyraze

a(AN)—1
Z Z C,\thk)\t + Z Z Ch, kOt ko
k=0

A€o (A)\{0} A€a(A)N{0} k=0

ktory podl'a predchadzajicej vety vyjadruje pocet sledov dizky ¢t medzi dvoma danymi vrcholmi daného
multigrafu, tak vystupuje prave n neznamych konstant cy . Obvykle navySe nie je Ziaden problém
vypocitat pocty sledov S; ;(t) dlzky t vedtcich z vrcholu i do vrcholu j pre t = 0,...,n — 1; jednotlivé

4Pri konvencii, Ze pre t < k je (E)Otfk =0.
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konstanty ¢y pre A € 0(A) ak =0,...,a(A,\) — 1 st potom rieSenim stistavy

a(AN)— a(AN)—1
> Z SVIUOSESEN > @mkdor = Si;(0),
Aea(AN{0} k=0 Aeo(A)N{0} k=0
(AN -1 1
Z Z 2y 1A+ Z Z T 01,k = Sij(1),
Aeo(AN[0} k=0 Aea(A)N{0} k=0
a(AN)—1 a(AN)—1
Z Z xA,k(n—l)k/\n_1+ Z Z l‘)\k(;n 1k—5’”(n—1)
A€o (AN{0} k=0 Aeo(A)n{0} k=0

kde neznamymi stz pre A € 0(A) ak =0,...,a(4,A) — 1. Ak 6(A) = {\1,..., A}, kde vlastné

Gisla A1, ..., Ay, s po dvoch rézne, mozno uvedent sistavu rovnic v re¢i vektorov a matic prepisat ako
TX{,0
' 5i,5(0)
Tr1,0(AN)—1 Sz’j-(l)
H()\l,...,)\m;a(A,/\l),...,a(A,)\m)) = ’. ,
TX,,0 '
. Sij(n—1)

L, (AAm)—1

kde H(A1, ..., dm;a(A, A1), ..., (A, \p)) oznaduje maticu z dosledku 5.1.12; podla ktorého je tato
matica nesingularna. Uvedena ststava rovnic mé teda jediné rieSenie, ktorym s hladané konstanty
exkpre Aeo(A)ak=0,...,a(4,\) —1.

Pozorovania u¢inené vyssie dohromady poskytuja relativne jednoduchtit metédu enumeréacie sledov
medzi dvoma danymi vrcholmi multigrafu. T teraz ilustrujeme na priklade.

Priklad 5.2.2. Uvazujme orientovany multigraf reprezentovany ohodnotenym grafom G nad N, ktory
je zndzorneny na obrézku 5.1.

Obr. 5.1: Ohodnoteny graf G nad N reprezentujtci uvazovany multigraf.
Predpokladajme, Ze sa zaujimame o pocet sledov dlzky ¢ veducich v tomto multigrafe z vrcholu 1

do vrcholu 4. Ozna¢me tato kvantitu ako S74(t). Z u¢inenych pozorovani vyplyva, Ze na vyjadrenie
tejto hodnoty pre vsetky t € N v uzavretom tvare je mozné vyuzit vlastné ¢isla matice susednosti

A:=AG) =

O O oW
S O NN W
O = =
NN OO
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Zjavne cha(z) = (z — 2)3(z — 1). Pre maticu A je teda o(A) = {\1, A2}, kde
)\1 =2 a )\2 = 1,

pricom algebraické nasobnosti tychto dvoch vlastnych ¢isel si «(A4,2) = 3 a a(A4,1) = 1. Existuju
preto konstanty ca,c21,c22 a c1,0 také, Ze pre vietky ¢ € N je

Sia(t) =ca0-2" + o1t 2+ o0t 2" +cpp. (5.6)
Lahko pritom najdeme hodnoty S; 4(¢) pre t =0, 1,2, 3:
51,4(0) =0, S1,4(1) =0, S51,.4(2) =2, S1,4(3) = 16.
Konstanty ca0,c2,1,c22 a c1,0 teda ziskame ako jediné rieSenie ststavy linearnych rovnic

290 2" + 2971 -0-20 + 2950720 4 219 =0,
To0 2" + w9112 + x99 1220 4219 =0,
To0-22 +xo1-2-22 4 w9927 22 4219 =2,
To0-28 4201328 + 2903223 + 110 = 16,

¢ize po Uprave

r20+ 21,0 =0,

2 w00+2 291 +2 w220+ 710=0,

4-290+8 221+ 16 222+ 219 =2,
8- T2,0 + 24 - T21 + 72 - To2+ X10= 16.

Jediné rieSenie tejto stustavy je dané ako

20 =4 =20,

11
T2 = =,
3
T2 = =C2
T1,0 = —4=c1p.

Dosadenim do (5.6) tak napokon zistujeme, Ze pre vietky ¢ € N je

3 11
Siat)==-12.20— = .. 20 4.2 — 4
’ 4 4
Skugkou spravnosti tu méZe byt napriklad dosadenie niekolkych hodnét ¢ = 4,5, ... a konfrontacia

takto ziskanych vysledkov s hodnotami ,,nameranymi“ prehladavanim grafu.

5.3 Pocet slov dizky ¢ v racionalnom jazyku

Uz davnejsie sme prisli k pozorovaniu, ze problém enumeracie slov dizky ¢ v danom racionalnom ja-
zyku L moZno previest na problém enumerécie sledov vedticich medzi niekolkymi dvojicami vrcholov
multigrafu ziskaného z diagramu deterministického (alebo vseobecnejsie: jednoznacného) kone¢ného
automatu A takého, Ze ||A|| = L. V nasledujucom priklade budeme opét postupovat tymto spodso-
bom; na enumeraciu sledov ale pouzijeme metédu z predchédzajiceho oddielu. Pri troche tsilia nie je
tazké odhalit uzky suvis niZsie opisanej enumeracnej metody zaloZenej na linearnej algebre s metodou
zaloZzenou na vytvéarajicich funkciach, ktord sme si predstavili v priklade 3.5.14.
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Priklad 5.3.1. Uvazujme deterministicky® kone¢ny automat A na obrazku 5.2 a predpokladajme, ze
potrebujeme pre vietky ¢t € N vyéislit pocet slov dlzky ¢ v racionalnom jazyku ||.A||. Zjavne ide o jazyk
nad abecedou X = {a, b, c}; zaujima nas teda pre kazdé ¢ € N hodnota ||[.Al| N X¢|.

b C a,c

Obr. 5.2: Deterministicky koneény automat A.
Lahko vidiet, Ze pre vietky t € N je
AN 2| = S13(t) + S1.4(t),

kde S 3(t) je pocet sledov dlzky t v multigrafe prislachajicom k diagramu automatu A veducich
z vrcholu (stavu) 1 do vrcholu (stavu) 3 a Sy 4(f) mé rovnaky vyznam pre vrcholy (stavy) 1 a 4.

Hodnoty S; 3(t) a S1,4(t) teraz moézeme vy¢islit rovnako ako v predchadzajucom oddiele — to jest
prostrednictvom vypoctu vlastnych ¢éisel prislusnej matice susednosti

1100
1110
A= 0 001
0 0 0 2

Charakteristicky polynom matice A je dany ako
cha(z) = 2% — 423 + 422 = (2 — 2)%22

Preto o(A) = {2,0}, pricom «(A4,2) =2 a a(A,0) = 2. Existuja teda konstanty ¢z, c2,1,¢0,0,c01 € C
také, Ze pre vietky t € N je

S13(t) =cap0- 2t + coq -t 2t + 0,0 0t0+ Co1 - 0p 1, (5.7)
ako aj konstanty ds o, d2 1,do,0,do1 € C take, Ze pre vietky t € N je

Sy4(t) =dao- 2" +dog-t-2" +dog- 0o+ dos-Sia- (5.8)
RieSenim sistavy linearnych rovnic

22,0+ 200 =0
2-x00+2 221 +w01=0
4':E2,0—|—8'."L‘271:1
8o+ 24 1071 =2

potom zistujeme, Ze co g = %, c21 =0, cop= —% acol = —%. Podobne rieSenim stistavy

Y2,0 + Y00 =0
2-y20+2-y21+Y,1=0
4-y20+8-y21=0
8-y20+24-yz1 =1

5Presnejsie ide o deterministicky koneény automat s éiastocnou prechodovou funkciou. To je v poriadku — ako sme uz
spomenuli, rovnaki argumentéacia by bola namieste aj pre Tubovolny jednoznaény konecny automat.
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zistujeme, Ze dpo = —i, dyy = %, doo = % a do1 = %. Dosadenim do (5.7) a do (5.8) nasledne
dostavame ) L )
Sis(t)==-2—=.8,0—=-0
1,3(1) 1 1060 =5 01

1 1 1 1
31,4(75):g-t.2t—1-2t+1-5t,0+z5@1,

z &oho uz hladany pocet slov dlzky t v jazyku ||.A|| vieme vyjadrit ako

1 1
A NV = S15(t) + S1a(t) = gt 2= 0
Ako skuska spravnosti méze opét posluzit konfrontacia tohto vysledku pre ¢t = 4,5, ... s hodnotami

ynameranymi® prehladavanim automatu.

5.4 Perronova-Frobeniova tedéria nezipornych matic

Lubovolni maticu nad mnoZinou nezapornych realnych ¢isel R>¢ nazveme nezdpornou. Budeme sa
teraz blizsie zaoberat — predovSetkym spektralnymi — vlastnostami nezédpornych Stvorcovych matic.
Pozorovania, ku ktorym sa dopracujeme, budu tvorit jadro takzvanej Perronovej-Frobeniovej teorie.

Teoria nezapornych matic patri k tym oblastiam matematiky, v ktorych vzajomny sivis medzi
maticami a grafmi zaujima vysostné postavenie. Toto prepojenie bude pre nas uzito¢né , v obidvoch
smeroch“: lepsie pochopenie struktary spektra nezapornych matic vyuZzijeme pri rieSeni rozliénych tloh
stvisiacich s ohodnotenymi grafmi nad R>( — a teda aj nad N, ¢i B — a grafova perspektiva nam naopak
casto podstatne zjednodusi a zintuitivni argumentaciu o nezapornych Stvorcovych maticiach.

Nase skiimanie zatneme definiciou asi najvyznamnejSej triedy nezapornych Stvorcovych matic —
takzvanych ireducibilngch matic. Nepodjde v8ak o Zziadnu skuto¢ne novi myslienku: hned vzapéati totiz
ireducibilné matice charakterizujeme pomocou déverne znameho pojmu silne stvislych grafov.

Najskor si ale pripomenme, ze permutacnd matica je Stvorcovi matica pozostavajica z jednotiek
a nil, ktora ma v kazdom riadku aj stipci prdve jednu jednotku. Pre permutaént maticu P typu n x n
teda existuje permuticia 7: [n] — [n] takd, Ze P = (pij)nxn, kde pre k = 1,...,n je ppz) = 1
apr; =0prej=1,...,7(k) = 1,7(k) + 1,...,n. Hovorime potom, ze P zodpoveda permutacii 7.
Kazda permutacné matica je navySe nesingularna a plati P~' = PT pricom této matica zodpoveda
permutécii 77!, Dahko d'alej vidiet, ze pre I'ubovolné nenulové prirodzené &slo n, Tubovolnd maticu
A = (a;,j)nxn a lubovolni permutacntt maticu P typu n x n zodpovedajiicu permutacii 7 je

Ar(1)m(1)  Gr()m(2) - Cr(1)m(n)
Ar(2) 1 Qr (). cee Ap(2)r(n
pAP-! — (2?7 1) (2?, 2) ' (2).7 (n)
Ar(n),m(1)  Ar(n)m(2) -+ Gr(n)m(n)

Ide teda o ,,povymiehanie riadkov aj stipcov matice A podla permutécie 7.

Definicia 5.4.1. Nech n € N a A € RYj" je matica. Maticu A nazveme reducibilnou, ak n > 2
a existuje permutacna matica P taka, Zze

B B
-1 _ 1,1 1,2
PAP _( ! Bm),

kde pre nejaké nenulové prirodzené ¢&isla ni, ng spfﬁajﬂce ni +ng = n st By, By 2, Bao bloky typov
ni X ni, n1 X Ng, resp. ng X ng a kde 0 oznacuje nulovy blok typu ns X ni. Matica A je ireducibilnd,
ak nie je reducibilné.
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Poznamka 5.4.2. Kazdd nezapornt maticu typu 0 x 0 alebo 1 x 1 teda povazujeme za ireducibilnd.

Tvrdenie 5.4.3. Nechn €N, A e Rgé" je matica a G = ([n], ) je ohodnoteny graf nad R>q taky, Ze
A= A(G) - alebo ekvivalentne: G = Gr(A). Potom je matica A ireducibilndg prave vtedy, ked je graf G
silne suvisly.b

Dékaz. Pren = 0an =1 jetvrdenie zrejmé — kazda matica typu 0x0 alebo 1x1 je ireducibilné a kazdy
graf s najviac jednym vrcholom je silne suvisly. Pre n > 2 z definicie 5.4.1 vyplyva, Ze matica A je
reducibilndg préave vtedy, ked existuje permutacia 7: [n] — [n] a nenulové prirodzené ¢isla nq, ny také, ze
ni+ng=mnaprei=n1+1,...,n1+nzaj=1,...,n1 je ar) ;) = 0. To znamena, Ze pre neprazdne
podmnoziny Vi =7 ({1,...,m}) a Vo = 7 ({n1 +1,...,n1 + n2}) mnoziny vrcholov grafu G nevedie
z vrcholov mnoziny Vo v grafe G Ziadna hrana do vrcholu mnoziny V;. Takato situacia ale ocividne
nastéva prave vtedy, ked graf G nie je silne suvisly. O

Ako okamzity dosledok prave dokédzaného tvrdenia dostéavame, Ze nezdporna matica A typu n x n
je ireducibilna prave vtedy, ked pre u,v = 1,...,n existuje prirodzené &islo t také, Ze v matici A’ je
na pozicii v u-tom riadku a v-tom stlpci kladné realne éislo.

Dosledok 5.4.4. Nech n € N a A € RL{" je matica. Matica A je ireducibilnd prdave vtedy, ked
pre vietky dvojice indezov u,v € [n| ezistuje t € N také, Ze pre A" = (a; ;[t])nxn je auy[t] > 0.

Dokaz. Z predchadzajiaceho tvrdenia vyplyva, Ze matica A je ireducibilné prave vtedy, ked pre vietky
u,v € [n] existuje v grafe Gr(A) = ([n], ¢) aspon jeden sled z u do v. Pre vSetky u,v € [n] teda musi
pre nejaké ¢ € N existovat v tomto grafe sled z u do v dlzky ¢. V takom pripade musi pre kaZdy sled
v € Wyw(Gr(A),t) byt o(vy) > 0;” podla vety 1.3.10 teda a,,[t] > 0. Ak naopak ziaden sled dizky ¢
veduci z u do v neexistuje, z vety 1.3.10 vyplyva a,,[t] = 0. Uvedena podmienka je teda ekvivalentna
existencii ¢ € N takého, Ze ay,[t] > 0. O

Désledkom tvrdenia 5.4.3 je aj nasledujtca ekvivalentna charakterizacia ireducibilnych matic, ktora
sa nam neskor zide. Maticu nazveme kladnou, ak st vSetky jej prvky kladné realne ¢isla.

Dosledok 5.4.5. Nechn € N\ {0} a A € erwan je matica. Matica A je ireducibilnd prdve vtedy, ked
je matica (A+T1)"~! Kladnd. Tdto situdcia nastane prave vtedy, ked si pre kazdy vektor x € R%\ {0}
kladné vietky zlozky vektora (A +1T1)"x.

Doékaz. Matica A je podla tvrdenia 5.4.3 ireducibilnd prave vtedy, ked pre vSetky u,v € [n] existuje
v grafe Gr(A) asponi jeden sled z vrcholu w do vrcholu v — o nastane prave vtedy, ked pre vSetky
u,v € [n] existuje asponi jeden sled z u do v v grafe Gr(A+1I), ktory oproti Gr(A) obsahuje maximéalne
niekol'ko slu¢iek navyse. Najkratsi taky sled v je ale dlzky najviac n — 1, pricom s pouzitim sluciek ho
mozno predlzit na sled dlzky prave n — 1. Matica A je teda ireducibilna prave vtedy, ked pre vietky
dvojice vrcholov u,v € [n] existuje v grafe Gr(A +1I) sled z u do v dlzky presne n — 1. To sa vdaka
vete 1.3.10 a kladnym ohodnoteniam jednotlivych hran stane prave vtedy, ked st na vSetkych poziciach
matice (A + I)"~! kladné redlne &isla.

Je zrejmé, ze pre IubovoInt kladnt maticu B typu n x n a Iubovolny vektor x € RZ \ {0} musi
byt vektor Bx kladny. Ak naopak matica B = (b; j)nxn € RZ5" nie je kladna, existujt u, v € [n] take,
ze by, = 0. Pre Tubovolny vektor x € R, \ {0} s nenulovou v-tou zlozkou a ostatnymi zlozkami
nulovymi je potom Bx vektor, ktorého u-ta zlozka je nulova. Nezaporna &tvorcova matica B radu n
je teda kladna prave vtedy, ked je pre vietky x € R%, \ {0} kladny vektor Bx; na dokaz druhej Casti

dosledku tak staci vziat B = (A + 1) 1. O

6Graf G = (V, p) je silne suvisly, ak pre vietky u,v € V(G) existuje v grafe G sled z vrcholu u do vrcholu v.

"Sled totiz musi pozostavat z hran ohodnotenych nenulovymi prvkami mnoziny R>o. Kazdéa hrana v slede v je teda
ohodnotena kladnym redlnym ¢islom, v désledku ¢oho je kladné aj ohodnotenie samotného sledu v: pre prazdny sled je
tymto ohodnotenim 1 a pre neprézdne sledy ide o si¢in nenulového po¢tu kladnych realnych &isel.
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V nasledujticom budeme pre nenulové prirodzené ¢&islo n a dvojicu nezapornych redlnych vektorov

)T

X:(x].)"'7xn 9 y:(y].)’yTL)T

pisat x <y,akprek=1,....njexp, <yrax>y,aky <x.

Analyzu spektra nezapornej Stvorcovej matice A € RL§™ do vel'kej miery zaloZime na vlastnostiach
takzvanej Collatzovej- Wielandtovej funkcie T 4 prlsluchajucej k matici A, ktora teraz zadefinujeme.
Péjde o funkciu, ktora pre kazdy vektor x € RZ \ {0} udava najuicsie nezaporné realne ¢islo o take,
7e AX > ax; tito jej vlastnost explicitne sformulujeme v tvrdeni 5.4.7. Prezentacia nasledujucich partii
tohto oddielu je do velkej miery ovplyvnena knihou [86].

Definicia 5.4.6. Nech n € N\ {0} a A € RZ§" je matica. Collatzovou- Wielandtovou funkciou prisla-

chajucou k A nazveme zobrazenie I' 4 : RZ O\{0} — Rxq dané pre vietky x = (z1,...,2,)7 € R%,\ {0}
a pre Ax = (4,...,2})T predpisom
/
x
Fa(x) = min £
A= I
:ka#()

Tvrdenie 5.4.7. Nechn € N\ {0} a A € RI{". Pre viethy x € RL,\ {0} potom
F'a(x) =max{a € R>g | Ax > ax}.

Doékaz. Nech x = (x1,...,2,) a Ax = (x'l, o, xt)T. 7 definicie Collatzovej-Wielandtovej funkcie
potom vyplyva, Ze pre k; 1,...,n je zj, > T'a(x)xy, z ¢oho Ax > I's(x)x. Musi vSak zaroven
existovat k € [n] také, Ze x # 0 a 3”2 =T 4(x)x). Pre vietky € > 0 potom z} < (Ta(x) + €) 1, a teda
nemoze platit nerovnost Ax > (T'z(x) + ) x. O

Dokézeme teraz jednoduchu lemu, podla ktorej prenasobenie vektora x € RZ, \ {0} kladnym
realnym ¢islom — ¢ize skalarom z Rsg — nemeni hodnotu Collatzovej-Wielandtovej funkcie. Toto pozo-
rovanie nam neskor v pripade potreby umozni vektory normalizovat — napriklad tak, aby manhattanska
norma

%[ =|z1|+ ...+ |zn| =21 +.. .+ 2y

nezaporného realneho vektora x = (x1,...,2,)" rézneho od 0 bola rovna jedne;.
Lema 5.4.8. Nechn € N\ {0} a A € RLG". Pre vietky x € R%; \ {0} a g € R>q potom
Fa(gx) =Ta(x).
Doékaz. 7 tvrdenia 5.4.7 priamo dostavame
Fa(gx) =max{a € R>o | Agx > agx} =max{a € R>o | Ax > ax} =T 4(x). O

Pre kazdé nenulové prirodzené ¢islo n nazveme Standardnym (n — 1)-simplexom podmnozinu A,
mnoziny R%, dand ako

A?’L—l = {(‘rla o 7xn)T

Dokazeme, ze Collatzova-Wielandtova funkcia I'4 prlsluchajuca k ireducibilnej® matici A € R;‘E”
nadobida na tandardnom simplexe A,_; maximum. Standardny simplex A,,_; je zrejme kompaktnou

n
Zxkzl} ={xeR% | [x[h=1}.
k=1

8Rovnakn vlastnost maji aj reducibilné nezaporné matice. Toto nie prili§ dolezité tvrdenie nebudeme dokazovat,
pojde vSak o bezprostredny désledok nasich neskorsich uvah.
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— &ize ohrani¢enou a uzavretou”? — podmnozinou R™. Lubovolna funkcia f: R” — R spojita na A,_q
teda na tejto mnozine nadobtida maximum. Lahko moZno dokéazat, Ze Collatzova-Wielandtova funkcia
je vzdy spojitd v bodoch mnoziny RY, — to je népliiou cvicenia 3 na konci tejto kapitoly. Existuje
v8ak ireducibilnd matica A taka, Ze k nej prisluchajica Collatzova-Wielandtova funkcia nie je spojita
na A,_1 \ RZ,, ¢ize v hraniénych bodoch simplexu A,_1; najdenie prikladu takejto matice je zas
napliiou cvicenia 4 na konci kapitoly. Dokaz nasledujucej lemy tak bude o ¢osi menej priamociary.

Lema 5.4.9. Nechn € N\ {0} a A € RLG" je ireducibilnd nezdpornd matica. Collatzova-Wielandtova
funkcia T 42 RE\ {0} — Rxq prishichajica k A potom na An_1 nadobida mazimum.

Dékaz. Ozna¢me symbolom A 4 mnozinu
Ag={(A+D" x| x€ Ap_1}.

Ta je ocividne kompaktna — CiZe ohranicend a uzavreta — a z dosledku 5.4.5 vyplyva, ze Ay C RZ,,.
Collatzova-Wielandtova funkcia I 4 je preto spojita vo vietkych bodoch mnoziny A4 a v nejakom bode
Ymaz € A4 teda nadobiida svoje maximum na A4 — ¢ize

FA(Yma:Jc) > FA(Y) (5'9)
pre vSetky y € Ay. Polozme
1
Xmax ‘= 71 Ymazx;
HYmaxHI

pricom zjavne Xpq: € An_1. UkAZeme, Ze pre vietky x € A,,_1 je
I'A(Xmaz) > Ta(x), (5.10)
¢im bude lema dokazana. Nech je teda vektor x € A,,_1 dany pevne. Z tvrdenia 5.4.7 potom
Ax > Ta(x)x
a prenasobenim oboch stran zlava maticou (A 4+ I)"~! dostavame
(A4+T)" T Ax > Ty (x)(A+T)" I,
z &oho — pretoze podla lemy 4.5.6 je (A +1)" 1A = A(A+1)"1 — vyplyva
A[(A4+D)" x| > Ta(x) [(A+D)" %] .

Podla tvrdenia 5.4.7 potom
s ((A+D)" 'x) > Da(x). (5.11)

Teraz uz mozeme pristapit k samotnému dokazu nerovnosti (5.10):

(5.11) (5.9)

n— Lema 5.4.
FA(X) < 1—WA ((A+I) 1X) < FA(Ymaac):FA(HymaxHIXmaa:) :5 ®

I‘A (Xmaw)a
¢o bolo treba dokézat. O

S pomocou lemy 5.4.8 nasledne zistujeme, ze lubovolné maximum Collatzovej-Wielandtovej funkcie
na Standardnom simplexe A,,_1 je aj jej globalnym maximom — ¢iZze maximom na celom jej defini¢nom
obore RY, \ {0}. Prichddzame tak k nasledujticemu dosledku.

Ide o jednu z moznych definicii kompaktnosti pre podmnoziny C", ktora pre ne stuhlasi s topologickou definiciou
kompaktnosti vd'aka tzv. Heineho-Borelovej vete. Citatela tu len odkaZzeme napriklad na [99].
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Dosledok 5.4.10. Nech n € N\ {0} a A € REF" je ireducibilnd matica. Collatzova-Wielandtova
funkcia T 42 R\ {0} — R>o potom nadobida aspori jedno globdlne mazimum.

Dékaz. Nech Xpar € Ap—1 je niektory z bodov, v ktorych funkcia I'4 nadobiida svoje maximum
na Standardnom (n — 1)-simplexe — jeho existencia vyplyva z lemy 5.4.9. Ukazeme, Ze pre vsetky

x € R\ {0} jo
. J FA(X) < FA(Xma:v)-

Zvolme vektor x € R%, \ {0} Tubovolne. Vektor
1
— X
et

potom patri do A,,_1 a z lemy 5.4.8 dostavame

Ta(x)=Ty4 (HX1H1 x> < Ta(Xmaz),

¢im je dokaz dokondceny. O

Z lemy 5.4.8 tiez vidiet, ze Collatzova-Wielandtova funkcia je vzdy jednoznacne dana jej ziZenim
na A,_1. Hodnota tejto funkcie na T'ubovolnom vstupnom vektore x je totiz rovnaké ako na (1/]|x||1) x,
¢o je bod priestoru R, ktory si mozno predstavit ako priese¢nik jeho nadroviny obsahujtucej A,_1
a priamky prechédzajicej cez body x a 0.

Mozeme teraz prejst k skamaniu vlastnych ¢isel a vlastnych vektorov ireducibilnych nezapornych
matic. Zac¢nime jednoduchou lemou, podla ktorej je lubovolny nezaporny vlastny vektor takejto matice
v skuto¢nosti kladny.

Lema 5.4.11. Nech n € N\ {0} a A € RLF" je ireducibilnd matica. Nech v € R je vlastnyg vektor
matice A. Potom v € RZ.

Dékaz. Vlastny vektor musi byt nenulovy; z predpokladu v € RY, preto vyplyva v € RY, \ {0}.
Ak je dalej A € C vlastné ¢islo prislachajtce k v, musi byt Av = Av, a teda — podla vety 4.8.3 — aj

(A+TD)v =)+ 1)v.

V désledku toho
A+D)" v =\+1)" v, (5.12)

Za ucelom sporu teraz predpokladajme, Ze je niektora zlozka vektora v nulova. Potom musi byt nulova
aj niektora zlozka vektora (A +1)""!v. Kedze ale v € R\ {0}, musi byt podla dosledku 5.4.5 vektor

(A +I)"!v kladny. Tieto dve skuto¢nosti viak dohromady o¢ividne odporuji rovnosti (5.12). O
Pre Tubovolné nenulové prirodzené &islo n a Tubovolny vektor x = (x1,...,7,)7 € C" dalej
definujme vektor |x| ako
x| := (Jz1],- ., Jza])T € R
Podobne pre maticu A = (a;;)nxn € C"*" bude |A| oznaovat maticu |A|:= (|ai;|)nxn € R

Dosledkom nasledujiicej lemy okrem iného bude, Ze pre nezdporni maticu A € RZ5™ a Iubovolny jej
vlastny vektor v € C™ prisluchajici k vlastnému ¢islu A plati A|v| > |A| - |v].

Lema 5.4.12. Nech n € N\ {0}, A = (aij)nxn € C" a v = (vq,... ,op)T € C™ je vlastny vektor
matice A prislichagici k vlastnému cislu A € o(A). Potom

[Al - [v[ = Al [v]
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Doékaz. KedZe je v vlastny vektor matice A prislichajaci k vlastnému ¢islu A, plati
Av = v,

z ¢oho pre k = 1,...,n dostavame
n
Z ak,jvj = vy
=1

a v dosledku toho aj

n

D lawgl - o] = AL~ ol.

J=1

Pre vektor |[v| = (Jv1],..., |va])? je preto
[Al-[v] = A [vl,
¢o bolo treba dokazat. O

Spektrdlnym polomerom matice — moZe pritom ist o Tubovolnu Stvorcovii maticu komplexnych &isel
typu n X n pre n > 0 — rozumieme najvacsiu spomedzi absolttnych hodnoét jej vlastnych &isel.

Definicia 5.4.13. Nech n € N\ {0} a A € C"*". Spektrdlnym polomerom matice A nazveme nezaporné
redlne ¢islo p(A) dané ako
o(4) = max {|A] | A€ o(4)}.

Dokéazeme teraz prva z klicovych vlastnosti spektier ireducibilnych nezapornych matic: spektralny
polomer kazdej takejto matice je jej vlastnym ¢islom. Medzi vlastnymi ¢islami s maximalnou absolatnou
hodnotou je tak pre ireducibilnt nezapornd maticu vzdy nezaporné realne ¢&islo.

Veta 5.4.14. Nechn € N\{0} a A € RL§" je ireducibilndg matica. Potom je ¢ := o(A) vlastngm cislom
matice A, ku ktorému prislicha aspoti jeden kladny vlastng vektor. Hodnota o je navysSe globdlnym
mazimom Collatzovej- Wielandtovej funkcie I' 4 a vektor x € RZ,\ {0} je vlastngm vektorom matice A

prislichajicim k o prave vtedy, ked I s(x) = o; kaZdy takijto vektor x pritom patri do RZ.

Dékaz. Uvazujme Tubovolny vektor xmq. € R%,\ {0}, pre ktory funkcia I'4 nadobtda svoje globéalne
maximum — existencia aspoil jedného takého vektora je zarucena vdaka dosledku 5.4.10. Ukazeme
najprv, ze Xmay je vlastny vektor matice A s prislachajucim vlastnym ¢islom I 4 (Xmaz)-

Z tvrdenia 5.4.7 vyplyva, Ze musi platit nerovnost

Axmax >T'y (Xmax)xma:p-

Potrebujeme ukazat, Zze tato nerovnost je v skutoc¢nosti rovnostou. Za tucelom sporu predpokladajme,
7e to tak nie je; vektor

Axmaa: —T'a (Xmam ) Xmazx

je potom prvkom R%, \ {0}. Podla désledku 5.4.5 je teda vektor

(A + I)nil (Axma:c - FA(Xmaac)Xmax) = (A + I)nilAXma:c - FA(Xma;v)(A + I)nilxmaa: =
= A[(A+ D" "Xma] — Ta(Xmaz) [(A + D" Xima]

kladny. Existuje teda € € R+ také, ze

A [(A + I)n_lxmax] - (FA(Xma:v) + 5) [(A + I>n_lxm‘w] =20
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a z tvrdenia 5.4.7 dostavame
T'a ((A + I)n_lxmaz) > FA(Xma:v) + ¢,
¢o odporuje predpokladu, Ze I o(Xmaz) je globalne maximum funkcie I'4. Nutne teda

Axmax =TIy (Xmaa:)xma:(;

a Xmae je tak skutocne vlastnym vektorom matice A prislachajucim k vlastnému éislu I' 4 (Xa2 )-

Dokazeme, ze I'gA(Xmaz) = 0. Za tymto ucelom zjavne staci ukazat, Ze pre kazdé vlastné ¢&islo
A € o(4) je [N € Ta(Xmaz). Nech je ale vlastné ¢islo A dané pevne a v je Tubovolny k nemu
prislichajuci vlastny vektor. Z lemy 5.4.12 potom

Al = [A[- |v],
kde [v] € R%;\ {0}. S pouzitim tvrdenia 5.4.7 teda zistujeme, Ze
|A| < PA(’VD < FA(Xmaw)~

Kazdy vlastny vektor x € R%; matice A prislichajici k ¢ napokon podla lemy 5.4.11 patri do RZ,
pricom z rovnosti
Ax = ox

a tvrdenia 5.4.7 vyplyva I'4(x) > o. KedZe je teda p globalnym maximom Collatzovej-Wielandtove;j
funkcie I' 4, musi byt I'4(x) = ¢ a dokdzané su aj zvysné Casti vety. O]

Spektralny polomer o(A) ireducibilnej nezapornej matice A je teda vzdy jeho vlastnym ¢islom.
Tento poznatok teraz este o nie¢o upresnime: dokdZeme, Ze algebraicka nasobnost vlastného ¢isla o(A) je
pre ireducibilnt nezaporntt maticu A vzdy rovna jednej a spektralny polomer g(A) tak je jednoduchym
korenom charakteristického polynoému ireducibilnej matice A.

Veta 5.4.15. Nechn € N\{0} a A € RL{" je ireducibilnd matica. Pre vlastné cislo o := o(A) matice A
je potom a(A, o) = 1.

Dokaz. Spektralny polomer o = g(A) je vlastnym ¢islom matice A podla vety 5.4.14; znenie dokazo-
vaného tvrdenia teda dava zmysel. Na jeho dokaz vyuZijeme vetu 4.5.10, podla ktorej staci ukazat, Ze
dimenzia zovSeobecneného vlastného priestoru G(A, p) prislichajiceho k ¢ je rovna jedne;j.

Podla vety 5.4.14 prisliicha k ¢ aspoit jeden kladny vlastny vektor x, = (21,...,2,)T € RZ,. Treba
dokazat, Ze vSetky vlastné vektory matice A prislichajtce k o st skalarnymi nasobkami vektora x,
a ze k vlastnému ¢islu ¢ matice A neprisliucha ziaden zovSeobecneny vlastny vektor radu 2.

Nech teda v = (vq,...,v,)T je Tubovolny vlastny vektor prisltchajici k o; z lemy 5.4.12 potom

Alv| > o|v]. (5.13)
Evidentne viak |v| € R, \ {0} a z (5.13) tak podla tvrdenia 5.4.7 dostdvame
Fa(lvl) = e

Z vety 5.4.14 potom vyplyva, Ze tato nerovnost je v skuto¢nosti rovnostou a |v| je kladny vlastny
vektor prisluchajuci k p. Specialne teda |v1| > 0, z ¢oho v1 # 0. Prva zlozka vektora

V1Xp — T1V (5.14)

je navyse nulova, pretoze je rovna viz; — x1v;. Vektor (5.14) preto nemdze byt vlastnym vektorom
prislichajucim k g, lebo v opa¢nom pripade by podla argumentécie vyssie bol vektor

lvix, — 21V
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kladnym vlastnym vektorom prislichajicim k g, hoci jeho prva zlozka je tiez evidentne nulova. Stucasne
viak vektor (5.14) patri do E(A4, p), v dosledku ¢oho zistujeme, ze musi platit

v1Xo — 21V = 0,

a teda aj

Vektor v je teda skutocne skalarnym nasobkom vektora x, a prva cast dokazu je dokoncena.!”

DokéZzeme teraz, Ze k vlastnému ¢islu ¢ matice A neprislucha Ziaden zovseobecneny vlastny vektor
radu 2; vyuzijeme pritom mensi trik s transponovanou maticou, ktory je prebraty z |76]. Sporom:
nech v je zovSeobecneny vlastny vektor matice A radu 2 prislachajuci k o. Potom

v = (A - ol)v

je vlastny vektor matice A prislichajici k vlastnému é&islu p. Z dokazaného teda vyplyva, Ze existuje
konstanta g € C\ {0} tak4, ze v/ = qu.H Pre zovSeobecneny vlastny vektor w := %v preto dostavame

1
(A—oDw = &V’ = Xy} (5.15)

pripomefime si, Ze vektor x, je kladny. Ireducibilnou nezapornou maticou je vSak aj matica AT ktorej
spektralny polomer je vdaka vete 4.8.1 tiez o — podla vety 5.4.14 tak existuje kladny vektor y, taky,
ze

(AT —ol)y, =0,

¢o mozno ekvivalentne prepisat ako
ya (A —oI)=0". (5.16)

Z rovnosti (5.15) a (5.16) napokon dostavame
yz;xg = yg(A —o)w =0Tw =0,
¢o odporuje skutocnosti, Ze obidva vektory x, a y, st kladné: spor. O

Spektralny polomer p(A) je teda pre kazdua ireducibilnt nezapornu maticu A jej vlastnym ¢islom
s algebraickou nésobnostou 1. V nasledujicom postupne charakterizujeme aj zvysné vlastné ¢isla A
matice A také, ze |\| = o(A) — ziskame tak uplnua predstavu o najvyznamnejsich vlastnych &islach
ireducibilnych matic. Prvym krokom k analyze tychto vlastnych ¢isel bude Wielandtova veta, ktort
teraz vyslovime a dokéZeme.

Nech n je nenulové prirodzené ¢islo, A = (a;j)nxn € C"" a B = (b; j)nxn € R%”. Budeme
hovorit, Ze nezaporna matica B dominuje matici A a pisat

Al < B,

ak pre 4,5 =1,...,n je |a; ;| < b; ;. Wielandtova veta hovori o vztahu medzi spektralnym polomerom
komplexnej matice a spektralnym polomerom ireducibilnej nezipornej matice, ktora jej dominuje.

100krem iného sme v tejto prvej asti dokazu ukazali, Ze geometrickd nasobnost vlastného &isla o je rovna jednej.
"Nenulovost konstanty g je désledkom toho, ze v’ je vlastny vektor — musi teda byt v’ # 0.
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Veta 5.4.16 (Wielandt). Nech n € N\ {0}, A = (a;j)nxn € C**" je matica a B = (b;j)nxn € REG"
je ireducibilnd matica takd, Ze |A| < B. Pre kazdé \ € o(A) je potom

Al < o(B).

Viastné c¢islo matice A s absolitnou hodnotou o(B) navySe existuje prave vtedy, ked existuje w € C
také, zZe lw| =1 a
A=wDBD™! resp. D YAD =wB

pre nejaki diagondlnu maticu D € C"*™ s absolitnou hodnotou |D| = 1. V takom pripade mnoZina
takijchto vlastnijch ¢isel obsahuje prave vietky X = wo(B), kde w je ¢islo s uwvedenou vlastnostou.

Doékaz. Nech X je TubovoIné vlastné ¢islo matice A a nech v je vlastny vektor matice prislachajtci k A.
Z predpokladu |A| < B a lemy 5.4.12 potom

Blv| = |A]- [v[ = [A] - |v], (5.17)
z ¢oho podla tvrdenia 5.4.7 a vety 5.4.14 dostavame
Al <Tp(|vl) < o(B), (5.18)

¢o dokazuje prvu cast vety.

Za ucelom dokazu druhej ¢asti vety najprv predpokladajme, ze D™'AD = wB pre nejaké w € C
s |w| = 1 a diagonélnu maticu D € C"*" s |D| = I. Matice A a wB si su v takom pripade podobné,
pricom o(B) je podla vety 5.4.14 vlastnym ¢islom matice B. Podla vety 4.8.2 tak A = wo(B) musi byt
vlastnym ¢islom matice wB, a teda aj s iou podobnej matice A. Zjavne pritom || = o(B).

Pre dokaz opa¢nej implikacie predpokladajme, Ze A je vlastné ¢islo matice A také, ze || = o(B).
Ak o(B) = 0, musi byt matica B evidentne nilpotentna!? a z jej ireducibility tak nutne B = (0)1x1.
Preto aj A = (0)1x1 a zvySok dokazovaného tvrdenia je trivialne pravdivy.

Nech teda o(B) = |A| > 0 a v je vlastny vektor matice A prislachajici k A. Podla (5.18) potom

Al =Tp(lv]) = o(B)

a z vety 5.4.14 vyplyva, ze |v| je kladngm vlastnym vektorom matice B prisluchajiucim k vlastnému
¢islu o(B). Z (5.17) dalej dostavame

Blv| = [A[-|v] = o(B)lv,

7 ¢oho
(B —|A|)|v| = 0. (5.19)

Kedze ale |A| < B, je matica B — |A| nezaporné, v désledku ¢oho (5.19) implikuje

B = |A|. (5.20)
Nech teraz w := ﬁ aprev = (v1,...,v,)" polozme

o 0

vt

0 2 0

D = fea]

Un

0 0 o

121de o naplit cvienia 8 kapitoly 4. Lahko to ale vidiet napriklad aj z viet 5.2.1 a 1.3.10.
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Lahko vidiet, ze |w| =1, |[D| =T a A = wp(B). Stadi teda dokazat, ze

D'AD = wB.
Zrejme navyse
Dlv|=v. (5.21)
KedZe je v vlastnym vektorom matice A prislachajucim k A, plati Av = Av, z ¢oho s pouZzitim
rovnosti (5.21) dostavame
AD|v| = AD|v|,

a teda aj
D 'AD|v| = Av| = wo(B)|v|.

Avgak |v| je vlastnym vektorom matice B prisluchajicim k o(B) — uvedent rovnost tak mozno prepisat
ako
D 'AD|v| = wB|v]|,

7 ¢oho

(w'DT'AD - B) [v| = 0. (5.22)

Z rovnosti (5.20) ale evidentne
B=|A|=|w'D'AD|.

Ak teda pre kazda maticu Z = (z; j)nxn € C*"*" zavedieme oznacenia
ReZ = (Re 2 j)nxn a Im Z = (Im 2 j)nxn,

z trojuholnikovej nerovnosti nutne
Re(w 'D7'AD) < B

a kedze je vektor |v| kladny, z rovnosti (5.22) dostavame
Re(w 'D™'AD) = B.

Zo vztahu B = |w™!D71AD]| je potom zrejmé, ze Im(w D 'AD) = 0, z ¢oho w™'D1AD = B,
a teda naozaj
D™ 'AD = wB.

Tym je dokaz vety dokonceny. O

Wielandtovu vetu teraz vyuzijeme pri dokaze charakterizacie najvyznamnejSich vlastnych cisel
ireducibilnych nezapornych matic — to jest tych vlastnych ¢&isel, ktorych absoltitna hodnota je rovné
spektralnemu polomeru uvaZovanej matice. DokaZzeme, ze pre kazdu ireducibilnd nezapornu maticu A
existuje prirodzené ¢islo p > 1, pre ktoré su tieto vlastné ¢isla dané ako wgg, w;g, e ,wg_lg, kde o
je spektralny polomer matice A a wj, je p-ta komplexnd odmocnina jednej s minimalnym nenulovym
argumentom — wg e wh ! st tak prdve vietky p-te komplexné odmocniny ¢&isla 1. UkdZeme navyse,

ze algebraické nasobnost kazdého z tychto vlastnych ¢isel je rovna jednej.

Veta 5.4.17. Nechn € N\ {0} a A € RL;" je ireducibilnd matica o spektrdalnom polomere o = o(A).
Potom existuje nenulové prirodzené cislo p také, Ze matica A md prdve p vlastngch c&isel s absolitnou
hodnotou o, ktoré si dané ako

eO@mi/p) o 12mi/p) o e(=1)(2mi/p) 5

pricom algebraickd ndsobnost kazdého z nich je 1. Matica A je navyse pre k = 0,...,p — 1 podobnd
matici e*@m/P) A: matice F@TUP A pre k =0,...,p— 1 teda maju rovnaké spektrum.
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Dékaz. Pre o = 0 je tvrdenie trivialne, pretoze v takom pripade nutne A = (0)1x1. Jedinym vlastnym
¢islom takejto matice je 0 — stac¢i tak polozit p = 1.

Nech teda ¢ > 0 a p je — nutne nenulovy — pocet (po dvoch réznych) vlastnych ¢isel matice A
s absolutnou hodnotu p. Predpokladajme, Ze st tieto vlastné ¢isla dané ako

Op_1i

Ao = 6902'9’ SRR )‘p—l =€ 0,

kde 6o, . .., 0,—1 st po dvoch rozne reélne ¢isla z intervalu [0, 27); z vety 5.4.14 vyplyva, ze jedno z nich
je urc¢ite rovné 0. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze

0:90<...<9p,1.

Dokéazeme, 7e pre k =0,...,p — 1 je 0, = k(27 /p).

Iste ale |[A] < A a A\ = e%%p je pre k=0,...,p— 1 vlastnym ¢islom matice A takym, Ze |\ = o.
Podla vety 5.4.16 teda zistujeme, Ze pre k = 0,...,p — 1 existuje diagonalna matica Dj taka, Ze
’Dk| =TIa

A= DAD .

Pre Tubovolnu dvojicu r, s € {0,...,p — 1} navySe
A=e""D,AD ! = "D, e? D AD I D = O t)i(D, D) A(D, Dy)

05+6,)

z vety 5.4.16 teda vyplyva, Ze el io je tiez vlastnym &islom matice A.

Mnozina
M = {90, 91, ce 70])—1} - [0, 27T)
je teda p-prvkova, uzavreti na sicet modulo 27 a zaroven obsahujica ¢islo 0. Lahko teda vidiet, Ze
musi byt
M = {0(27/p), 1(27/p), ..., (p — 1)(27/p)}

apre k=0,...,p— 1 naozaj 0 = k(27 /p).
7Z vety 5.4.16 dalej vyplyva, ze pre k =0,...,p—1 je

kTP A = D1 AD,

kde Dy, je diagonédlna matica taka, ze |Dy| = I. Matice A a eF(2m/P) A s teda podobné. V désledku toho
maji rovnaké spektrum a algebraické nasobnosti jednotlivych vlastnych ¢isel. Algebraickd nasobnost
vlastného ¢isla e(27/P) o matice A je vSak pre k = 1,...,p — 1 rovna, podla vety 4.8.2, algebraickej
nasobnosti vlastného &isla o matice e®=%)(27/P) A a ta musi byt rovnako ako pri matici A rovna jednej.
Zistujeme teda, Ze vlastné ¢isla

0@mi/p) , JCRi/D), =D/,

st vsetky algebraickej nésobnosti 1 a veta je dokdzana. O

Nasledujuca veta hovori, ze kazda ireducibilnd nezaporna matica A ma (aZz na skalarne nasobky)
jedinyg nezaporny vlastny vektor — ten prislicha k vlastnému ¢islu o(A) a je kladny.
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Veta 5.4.18. Nech n € N\ {0} a A € RE" je ireducibilnd matica o spektralnom polomere o = o(A).
K vlastnému cislu o potom prishicha kladny vlastny vektor x, € RZ, pricom kaZdy dalsi nezdaporny
vlastny vektor x € RY matice A je skaldrnym ndsobkom x, a prishicha (iba) k o.

Dékaz. Existencia kladného vlastného vektora x, matice A prislichajiceho k o vyplyva z vety 5.4.14.
Transponovana matica AT ma navyse rovnaké spektrum ako matica A a s pouzitim vety 5.4.14 tak
zistujeme, Ze k vlastnému &slu o matice AT prislicha nejaky kladny vlastny vektor Yo- Uvazujme teraz
Tubovolny nezaporny vlastny vektor x matice A prislichajici k nejakému vlastnému &islu A; ten je
podla lemy 5.4.11 istotne kladny. Potom

My, = (Ax) Ty, =x" ATy, = ox"y,. (5.23)

Kedze st vektory y, a x kladné, nutne xTy, > 0 a z rovnosti (5.23) dostavame A = p. Lubovolny
nezaporny vlastny vektor x tak skuto¢ne musi prislichat k vlastnému ¢islu g, pricom jeho jedine¢nost
(az na skalarny nasobok) napokon vyplyva z vety 5.4.15. O

Mozeme tak zhrnit naSe doterajSie zistenia do tvrdenia, ktorého varianty byvaja v literatire obcas
nazyvané Perronovou-Frobeniovou vetou.

Veta 5.4.19 (Perron, Frobenius). Nech n € N\ {0} a A € RLS" je ireducibilnd matica. Potom:
(1) Spektrdlny polomer o := o(A) je vlastngm cislom matice A.
(1i) Algebraickd ndsobnost vlastného cisla o matice A je rovnd jednej.
ii1) Ezistuje prirodzené c¢islo p > 1 také, Ze matica A md prdve p vlastnijch éisel absolitnej hodnoty o,
1i1)  Fxistug irodzené cislo p > 1 také, 2 tica A md prd lastnyjch ¢isel absoliutnej hodnot

ktoré su dané ako

60(2Tr7l/p)g7 61(2”/7’)@, o ’e(pfl)(%i/p)g

(iv) Algebraickd ndsobnost vietkgjch vlastngch éisel X matice A spliagicich |\ = o je rovnd jednes.
(v) Ak p je cislo z turdenia (ii1), su si vSetky matice

A, et Cmip) g (= DR7i/P) 4

navzdajom podobné.
(vi) K vlastnému cislu o matice A prislicha kladny vlastny vektor x,.
(vii) KaZdy nezdporny vlastny vektor matice A je skaldrnym ndsobkom x, a prislicha tak k o.
Dékaz. Vyplyva bezprostredne z viet 5.4.14, 5.4.15, 5.4.17 a 5.4.18. OJ

Perronovu-Frobeniovu vetu mozno vyuzit aj pri skimani spektralnych vlastnosti reducibilngch ne-
zapornych matic. Zakladom tu je takzvany normdiny tvar reducibilnej matice.

Definicia 5.4.20. Nech n € N\ {0} a A € RIF". Matica A je v normdlnom tvare reducibilnej matice,
ak pre nejaké nenulové prirodzené ¢islo m nadobtuda blokovy rozklad

Arg Aig .. Al
0 A272 . Agym

A= : o . ;
0 0 ... Aum

. . . , . L v .. N TR 1 . .
kde pre i = 1,...,m existuje nenulové prirodzené ¢islo n; také, ze A;; € RY™™ je ireducibilna matica.
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Téato terminoldgia moze byt trochu zavadzajica, pretoZe Specidlne kazdéa ireducibilnd matica je
v norméalnom tvare reducibilnej matice. O normdlnom tvare moézeme hovorit vdaka nasledujtcej vete,
ktorej dokaz je jednoduchym cvi¢enim na pouzitie matematickej indukcie spolu s definiciou 5.4.1.

Veta 5.4.21. Nech n € N\ {0} a A € RYJ"™. Potom existuje permutacnd matica P typu n x n takd,
Ze matica

pPAP~!

je v normdlnom tvare reducibilne; matice.

Dokaz. Prenechany ¢itatelovi ako cvidenie 5 na konci kapitoly. O

Z uvedenej vety okrem iného vyplyva, Ze spektrum kazdej nezapornej matice A mozno vyjadrit ako
zjednotenie spektier niekolkych ireducibilnych matic — presnejsie diagonalnych blokov jej vyjadrenia
v normalnom tvare reducibilnej matice; algebraickd nasobnost kazdého vlastného ¢&isla A matice A
je pritom dané sictom algebraickych nésobnosti tohto vlastného ¢isla cez vetky diagonalne bloky,
spektra ktorych je A prvkom.

5.5 Primitivne matice a aperiodické grafy

Podla Perronovej-Frobeniovej vety st pre kazdu ireducibilni nezdporni maticu A jej najvyznamnejsie
vlastné ¢isla — teda vlastné ¢isla s absolttnou hodnotou rovnou spektralnemu polomeru g tejto matice
— dané ako

eVCmi/p) o 12mi/p) o e=1)(2mi/p) 5

kde p > 1 je prirodzené &islo; vSetky tieto vlastné ¢isla st navysSe algebraickej nasobnosti 1. Prirodzene
vyvstava otazka, ako suvisi pocet tychto vlastnych &isel — ¢ize ¢islo p — so Strukturalnymi vlastnostami
matice A a zodpovedajuceho ohodnoteného grafu.

V nasledujicom sa tak budeme zaoberat po¢tom najvyznamnejSich vlastnych ¢&isel ireducibilnej
nezapornej matice, ktory nazveme jej indexom primitivnosti. Ireducibilné matice s jedinym najvyznam-
nejsim vlastnym ¢&islom ¢ pritom nazveme primitivnymi — tlohy, v ktorych vystupuje takato matica,
sil Casto rieSitelné jednoduchsie, nez v pripade vSeobecnych ireducibilnych matic. Index primitivnosti
ireducibilnej matice navySe dame do stuvisu s periodickym spravanim jej mocnin, ¢o vyjadrime v reci
prislusnych silne suvislych grafov charakterizaciou prostredictvom pojmu periddy grafu, ktory bude
priamym , grafovym néaprotivkom* indexu primitivnosti.!®

Definicia 5.5.1. Nech n € N\ {0} a A € RZ}"™ je ireducibilna matica s o(A) = o > 0.1 Indezom
primitivnosti matice A potom nazveme najvacsie prirodzené ¢islo p(A) > 1 také, ze

(02mi/p(4)) , 1(2ri/p(4)) (A =D)mi/p(4))

Oy nns
st vlastné ¢isla matice A. Ireducibilnt maticu A nazveme primitivnou, ak p(A) = 1.
Nasledujiica veta charakterizuje index primitivnosti ireducibilnej matice pomocou vlastnosti jej

charakteristického polynému. Toto prepojenie neskdér vyuZzijeme pri skiimani stivislosti medzi indexom
primitivnosti matice a vlastnostami prislusného ohodnoteného grafu.

13Niektori autori tak priamo hovoria aj o peridde matice. Podobne pojem indexu primitivnosti (v angl. imprimitivity
indez, ¢ize index ,neprimitivnosti“) sa ob¢as pouziva aj pre silne stvislé grafy.

MPpredpokladom g > 0 iba vyladime trividlny pripad nulovej matice typu 1 x 1. V pripade potreby by pre ttto maticu
bolo mozné index primitivnosti konvenéne dodefinovat napriklad ako oo alebo 0.
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Veta 5.5.2. Nech n € N\ {0} a A € REF" je ireducibilnd matica s o(A) = ¢ > 0. Nech
cha(z) = 2"+ a12™ 4+ a2 + ... + apz"*k,

kde k € N, ay,...,ap € C\ {0} anq,...,n, € N st také, Zen > ny > ng > ... > ng > 0.15 Potom
k>1a

p(A) =ged{n —ni,n —no,...,n —ng} =ged{n —ni,n1 —ng,...,np_1 — N},
kde ged oznacuje najudacsi spolocny delitel ¢isel danej mnoZiny.

Doékaz. KedZe méa matica A aspon jedno nenulové vlastné &islo, nutne & > 1. Nech teraz p > 1 je
prirodzené &islo take, ze €2™/Pp je vlastnym ¢islom uvazovanej matice A. Oznaéme w := €2™/P. Podla
Perronovej-Frobeniovej vety st matice A a wA podobné a na zaklade tvrdenia 4.1.14 tak maja rovnaky
charakteristicky polyném. Charakteristicky polyném matice wA ale mozno podla vety 4.8.2 vyjadrit
ako

chya(z) =w"cha(z/w) = 2" + W' ™Ma12™ + W' a2 + .+ W a2

a rovnost charakteristickych polynémov matic wA a A teda moZno zapisat ako
2P+ WwtTMa 2" W ag™ L W T a2 = 2" a1 2™+ ag2™ L+ a2

V doésledku toho

WV — e — e — ]
a kedze w = e2™/P musi byt ¢islo p delitelom kazdého z &isel n — nqy,n — ng, ..., n — ng.
Ak je naopak p spolo¢nym delitelom &isel n — ny,n —no,...,n — ng, pre w = e2m/P dostavame
WM ="M = =T =1

)

z ¢oho vyplyva, Ze matice A a wA maji rovnaky charakteristicky polyném, a teda aj rovnaké spektrum
— wp je tak vlastnym ¢islom matice A.

Index primitivnosti p(A) je teraz najvicsim cislom p € N\ {0} takym, Ze €>™/Pp je vlastnym
¢islom matice A. Z dokdzaného vyplyva, Ze p(A) musi byt delitelom ¢&isel n —ny,n —ng,...,n — ng.
Keby dalej bolo spoloénym delitelom tychto ¢isel aj nejaké prirodzené &islo r > p(A), vyplyvalo by
z dokazaného, 7e 2™/ p je vlastnym ¢&islom matice A, ¢o by evidentne odporovalo definicii indexu
primitivnosti p(A) ako najvacsieho takého ¢isla. Index primitivnosti p(A) je tak skutocne najvacsim
spolocnym delitelom &isel n —ni,n —no,...,n —ng, pricom lahko vidiet, Ze v takom pripade musi byt
aj najvacsim spolocénym delitelom &isel n — ny,ny —na,...,NE_1 — Ng. O

Index primitivnosti ireducibilnej nezdpornej matice teraz charakterizujeme prostrednictvom vlast-
nosti prislusného ohodnoteného grafu nad R>¢. Nech G = (V, ¢) je takyto ohodnoteny graf. Uzavretym
sledom v grafe G nazveme T'ubovolny sled

v = (uo, w1, ug, ..., ut)
v grafe G taky, 7e u; = ug; dizka |y| = t uzavretého sledu v moze byt aj nulova. Orientovanou
kruznicou'® v grafe G nazveme uzavrety sled

v = (ug, w1, ug, ..., uz)
v grafe G taky, ze t > 1 a vrcholy ug, 41, ...,u;—1 s po dvoch roézne. Definujeme teraz parameter silne

savislych grafov, ktory je obdobou indexu primitivnosti ireducibilnych matic.

15Podla tvrdenia 4.2.7 mozno v tomto tvare vyjadrit charakteristicky polyném I'ubovolnej matice typu n x n.

18 Orientované kruznice mozno opisat — podobne ako kruznice v neorientovanych grafoch — ako uzavreté sledy nenulovej
dlzky, v ktorych sa az na prvy a zarovei posledny vrchol sledu neopakuji vrcholy ani hrany. Na rozdiel od kruznic
v neorientovanych grafoch ale napriklad mozu existovat aj orientované kruznice dizky 2. Orientované kruznice o jedinej
hrane nazyvame sluckami.
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Definicia 5.5.3. Nech G = (V, ) je silne stvisly ohodnoteny graf nad R>( obsahujici asponi jednu
hranu.'” Periddou grafu G nazveme najvicsi spolocny delitel p(G) dizok orientovanych kruznic v G:

p(G) = ged{|y| | v je orientovana kruznica v G}.
Graf G nazveme aperiodickym, ak p(G) = 1.

Dokézeme teraz vetu, podla ktorej st pojmy periddy silne sivislého grafu a indexu primitivnosti
ireducibilnej matice len dvoma odlisnymi pohladmi na ten isty parameter — indexom primitivnosti
matice susednosti silne suvislého grafu G je peridda grafu G a peridédou grafu ireducibilnej matice A je
index primitivnosti matice A.

Veta 5.5.4. Nech n € N\ {0}, A € RLS" je ireducibilnd matica s o(A) = 0> 0 a G = ([n],¢) je silne
suwisly ohodnoteny graf nad Rsq taky, Ze A = A(G) resp. G = Gr(A). Potom

p(A) = p(9).
gpecidlne je matica A primitivna prdve vtedy, ked je graf G aperiodicky.

Dokaz. Ak A = (a;j)nxn, z definicie determinantu vyplyva

cha(z) =det(zI - A) = > (sgn(ﬂ) 1T (Grmyz — a,m(k))> : (5.24)

TeSh k=1
kde S,, je symetrickd grupa n-prvkovej mnoziny pozostévajica z préve vSetkych permutécii
m: [n] = [n],
zapis sgn(m) oznacuje znamienko'® permutacie 7 a Kroneckerova delta Ors je pre vsetky r,s € N

definovana ako
5 — 1 akr=s,
DT 00 akr#s.

Pre kazdé w € S,, ozna¢me

prod,(z) :=

=

(Okm(k) % — Qhm(r)) 5

B
Il
—

rovnost (5.24) tak mozno prepisat ako

chy(z) = Z sgn(m) - prod,(z).

TI'ESn

Uvazujme teraz Iubovolny rozklad niektorej permutacie m € S,, na disjunktné cykly. Lahko vidiet, Ze
ak polynom prod.(z) nie je nulovy, tak kazdy cyklus (ujus...u) v tomto rozklade, okrem pevnych
bodov, musi zodpovedat orientovanej kruznici

(ul,uQ, e ,uk,ul)

v grafe G. Pevny bod méZe alebo nemusi zodpovedat slucke v grafe G.

UkaZzeme najprv, ze peridda p(G) grafu G musi byt delitelnd indexom primitivnosti p(A) matice A.
Presnejsie dokdZeme indukciou vzhladom na r = 1,...,n, ze ¢islo r musi byt delite[né ¢islom p(A)
kedykol'vek graf G obsahuje orientovant kruznicu dlzky r.

" Tymto predpokladom iba vyladime, podobne ako pri definicii indexu primitivnosti ireducibilnej matice, trivialny
pripad silne suvislého grafu pozostavajiceho z jediného vrcholu bez slutky; tomuto grafu zodpoveda matica A = (0),
ktord sme vylacili v definicii 5.5.1. Podobne ako pri maticiach by vSak prostrednictvom vhodnej konvencie bolo v pripade
potreby mozné rozsirit definiciu aj na tento trivialny pripad.

8Cize sgn(n) = 1, ak je permutécia 7 parna a sgn(r) = —1, ak je tato permutécia neparna.
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Ak graf G obsahuje orientovant kruznicu dizky r = 1 — t. j. slucku — existuje aspon jedno k € [n]
také, Ze apy > 0. Lahko potom vidiet, Ze prod,(z) je polyném s nenulovym koeficientom pri 1
prave vtedy, ked je 7 identickd permutéacia. V dosledku toho je aj ch4(z) polynémom s nenulovym
koeficientom pri 2”1 a z vety 5.5.2 vyplyva p(A) = 1; &islo r = 1 tak je delitelné &islom p(A).

Nech teraz tvrdenie plati pre r = 1,...,q, kde 1 < ¢ < n a uvazujme r = ¢ + 1. Nech teda graf G
obsahuje asponi jednu orientovana kruznicu

v = (u1,uz,...,ugt1,u1)

dlzky q + 1. Pre permutéciu 7, s rozkladom na cyklus (ujus...us41) a n — (g + 1) pevnych bodov
je potom prod, (z) o¢ividne polynémom s nenulovym koeficientom pri 2"+ Znamienko sgn(r)
kazdej permutacie 7 takto rozloziteInej na cyklus dizky ¢ + 1 a n — (¢ + 1) pevnych bodov je pritom
dané ako (—1)9. Ak su teda jedinymi permutaciami 7 s nenulovym koeficientom pri 2@t y prod_(z)
permutacie tohto typu, musi byt nenulovy aj koeficient pri 2"~ (@1 v polynoéme ch A(2). Z vety 5.5.2
potom vyplyva, Ze p(A) je delitelom ¢isla r = g + 1, ¢o bolo treba dokazat.

Ak naopak existuju aj iné permutacie w také, Ze koeficient pri (et prod(z) je nenulovy,
musi byt kazda z takychto permutacii rozlozitelna na n — (¢ + 1) pevnych bodov a s > 2 cyklov
dlzok 1 < qi,...,qs < q — niektoré z tychto cyklov teda mézu byt tiez pevnymi bodmi — takych, ze
@i +...+¢qs = g+ 1 a graf G obsahuje orientovani kruznicu kazdej z dlzok ¢i, ..., qs. Z indukéného
predpokladu potom vyplyva, Ze ¢isla q1, . .., gs st delitelné ¢islom p(A), v désledku ¢oho je ¢islom p(A)
delitelny aj ich sucet ¢ + 1. Indukény krok je tym padom dokézany.

Zostava teda dokézat, Ze index primitivnosti p(A) matice A je delitelny periddou p(G) grafu G.
Tu potrebujeme prist k pozorovaniu, Ze r € [n] musi byt delitelné ¢islom p(G) kedykol'vek je koeficient
pri 2”7 v chy(z) nenulovy. Podobne ako vyssie ale zistujeme, Ze v pripade nenulovosti tohto koeficientu
musi existovat permutacia m € S, rozlozitelna na n — r pevnych bodov a s > 1 cyklov o dlzkach

1<7,...,75 <7 takych, Ze r| + ...+ ry = r a graf G obsahuje orientovant kruznicu kazdej z dizok
r1,...,Ts. Perioda p(G) je tak spoloénym delitelom ¢isel 71, ..., 75, v dosledku ¢oho musi delit aj ich
stucet — Cize cislo 7. O

Primitivne matice, zodpovedajuce podla prave dokdzanej vety aperiodickym grafom, tvoria triedu
ireducibilnych matic s obzvlast jednoduchou — az trividlnou — truktirou najvyznamnejsej Casti spektra.
Z Perronovej-Frobeniovej vety totiz vyplyva, Ze spektralny polomer o primitivnej matice A je vzdy jej
vlastnym ¢islom a pre kazdé dalsie vlastné ¢islo A matice A je |A\| < p. Nasledujiuce dva désledky
vety 5.5.4 hovoria o postacujtcich podmienkach primitivnosti matice.

Dosledok 5.5.5. Nechn € N\ {0} a A = (a;;)nxn € REG" je ireducibilng matica s o(A) > 0 takd, Ze
pre nejaké k € [n] je axx > 0.1 Potom je matica A primitivna.

Dokaz. Graf Gr(A) kazdej takejto matice A obsahuje slucku — Gize orientovant kruznicu dlzky 1.
Primitivnost matice A je tak bezprostrednym désledkom vety 5.5.4. OJ

Désledok 5.5.6. Nech n € N\ {0}. Kazdd kladnd matica A € RL§" je primitivna.
Doékaz. Vyplyva bezprostredne z désledku 5.5.5. O

Po zvysok tohto oddielu budeme dokazovat nasledujicu ekvivalentnii charakterizaciu primitivnych
matic: ireducibilnd matica A s nenulovym spektralnym polomerom je primitivna prave vtedy, ked
je niektora jej mocnina kladnou maticou. Prvym krokom k tomuto vysledku bude nasledujiica lema
poskytujica dve alternativne ekvivalentné vyjadrenia periody grafu.

Hovorime, Ze sled

v = (uo, w1, ug, ..., uz)

v grafe G = (V, ¢) prechadza cez vrchol u, ak existuje index k € {0, ..., t} taky, ze uy = u.

9Matica A teda obsahuje na svojej diagonale aspoi jeden nenulovy — to v tomto pripade znamena kladny — prvok.
Ekvivalentne mozno tito podmienku sformulovat tak, Zze stopa tr(A) = a1,1 + ...+ an,» matice A je kladna.



Vlastné ¢&isla a grafy I 185

Lema 5.5.7. Nech G = (V, ) je silne suvisly ohodnoteny graf nad mnozinou R>o obsahujici aspoti
jednu hranu, p € N\ {0} a u € V. Potom su nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

(1) Cislo p je periddou grafu G — cize p(G) = p.

(i) Cislo p je najvicsim spolocnym delitelom diZok uzavretsjch sledov v G.
(4i7) Cislo p je najvicsim spolocnym delitelom diZok uzavretsjch sledov v G prechddzajicich cez vrchol u.

Doékaz. Dokazeme najprv ekvivalenciu tvrdeni (i) a (ii). Je zrejmé, ze kazdy spoloény delitel dizok
uzavretych sledov v G musi delit aj dlzky vSetkych orientovanych kruznic v G. Staéi teda dokézat, ze
pre kazdy uzavrety sled dlzky ¢ v grafe G musi byt &islo ¢ delitelné periodou p(G) uvazovaného grafu G.
Za ucelom sporu predpokladajme, Ze v G existuje uzavrety sled

Y= (Ulyu%“-»ut»ul)

dlzky t € N takej, Ze p(G) nedeli t. Bez ujmy na vieobecnosti navyse predpokladajme, 7e je sled v
miniméalny s touto vlastnostou. Nemoze ist o orientovanu kruZnicu, pretoZe v takom pripade by &islo ¢
muselo byt delitelné periédou p(G); nutne tiez ¢ > 1. Existuja teda indexy i,7 € [t] take, ze i < j
a u; = u;. Predpokladajme, Ze st indexy i < j s touto vlastnostou zvolené tak, aby bol ich rozdiel
J — 4 najmensi mozny — sled (u;,...,u;) je teda orientovanou kruznicou. Této situacia je schematicky
znazornena na obrazku 5.3.

ui:uj

Uy

Obr. 5.3: Uzavrety sled v musi obsahovat orientovant kruznicu za¢inajicu a konéiacu vo vrchole u; = u;.

Nenulové dlzka j — i orientovanej kruznice (u;, ..., u;) musi byt delitelna periédou p(G). Uzavrety
sled
’Y, - (ula U2,y -« vy Ug, uj+17 s ,Ut,Ul)
ktory vznikne zo sledu + odstréanenim orientovanej kruznice (u;, . .., u;), viak musi byt dlzky t— (j —1).

T4 nemoZe byt delitelna periodou p(G), pretoze v opaénom pripade by bolo periodou p(G) delitelné
aj ¢islot = (t — (j —14)) + (j — 7). Dostavame teda spor s minimélnostou sledu .

Pokracujme ekvivalenciou tvrdent (i) a (ii). Lubovolny spoloény delitel vietkych dlzok uzavretych
sledov v G musi stucasne delit aj vietky dlzky uzavretych sledov prechadzajtcich cez vrchol u. Zostava
dokézat, 7ze kazdy spolo¢ny delitel p dlzok uzavretych sledov prechadzajucich cez w deli aj dlzku
Tubovolného iného uzavretého sledu v G. Nech je takyto delitel p dany pevne a za uéelom sporu
predpokladajme, Ze

v = (U, ug,...,u,ul)

je uzavrety sled dlzky t, ktora nie je delitelna ¢islom p. Sled 7 zrejme neméze prechadzat cez vrchol w.
Kedze je ale graf G silne savisly, musi existovat uzavrety sled 7' = (u,us,...,ux,u1) zacinajaci
a kondiaci vo vrchole u; a stcasne prechadzajuci cez u. Jeho dlzka k musi byt delitelna éislom p.
Spojenim sledov v a 7' vSak ziskavame uzavrety sled prechadzajuci cez vrchol u, ktorého dlzka t + k
nie je delitelna &slom p — spor. O]

Pripomenime si Bézoutovu rovnost — presnejsie jej vieobecnejsi variant pre n > 1 celych ¢isel. Podla
nej pre lubovolné x1, ..., x, € Z existuju celoCiselné koeficienty aq, ..., a, € Z také, Ze

a1r1 + ...+ apxy = ged{z1,. .., 25} (5.25)
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Na dokaz Bézoutovej rovnosti mozno vyuZit pozorovanie, Ze mnoZzina
I={aiz1+...+apz, | a1,...,ay € Z} (5.26)

evidentne tvori ideal v okruhu Z. Ak 1 = ... =z, =0, je [ = {0} a gcd{z1,...,2,} = 0. V opaénom
pripade ideal I obsahuje aspon jedno kladné ¢islo a musi byt generovany svojim najmensim kladnym

prvkom m — to jest
I'=(m)={ecm|ceZ}. (5.27)

Zrejme totiz I O (m) a keby I obsahoval prvok x, ktory nie je delitelny ¢islom m, bolo by ¢islo

e[

kladnym prvkom I mensim, nez m.?® Kedze zrejme x1,...,x, € I, musi byt m spoloé¢nym delitelom
tychto ¢isel. Pre kazdy spolo¢ny delitel d ¢isel xy, ..., x, navyse z (5.26) vyplyva I C (d), a preto m,
pre ktoré je I = (m), musi byt ich najvicsi spolo¢ny delitel. Teda m = ged{z1,...,x,} a existencia
koeficientov ay, ..., a, z Bézoutovej rovnosti (5.25) je dosledkom rovnosti (5.26) a (5.27).

Pri dokaze ekvivalentnej charakterizacie primitivnych matic budeme pouZivat jednoduchy dosledok
Bézoutovej rovnosti, ktory je sformulovany v nasledujicej leme.

Lema 5.5.8. Nech x1,...,x, € N\ {0} su také, Ze gcd{x1,...,z,} = 1. MnoZina
C(x1,...,xn) ={c1z1+ ... +cpzpn | c1,...,cn € N}

potom obsahuje skoro vietky prirodzené ¢isla (¢iZe jej komplement v N je konecny).

Dékaz. S odvolanim sa na Bézoutovu rovnost moézeme predpokladat existenciu &isel aq,...,a, € Z
takych, ze a1z + ... + apx, = 1. Evidentne pritom existuja b1,...,b, € N také, ze pre k =1,...,n
je by + (1 — 1)ag > 0. Je zrejmé, ze pre takéto by, ...,b, bude uvedend nerovnost splnené, aj ked
v nej ¢islo 1 — 1 nahradime T'ubovolnym mengim alebo rovnym prirodzenym ¢islom j: pre k =1,...,n
aj=0,...,21 — 1 teda

b + jar, > 0. (5.28)
Dokazeme, ze mnozina C(x1, ..., x,) obsahuje vSetky prirodzené ¢isla vicsie alebo rovné &islu

m:=biz1+ ...+ bz,
Pre vSetky prirodzené ¢isla x € C(xy,...,x,) musi byt aj x + z1 € C(z1,...,x,): ak totiz
T =cC1x]+cox2+ ...+ crxy
pre nejaké c1,...,c, € N, tak
x4z =(c1+ 1Dz +coxa+ ...+ crp.

Na dokaz lemy teda sta¢i ukazat, ze mnozina C(z1,...,x,) obsahuje ¢isla m,m +1,...,m +x; — 1.
Pre j=0,...,21 — 1 ale

m+j=m+jl=bix1+ ...+ bpxyp + jlarz1 + ... + apzy) = (b1 + jar)z1 + ... + (by + jay)xn,

pricom z (5.28) vyplyva, Ze vietky koeficienty (b; + jai), ..., (by + jan) st nezédporné. V dosledku toho
tedam+j € C(x1,...,x,), ¢o bolo treba dokazat. dJ

So znalostou prave dokézanej lemy moézeme prejst k uz spomenutej ekvivalentnej charakterizacii
primitivnych matic.

20Mimochodom sme préave dokazali, Ze Z je okruh hlavnych idealov.
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Veta 5.5.9. Nechn € N\ {0} a A = (aij)nxn € RLG" je ireducibilnd matica s o(A) > 0. Matica A je
primitivna prave vtedy, ked existuje prirodzené ¢islo m také, Ze A™ € RZS".

Dokaz. Predpokladajme najprv, Ze je matica A primitivna. Graf G = Gr(A) je v takom pripade
aperiodicky a podla lemy 5.5.7 tak je pre kazdy vrchol v € V(G) najvacsim spolo¢nym delitelom
dlzok uzavretych sledov v G prechadzajucich cez u ¢islo 1. Ku kazdému z tychto uzavretych sledov
zrejme prislicha uzavrety sled rovnakej dlzky, ktorého podiatoénym a zaroven koncovym vrcholom je
vrchol u. Ak pritom budeme zakazdym vyberat sled, ktorého dlzka nie je deliteIna najviacsim spoloénym
delitelom dlzok uz vybranych sledov, lahko pre kazdy vrchol u € V(G) ziskame konecne vela uzavretych
sledov Yu, 1, - - -, Yu,n, zacinajucich a konciacich v u takych, ze gcd{|vu 1l -, [Yun.|} = 1.

Podla lemy 5.5.8 tak pre vietky u € V(G) existuje prirodzené ¢islo m,, také, ze pre vsetky ¢ > m,,
existuje v grafe G uzavrety sled dizky ¢ za¢inajuci a kondiaci vo vrchole u. Pre

m = (n—1)+max{m, | ue V(G)}

a vietky t > m tak musi pre kazdi dvojicu vrcholov u, v € V(G) existovat sled « dlzky ¢ vediici v grafe G
z vrcholu u do vrcholu v: ten pozostéva zo sledu v, z u do v dlzky najviac n—1 a z uzavretého sledu o
zacinajiceho a konéiaceho vo vrchole v o dlzke t — |y1| > m — (n — 1) > m,,.

Kedze je G ohodnotenym grafom nad R>, musi byt ohodnotenie [ubovolného sledu v tomto grafe
kladné. Podla vety 1.3.10 a vysSie uéinenych zisteni je teda matica A! kladna pre vietky ¢ > m;
Speciélne je kladnéa aj matica A™.

Nech je teraz pre nejaké m € N matica A™ kladna. Matica A je ireducibilnd a vdaka predpokladu
o(A) > 0 nejde o nulovi maticu typu 1 x 1. Lahko teda vidiet, Ze kazdy riadok aj stipec matice A
musi obsahovat aspofi jeden nenulovy prvok. V désledku toho a kladnosti matice A™ Tahko zistujeme,
%e pre vietky ¢ > m musf byt kladna aj matica Af. Specialne tak musi byt kladny napriklad aj prvok
v prvom riadku a prvom stipci tejto matice. Pre vrchol 1 grafu G = Gr(A) tak z vety 1.3.10 a kladnosti
ohodnoteni vietkych sledov v G vyplyva, Ze pre vietky t > m existuje v G uzavrety sled dlzky ¢
zacinajuci a kond¢iaci vo vrchole 1. To je evidentne moZzné len v pripade, Ze najvicsi spolo¢ny delitel
dlzok uzavretych sledov prechadzajicich cez vrchol 1 je rovny jednej. Podla lemy 5.5.7 teda p(G) = 1,
z ¢oho vdaka vete 5.5.4 vyplyva aj p(A) = 1. Matica A je teda primitivna. O

Poznamka 5.5.10. Lahko vidiet, Ze v pripade existencie m € N takého, Ze pre maticu A € RLj" je

A™ e RLG"™, musi byt graf matice A silne stavisly a matica A teda musi byt ireducibilna. a
Kritérium z predchadzajucej vety tak v skuto¢nosti mozno pouzit pre lubovolni nezapornt maticu

A e RLG™ taka, ze n € N\ {0} a o(A) > 0: ak A™ € RLG" pre nejaké m € N, musi byt A primitivna

ireducibilnd matica.

5.6 Aplikacie Perronovej-Frobeniovej tedrie

Naznacime teraz niekolko moznych aplikacii teérie nezdpornych matic a Perronovej-Frobeniovej vety.
Zacneme pritom tym, Ze preskimame désledky nasich zisteni o nezadpornych maticiach pre enumeracna
metdédu z oddielov 5.2 a 5.3. Kazda matica nad N — a v dosledku toho aj kazda matica susednosti
ohodnoteného grafu nad N — je totiz nezapornou maticou.

Priklad 5.6.1. Nech G = ([n], ) je aperiodicky silne suvisly ohodnoteny graf nad N s aspon jednou
hranou a 4, j € [n] jeho vrcholy. Predpokladajme, Ze potrebujeme néjst asymptoticky odhad pre pocet
Si,j(t) sledov dlzky t — oo vedtcich v multigrafe reprezentovanom grafom G z vrcholu i do vrcholu j.

Z viet 5.4.19 a 5.5.4 vyplyva, Ze spektralny polomer ¢ > 0 matice A := A(G) je jej vlastnym ¢islom
algebraickej nasobnosti 1 a pre kazdé dalsie vlastné &islo A matice A je |A| < p. K vlastnému ¢islu o
navyse prislicha kladny vlastny vektor x, = (21, ...,2,)7.

S pouzitim vety 5.2.1 potom zistujeme, Ze existuje konstanta a € C taka, Ze

S@j(t) = CLQt + O(Qt>. (5.29)
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Kedze S; j(t) musi byt pre v3etky ¢ € N prirodzené ¢islo, nutne a € R>g. Dokazeme, Ze a > 0. Skutoc¢ne:
z vety 1.3.10 vyplyva

Sij (t) = eZTAtej,
kde ey st pre k = 1,...,n vektory Standardnej bazy priestoru C". Podla vety 5.5.9 navySe existuje
prirodzené ¢islo m také, ze A™ € RLJ", a teda aj A™e; € RZ. Existuje potom konstanta a € Rxq
také, ze

Ae; > axy,

z ¢oho pre v8etky prirodzené ¢&isla t > m vyplyva
ax;
Qm

Siji(t) = e;fFAtej = e;fFAt_mAmej > aeiTAt_me = ae;frgt_mxg = ,

z ¢oho je zrejmé, Ze v (5.29) musi skutoc¢ne byt a > 0. Mozeme teda uzavriet, ze

Sii(t) = ©(c").
Pre aperiodické silne suvislé grafy tak spektralny polomer ich matice susednosti obsahuje takmer cela
informaciu o asymptotickych vlastnostiach funkcii S; ;(t).

Priklad 5.6.2. UvaZujme teraz namiesto aperiodického grafu lubovolny silne sivislyj ohodnoteny graf
G = ([n], ¢) nad N. Opéat skimajme pre l'ubovolnt dvojicu vrcholov 4, j € [n] asymptotické vlastnosti
funkcie S; ;(t) v pripade, ze t — oo.

Pokial graf G pozostava z jediného vrcholu bez slucky, je zrejmé, Ze v fiom existuje jediny sled
dlzky 0 a ziaden sled nenulovej dlzky. V opa¢nom pripade p(G) = p pre nejaké nenulové prirodzené
¢islo p a matica A := A(G) mé spektralny polomer g > 0. Z viet 5.4.19 a 5.5.4 potom vyplyva, Ze

Q’ el(QWZ/p) Q} RN e(p_l)(Qﬂ-Z/p)Q

st vlastnymi &slami matice A algebraickej nasobnosti 1 a pre kazdé dalsie vlastné &slo A matice A
je |A| < g; k vlastnému &islu g opét prisltcha kladny vlastny vektor x, = (z1,...,7,)T. Z vety 5.2.1
nésledne vyplyva existencia konstant ao,...,a,—1 € C takych, Ze

S (t) = (ao T aqet@mi/p) 4 g, 2/ oy ap_le(pq)t(zm/p)) o' + o). (5.30)
Dokazeme, 7e pre ¢ = 0,...,p — 1 bud pre vietky ¢t € Ns t = ¢ (mod p) plati
Sii(t) =0
alebo pre t € N st = ¢ (mod p) je
Si,j(t) = Cqa + o(0") = ©(2"),

kde C; je kladna redlna konstanta. Ak teda mnozinu N rozlozime na p tried podla zvysku po deleni
¢islom p, je funkcia S; ;(t) na kazdej z tychto tried bud nulové, alebo sa hodnoty

ag, a1 CTP) qqe2tmi/p) ,apfle(p—l)t@m/p)

nas¢itaji na kladni konstantu Cy, v désledku ¢oho je pre t z tejto triedy S; j(t) = O(g").
KedZe ale musi byt hodnota S; j(t) pre v3etky ¢ € N prirodzena, z reprezentacie (5.30) je zrejmé,
7epreq=0,...,p—1atcNst=q (modp) je konstanta?!

Cyi=ap+ a1t TP 4 g2t (2mi/p) oy ap_le(p—l)t(%i/p)
realna a nezaporn4, pricom pre ¢ =0,...,p—1lat € Nst=q (mod p) z (5.30) dostavame
Sij(t) = Cqo' + o("). (5.31)
Zostéava ukazat, ze S; j(t) = 0 kedykolvek Cy = 0.

21Naozaj ide pre kazdé q o konstantu, pretoze hodnoty e*?™#/?) . eP~Dt27/P) 444igia len na zvysku &isla ¢ po deleni
¢islom p.
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Pre vSetky t € N ale hodnota

1
Silt) = el al |
1
udéva pocet sledov dlzky ¢ vedicich v grafe G z vrcholu i do I'ubovolného cielového vrcholu. Zjavne
dalej existuje konstanta a € Rsg taka, Ze (1,...,1)T > ax,. Potom
) T Aty — ol gty — ot
Six(t) > aej A'x, = aej 0'x, = ax;p". (5.32)

Sucasne ale pre vSetky ¢ € N je

Sia(t) =Y Sik(t). (5.33)

k=1
Preto??
Siu(t) = ©(d).
Uvazujme teraz pre pevne dané g € {0,1...,p — 1} mnozinu K, pozostavajicu zo vSetkych vrcholov

k € V(G) takych, Ze pre nejaké t € N s t = ¢ (mod p) je S;x(t) > 0. Pret € Ns t = ¢ (mod p) teda

Six(t) = > Sin(t) = 0(c). (5.34)

keK,

Ak je mnozina K, = {k} jednoprvkova, zjavne musi pre vietky takéto t byt S; 1 (t) = S; «(t), v dosledku
¢oho S;k(t) = O(0") a S;x(t) = 0 pre vietky k' € V(G) \ {k}. Predpokladajme teraz, ze mnozina K,
obsahuje dva rozne vrcholy ki, ks a uvazujme Tubovolny sled 7 z vrcholu i do vrcholu ky taky, Ze
|71] = ¢ (mod p) a pevne dany sled 73 z vrcholu i do vrcholu ko taky, Ze da := |y2| = ¢ (mod p). Graf G
je silne suvisly, v dosledku &oho mozno sled v predlzit na sled +} tak, aby sled v} konéil vo vrchole i
a aby bolo |7;| = |y1| + d1 pre nejaké fixné d; € N. Sled 7} je uzavrety a jeho dizka je preto podla
lemy 5.5.7 delitelna ¢islom p. Spojenim sledov 74 a 2 potom ziskavame sled z i do kg, ktorého dlzka
|71] + di + d2 ma po deleni ¢islom p zvySok ¢g. Musi tak existovat h € N\ {0} také, ze d; + d2 = hp.

V désledku toho zistujeme, ze Iubovolny sled dizky ¢ = ¢ (mod p) vediici z vrcholu i do vrcholu k;
mozno predizit na sled dizky t + hp z vrcholu i do vrcholu ks, a teda

Si,kl (t) < Si,kg (t + hp).

KedZze st vak k1, ko Tubovolné dva prvky mnoziny K,, musi pre nejaké ' € N\ {0} a vSetky pripustné
t platit aj nerovnost

Siks(t) < Sip, (£ + 'p).
Z (5.31) a (5.34) teda zistujeme, ze pre j € K, musi skutocne pre vietky t € Ns t = ¢ (mod p) byt
Sii(t) = Cqo' + 02",

kde Cj je kladnd realna konstanta. KedZe pre j ¢ K, priamo z definicie mnoziny K, vyplyva S; ;j(t) =0
pre vietky ¢t € N s t = ¢ (mod p), je dokaz nasho tvrdenia tymto pozorovanim dokonéeny.

227, (5.32) dostavame odhad S; . (t) = Q(o"). Odhad S;..(t) = O(o") zas vyplyva z (5.33) a (5.30).
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Priklad 5.6.3. Analyzu z predoslého prikladu moZno prostrednictvom normélneho tvaru reducibilne;j
matice rozsirit aj na I'ubovolné — t. j. nie nutne silne suvislé — grafy. Takéto tivahy presahuji ramec
tohto textu; poznamenajme vSak aspof, Ze v tomto vSeobecnom pripade moZzno mnozinu N rozlozit
na p tried podla zvysku po deleni nejakym ¢islom p tak, Ze pre pocet sledov S; ;(t) veducich z vrcholu
i do vrcholu j pre ¢ =0,...,p—1at e Nst=gq (mod p) je bud

Sii(t) =0,

alebo
Sij(t) = O(thgl),

kde o4 je najvacsi spomedzi spektralnych polomerov matic silne stvislych komponentov, cez ktoré
prechadza nejaky sled z i do j dlzky ¢ takej, ze t = ¢ (mod p) a k4 je maximalne ¢islo také, Ze niektory
z takychto sledov prechadza cez k; komponentov, ktorych matica méa spektralny polomer g,.

Nasledujuci priklad sivisi s jednou z najvyznamnejSich oblasti aplikicie tebrie nezapornych matic
vobec — s Markovovymi retazcami.

Priklad 5.6.4. Konec¢nym Markovovym retazcom modzeme nazvat — aj ked tym padom nepdjde o tplne
beznu definiciu — l'ubovolny ohodnoteny graf M = ([n], ¢) nad [0, 1] taky, Ze pre vSetky ¢ € [n] je

> (i g) =1.
j=1

Vrcholy Markovovho retazca sa obycCajne nazyvaji jeho stavmi. Ohodnotenia hréan reprezentuji
pravdepodobnosti prechodov medzi stavmi, pricom sicet tychto pravdepodobnosti cez vSetky hrany
vychadzajice z pevne daného stavu i € [n] je vidy rovny jednej. Ak teda A(M) = A = (ai;)nxn,

prei=1,...,n je
n
E aij =1
Jj=1

hovorime, Ze matica A je riadkovo stochastickd. Lahko vidiet, Ze pre spektralny polomer riadkovo
stochastickej matice A je vzdy o(A) = ¢ = 1, pricom k g prislicha vlastny vektor x, = (1,...,1)7.

Koneény Markovov retazec M nazveme nerozloZitelngm, ak je graf M silne suvisly — ¢ize ak je
matica A = A(M) ireducibilna. V takom pripade je podla Perronovej-Frobeniovej vety vlastné ¢islo
o = 1 matice A algebraickej nasobnosti 1. Ak je navy$e Markovov retazec M aperiodicky — to je prave
vtedy, ked je M aperiodicky ako graf — musi byt o = 1 jedinym vlastnym ¢islom matice A s absolttnou
hodnotou 1, pricom matica A je v tomto pripade primitivna.

Distribicia pravdepodobnosti jednotlivych stavov je dané riadkovym vektorom

pT = (pb cee 7pn)
takym, Ze p1 +. ..+ p, = 1. Pociatoénd distribicia je dana nejakym takymto vektorom i’ a distribuciu
po t krokoch mozno vyjadrit ako i’ A. Distribtuciu p? nazveme staciondrnou distribiciou retazca M,
ak pl A = p! — pravdepodobnosti jednotlivych stavov sa uz teda d’alej nemenia.
Uvazujme teraz [ubovolny nerozloZitelny koneény Markovov retazec M a distribtciu p? taku, Ze

To moZno prepisat ako
ATp =p,

z ¢oho vyplyva, Ze p je vlastnym vektorom matice AT prislachajicim k vlastnému &slu 1. Podobne ako
matica A je ale aj jej transpozicia AT ireducibilnou maticou so spektralnym polomerom rovnym jednej.
Podl'a Perronovej-Frobeniovej vety teda existuje prdve jedna stacionarna distribucia p? retazca M.
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Téato distribucia vSak eSte nemusi byt limitnou distribiciou retazca M — nemusi totiz platit

lim il A" = pT.

t—o0
Lahko vidiet, ze limitna distribucia, ak existuje, musi byt stacionarnou distribuciou. Citatel vSak istotne
Tahko pride s prikladom nerozloZitelného Markovovho retazca takého, Ze jeho stacionarna distribtucia
nie je limitnou distribuciou (a v désledku toho Ziadna limitna distribucia neexistuje).

Stacionarna distribicia aperiodického nerozloziteIného retazca M je ale vzdy aj jeho limitnou
distribuciou. Skuto¢ne: kedZe je retazec M aperiodicky, matica A musi byt primitivna. Jej spektralny
polomer o = 1 je teda jej vlastnym ¢islom algebraickej nasobnosti 1 a pre kazdé d'alsie vlastné &islo A
je |A\| < 0. Podobne ako vo vete 5.2.1 tak zistujeme, Ze pre i,j = 1,...,n existuje nezaporna reélna
konstanta ¢; j taka, ze pre maticu A" = (a; ;[t])nxn pre vietky t € N plati

aijlt] = ci ;1" +o(1") = ¢ij +o(1).
Je potom zrejmé, Ze limy—yoo A® = (¢ j)nxn, v dosledku ¢oho existuje aj limita

lim il A = rT,
t—o0

7 predchadzajucich tvah pritom vyplyva, Ze takéto r’ musi byt stacionarnou distribiiciou refazca M.

5.7 Maticovo-grafovy slovnik

V tejto a aj v predchadzajtcich kapitolach sme sa z velkej ¢asti zaoberali sivisom medzi §tvorcovymi
maticami a ohodnotenymi orientovanymi grafmi — prvky matic resp. ohodnotenia hran sme pritom
vyberali z mnoZin s nulou, z polokruhov, zo (spoéitatelne) tplnych polokruhov, z polokruhov formaél-
nych mocninovych radov (nad polokruhom, spoéitatelne aplnym polokruhom, ¢ polom), z mnoZiny
komplexnych ¢&isel, ¢ z mnoziny nezapornych realnych ¢&isel, ktorych Specidlnym pripadom sa priro-
dzené cisla. V zavislosti od struktdary na uvazovanej mnoZzine prvkov matic resp. ohodnoteni grafov
sme potom definovali rézne operacie a vlastnosti, ktoré sa neraz ukizali byt vyjadritelné dvojakym
spésobom: k maticovému pojmu Casto prislichal prirodzeny grafovy néprotivok a naopak. Niektoré
z takychto dvojic pojmov v nasledujicom stru¢ne zrekapitulujeme; priddme vSak aj niekol'ko d'alsich
dvojic, ktorych vzajomnu korespondenciu &itatel istotne Tahko nahliadne.?3

’ Maticovy pojem ‘ Zodpovedajuci grafovy pojem MnozZina prvkov
Nenulovy prvok matice Ohodnotenie hrany Mnozina s nulou
Nenulovy diagonalny prvok | Ohodnotenie slucky Mnozina s nulou
Prvok t-tej mocniny matice | Stacet ohodnoteni sledov dlzky ¢ Polokruh
Prvok iterdcie matice Sti¢et ohodnoteni vSetkych sledov Spocitatelne tplny polokruh,

S{(Xt) pre polokruh S,

Transponovana matica Transponovany graf (obratenie hran) | Mnozina s nulou
Ireducibilnd matica Silne suvisly graf R>g
Reducibilna matica Graf s aspon 2 komponentmi R>
Nilpotentna matica Acyklicky orientovany graf R>o

Kladna matica Uplny orientovany graf (so sluckami) | R>q

Normaélny tvar reducibilnej | Topologické usporiadanie R>o

matice komponentov silnej stuvislosti

Index primitivnosti Peritda R>0

Primitivna matica Aperiodicky graf R>o

ZViaceré z pojmov definovanych pre mnozinu R>0 by bolo mozné rozsirit aj na vSeobecnejsie mnoziny prvkov; prestala
by vSak potom pre ne platit vicSina zaujimavych tvrdeni.
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Cvicenia
1. Preformulujte vetu 5.2.1 pre $pecialny pripad grafov s diagonalizovatelnymi maticami susednosti.

2. Bolo spomenuté, ze vo vyjadreni S; ;(t) podla vety 5.2.1 vystupuje prave n neznamych kon-
stant ayy pre A € 0(A) a k = 0,...,a(A,\) — 1. Identifikujte grafy, pre ktoré mozno S; ;(t)
vyjadrit s mensim poc¢tom takychto konstant a preformulujte vetu 5.2.1 tak, aby pre kazdy graf
poskytovala vyjadrenie hodnét S; ;(¢) s minimalnym moznym poétom komplexnych konstant.*

3. Dokazte, ze Collatzova-Wielandtova funkcia I'4 prislichajica k nezapornej matici A € RZ5" je
spojita vo vSetkych bodoch mnoziny RZ, -

4. Dokézte, ze Collatzova-Wielandtova funkcia I'4 prislachajica k ireducibilnej matici A € RL5",
kde n je nenulové prirodzené ¢islo, nemusi byt spojit4 v hraniénych bodoch simplexu A,,_1.

5. Dokazte vetu 5.4.21.

6. Nech G = (V,¢) je silne suvisly ohodnoteny graf nad mnozinou R>( obsahujtci aspon Jednu
hranu a u € V. Zistite, & perioda p(G) grafu G musi byt najvicsim spoloénym delitelom dlzok
orientovanych kruznic v G prechadzajucich cez vrchol .

7. Nech G = (V,p) je silne suvisly ohodnoteny graf nad mnozinou R>g obsahujici asponi jednu
hranu. Dokazte, Ze perioda p(G) grafu G je najvacsim prirodzenym ¢islom p, pre ktoré existuje
funkcia x: V. — Z, taka, ze pre vSetky hrany (u,v) € E(G) je x(v) = x(u) + 1 (modulo p).
Pre p > 2 je tato funkcia x velmi §pecidlnym vrcholovym farbenim grafu G.

8. Nech n je pevne dané nenulové prirodzené ¢islo. Najdite vsetky p € N\ {0}, pre ktoré existuje
ireducibilné matica A € R”X" s indexom primitivnosti p(A) = p.

9. Nech n € N a 7, je mnoZina vietkych ireducibilngch matic A € RZS". Zistite, ¢i musi byt Z,
uzavretd na nasledujice maticové operacie:

a
b

c) umochovanie na t € N

) s
)
)
d) umochovanie na t € N\ {0}.

10. Nech n € N\ {0} a P, je mnozina vsetkych primitivnych ireducibilnych matic A € RLj". Zistite,
¢ musi byt P,, uzavretd na nasledujice maticové operacie:

a) sucet;

b

C

SUCln

)
)
) umochovanie na t € N;

d) umocihiovanie na t € N\ {0}.

11. Nech n € N\ {0} a A € RLJ" je nezdporna realna matica takéd, Ze pre nejaké t € N\ {0} je
matica A’ -

a) ireducibiln;

b) primitivna.

Zistite, ¢ musi mat rovnaku vlastnost aj matica A.

24 Toto vyjadrenie by vSak aj nadalej malo byt rovnaké pre vietky dvojice vrcholov 4, j.
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Poznamky a odkazy na samostidium

Vandermondova matica sa v literature definuje viacerymi jemne odliSnymi sposobmi. V najcastejsie sa vyskytujicej
variacii definicie pouzivanej v tomto texte sa pracuje s jej transpoziciou [57]; pre determinant takto definovanej Vander-
mondovej matice tak ostdva v platnosti rovnaky vzorec ako vo vete 5.1.2. MoZno sa v8ak stretnit aj s dalsimi alterna-
tivnymi definiciami — napriklad Knuth [66] definuje Vandermondovu maticu tak, ze k-ty stlpec matice V(az, ..., an) je
pre k=1,...,n dany ako (af,..., oz’,;‘)T; do vzorca pre determinant takto definovanej Vandermondovej matice tak este
treba zakomponovat faktor a; ... an.

Pod zovseobecnenou Vandermondovou maticou sa v literatire chapu rézne, ¢asto aj vzdjomne nesuvisiace, objekty.
Pravdepodobne prva zmienka o zovSeobecnenej Vandermondovej matici v zmysle tohto textu pochadza z Kalmanovho
popularneho ¢lanku [60], v ktorom si aj naznacené viaceré moznosti dékazu vety 5.1.11 hovoriacej o jej determinante
(pracuje sa tam v8ak len s konkrétnymi hodnotami s ani, ..., ns). Dokaz vety 5.1.11 uvedeny v tomto texte je rozvedenim
jedného z tychto naznakov dokazu pre vSeobecny pripad. Rovnaky objekt sa pod zovSeobecnenou Vandermondovou
maticou chape napriklad aj v [34]. O Hasseho derivdcidch, ktoré sme pouzivali pri dékaze vety 5.1.11, sa moZno docitat
viac napriklad v [54].

Klasickymi monografiami o nezédpornych maticiach st napriklad [9] a [86]. Kapitoly venované tejto problematike
mozno dalej najst napriklad v [76, 48, 57, 84, 101]. Perronova-Frobeniova teoria je pomenovana po O. Perronovi, ktory
sa zaoberal spektralnymi vlastnostami kladngch matic [90] a po G. Frobeniovi, ktory jeho zistenia zovSeobecnil na pripad
ireducibilnygch nezdpornijch matic [46]. Vetu 5.4.16 dokazal H. Wielandt v ¢lanku [103].

Pre index primitivnosti matice sa v anglickej literatire zvycCajne pouziva termin imprimitivity index, ¢ize nie¢o ako
sindex neprimitivnosti“ [86, 84]. Obc¢as sa pouZziva aj termin peridda matice [78]; naopak pre periddu grafu sa mozno
stretnat aj s pojmom index primitivnosti grafu (angl. imprimitivity index of a graph) [86, 17].

Asymptotické odhady z prikladov 5.6.1, 5.6.2 a 5.6.3 je mozné, snad o cosi elegantnejsie, odvodit aj s vyuZzitim
vytvéarajucich funkcif a analytickej kombinatoriky [44]. Tato metoda je vSak zaloZena na skimani vlastnosti Laurentovych
rozvojov racionalnych funkcii v ich singularitach (péloch), ¢o je v porovnani so stale relativne elementarnou Perronovou-

5 vve

Frobeniovou tedriou o poznanie taz§ia masinéria. Koneénym Markovovym retazcom je venovana napriklad kniha [63].






Kapitola 6

Diferenc¢né rovnice

V kratkosti si teraz predstavime dalgiu vyznamni oblast aplikacie teorie okolo vlastnych ¢isel matic:
rieSenie urcitych typov rekurencii, ktoré budeme nazyvat diferencniymi rovnicami.

Pojem diferencnej rovnice pre nas bude synonymom pre pojem rekurencie kone¢ného radu — Cize
vztahu, v ktorom vystupuje neznama funkcia z: N — C, pri¢om hodnota x(t) tejto funkcie pre vsetky
t € N zavisi iba od kone¢ného poétu predchadzajicich hodnédt z(t—1),...,x(t — k), kde k je fixna kon-
Stanta. Pomenovanie , diferenéna rovnica“ — prevladajice napriklad v oblastiach, kde sa tieto vztahy
uvazuju v suvislosti s dynamickymi systémami alebo s numerickym rieSenim diferencialnych rovnic —
vychadza z pozorovania, ze Tubovolny rekurentny vztah uvedeného typu moZno chépat aj ako rovnicu,
v ktorej okrem neznamej funkcie x vystupuje konecny pocet funkcii ziskanych z x opakovanym apli-
kovanim operatora konecnej diferencie, ktory je diskrétnou obdobou operétora derivacie. Diferencné
rovnice sa tak v urCitom presnom zmysle stdvaji diskrétnou obdobou diferencidlnych rovnic. Podobne
aj metody, ktoré budeme na rieSenie diferenénych rovnic pouzivat, bude mozné chapat ako diskrétne
analogie metdd na rieSenie niektorych zékladnych typov diferencialnych rovnic.

V skuto¢nosti mozno na kone¢nych diferencidch zalozit kompletni teériu paralelni s diferencidlnym
a integralnym poc¢tom, v ktorej sa namiesto funkcii spojitej redlnej alebo komplexnej premennej naraba
s funkciami diskrétnej premennej — ¢iZze s postupnostami. Tato tedria sa nazyva diferencniym pocétom
alebo konecnym kalkulom a okrajovo do nej nazrieme v prvom oddiele tejto kapitoly. Podstatné vsak
pre nés budd najmé metédy na rieSenie diferencénych rovnic zaloZené na linearnej algebre, pri ktorych
si vysta¢ime aj s beznym pohladom na diferen¢né rovnice ako na rekurencie. O diferenénom pocte sa
tu zmiefiujeme pre lepsie pochopenie genézy pojmu diferencnej rovnice a s cielom zdéraznenia hibky,
ktora sa skryva za zjavnou podobnostou metdd rieSenia diferenénych a diferencidlnych rovnic.

6.1 Zaklady diferen¢cného poctu

Analogicky k operatoru derivacie, definovaného na vektorovom priestore (v lubovolnom slova zmysle)
diferencovatelnych funkeii predpisom

d @y SR~ 0
(37) 0= 0= i FEEEIZIE

mozno na vektorovom priestore F := CN vsetkych funkcii'! z N do C uvazovat linearny operator?
konecnej diferencie A, ktory je pre vietky f: N — C a t € N dany predpisom

(Af)E) = Af(t) := fE+1) = f(D).

de o vektorovy priestor nad polom C, v ktorom funkcie z N do C uvaZujeme spolu so Standardnymi operaciami
s¢itania funkcii a nasobenia funkcie skalarom z C. Rovnako dobre by bolo mozné pracovat aj nad priestorom RY.

2Ide tu o skryté tvrdenie: aby sme dokazali, Ze je operator koneénej diferencie skutoéne linearny, je potrebné argu-
mentovat, ze pre vietky f,g € Faa € Cje A(f+g) =Af+Aga A(af) = aAf. Toto jednoduché mechanické cvi¢enie
prenechavame &itatelovi.
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Kone¢né diferencie st teda diskrétnou obdobou derivacii, pri¢om ich tloha v diferenénom pocte je
porovnatelna s ulohou derivacii v diferencialnom pocte. V situaciach, ked je nutné zdoraznit, ze ide
o kone¢nu diferenciu funkcie premennej t, piSeme namiesto A aj A;.

Lahko vidiet, Ze linearne operatory na JF tvoria spolo¢ne s beZne definovanymi operaciami suctu
a zlozenia operéatorov okruh, ktory budeme oznacovat L£(F). V tomto okruhu budeme interpretovat
aj mocniny operatorov — napriklad A* teda oznacuje kone¢nu diferenciu aplikovanta k-krat, pri¢om
v takom pripade hovorime o konecnej diferencii k-teho rddu. Priamym vypoc¢tom ziskavame nasledujice
vztahy pre kone¢né diferencie druhého a tretieho radu:

A?f(t) = A(Af(1) = Af(t+1) = Af(t) =
=ft+2) - f+1) = (fE+1) = ft) =
= ft+2)=2f(t+1)+ f(1),

A3F(t) = A2(Af(t) = Af(t+2) — A2f(t+ 1) + Af(t)
=f(t+3) = ft+2) - 2f(t+2)=2f(t+1))+ ft+1) - f(t) =
=f(t+3)=3f(t+2)+3f(t+1)— f(t).

Indukciou mozno l'ahko dokazat, Ze pre vietky k € N je

ARty = ft+ k) — (’f) flt+k—1)+... + (k K )(—1)k_1f(t+ D+ (=DFft) =

—Z() L f(t+ k- j).

V skuto¢nosti je tento vzorec dokonca bezprostrednym doésledkom binomickej vety
Lk
(z+y)k = < .>x”y’“‘3,

ktora evidentne plati pre kazdi dvojicu vzidjomne komutujtcich prvkov z,y Tubovolného polokruhu.
Na priestore F mozeme uvazovat linearny operdtor posunu E dany pre vSetky f: N — Cat € N
predpisom

(Ef)(1) = Ef(t) = f(t+1)
a takisto aj identicky operdtor Id, ktory je pre vSetky f: N — C a t € N dany ako

(Idf)(t) =1df(t) := f(t).
Lahko vidiet, Ze operatory E a —Id spolu komutuju a zrejme tiez
A=F—-1d.

Z binomickej vety pre komutujuce prvky okruhu linedrnych operatorov L(F) tak pre vSetky k € N
dostavame

k

A1) = (B =107 = (f) (~1aY B 5 (1) =

_Z<> flt+k—j).

Nasledujuce vztahy pre kone¢né diferencie sucinu a podielu funkcii st analégiami zndmych vzorcov
pre derivécie.
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Tvrdenie 6.1.1. Nech f,g: N — C su funkcie. Potom

a) A(fg) = (Af)g+ (Ef)(Ag) = (Af)(Eg) + f(Ag).

Ak navyse g(t) # 0 pre vSetky t € N, tak

0 2(5) =55
0 A <f> _ (Af)g(; f;(Ag)_
g 9(Eg

Dokaz.

a) Pre diferenciu siu¢inu pre vietky ¢ € N dostéavame

A(fg)(t) = f(E+1)g(t+1) = f(t)g(t) =
= (fE+Dgt+1) - f(t)g(t+1)) +
= (Af()g(t+ 1)+ f(£)(Ag(t) = ((

(fF(D)g(t +1) = f(t)g(t))
Af)(Eg) + f(Ag))(?).

Po vymene funkcii f, g potom zistujeme, Ze aj
A(fg)(t) = ((Af)g + (Ef)(Ag))(t).
b) Priamo z definicie kone¢nej diferencie je
1 1 1 _g(t)—g(t—i—l)_( Ag )
AlZ — - — = (- .
(9) ) gt+1)  g@)  gt)g(t+1) 9(Eg) )

c¢) S pouzitim predchadzajicich dvoch dokdzanych vztahov zistujeme, Ze

2(5)=2(G7) = () (= () en =+ = i

. O

Evidentne A;c = 0 pre vietky ¢ € C a A;t = 1. Kone¢né diferencie mocninovych funkcii ¢*
pre k > 2 st v8ak o nie¢o komplikovanejsieho charakteru, nez je tomu v pripade derivacii. Za analégiu
znameho vzorca pre derivacie polynomickych funkcii mozno povazovat skor nasledujicu vlastnost k-teho

klesajiceho faktoridlu, definovaného pre k € N a vSetky z € C ako
Ai=2(z-1)... (2 —k+1).
Tvrdenie 6.1.2. Nech k € N\ {0}. Potom Atk = ktk=1,

Doékaz. 7 definicie kone¢nej diferencie je

AptE=(t+DE—tE =+ D)t (t—1).. (t—k+2)—t(t—1)...(t —k+2)(t—k+1) =

= ((¢t +1)—(t—k—i—l))t(t—l)...(t—k—I—Q):ktk;l,

¢o bolo treba dokézat.

O

V skuto¢nosti mozno definiciu k-tych klesajacich faktoridlov elementarne rozsirit na vsetky k € Z
a s pouzitim funkcie gama aj na vetky k& € C. D4 sa dokézat, Ze vzorec z predchadzajticeho tvrdenia

zostane v platnosti aj pri takomto zovSeobecneni — detaily mozno najst napriklad v [62].
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Obdobou neurditych integralov alebo primitivnych funkcii st v diferenénom pocte neurcité sumy.
Pre TubovoIna funkciu f: N — C nazveme jej neurcitou sumou

(A7) = A7) = D f(1)
t

Tubovolnu funkciu F': N — C taka, ze AF = f. Zéakladnym vysledkom o neuréitych sumach je nasle-
dujica veta, ktora hovor{ o existencii neurcitych stm a o ich jednoznacnosti az na konstantny ¢len.

Veta 6.1.3. Nech f: N — C je funkcia. Neurcitymi sumams funkcie f si potom prdve vsetky funkcie
D ) =F(t) +e
t

kde c € C je lubovolnd konstanta a F: N — C je funkcia dand pre vetky t € N predpisom

Doékaz. Zvolme Tubovolné ¢ € C a najdime vSetky neurcité sumy F.: N — C funkcie f také, Ze
F.(0) =c. (6.1)
Aby bola funkcia F,. neurc¢itou sumou funkcie f, pre vsetky ¢t € N musi byt
AF.(t)=F.(t+1)— F.(t) = f(t),

Cize
F.(t+1) = F.(t) + f(t). (6.2)
Indukciou teraz mozno l'ahko dokéazat, Ze z rovnosti (6.1) a (6.2) pre vSetky t € N vyplyva

t—1
Fo(t)=c+ Y f(j) =F(t) +c,
=0
pricom takto definovana funkcia je neurcitou sumou funkcie f. O

Priamo z definicie neuréitych sim vyplyva platnost vztahu AA~Lf = f pre vietky f: N — C.
Dokézeme teraz tvrdenie, podla ktorého je tiez A~ Af = f: vietky funkcie A™'Af pritom vznikna
z funkcie f pripo¢itanim nejakej komplexnej konstanty d.

Tvrdenie 6.1.4. Nech f: N — C je funkcia. Neurcitymi sumami funkcie Af si potom prave vietky

funkcie
d_Af() = f(t)+d.
t

kde d € C je konstanta.

Dékaz. 7 vety 6.1.3 vyplyva, Ze neur¢itymi sumami funkcie A f st prave vSetky funkcie

kde ¢ € C. Staci teda vziat d := ¢ — f(0) a tvrdenie je dokadzané. O
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V tomto texte nie je nasim cielom detailne preskiimat mnoZstvo roznorodych technik neurcitej
sumacie, ktoré su ¢asto obdobami zndmych technik na vypocet neuréitych integralov. Naopak sa tu
obmedzime len na demonstraciu asi najzakladnejsej techniky, ktora spociva vo vyuziti linearity neurcitej
sumdcie spolotne so znalostou neurcitych sim niektorych zakladnych funkcii. O linearite neurcitych
sam hovorf nasledujtce tvrdenie.

Tvrdenie 6.1.5. Nech f,g: N — C si funkcie a a,b € C si konstanty. Potom?

Y (af(t) +bg(t) =a) ft)+bY g(t).

t

Dokaz. S pouzitim vety 6.1.3 zistujeme, Ze jednou z neuréitych stum funkcie af(t) + bg(t) je funkcia

t—1 t—1 t—1
D (@f(t) +bg(t)) =D (af () +bg(i) =aY fG)+bD g(G)=a) f&)+b)_ g(t),
t =0 =0 =0 t t
¢o bolo treba dokazat. O

V ramci prikladov nizsie si vystacime so znalostou neurcitych stim pre k-te klesajtce faktorialy —
vzorce pre ne su priamym doésledkom vzorcov pre koneéné diferencie tychto funkcii.

Tvrdenie 6.1.6. Nech k € N. Neurcitymi sumami funkcie t& si potom prdve vietky funkcie

k+1

- k+1 7

kde ¢ € C je konstanta.

Doékaz. 7 tvrdenia 6.1.2 a z linearity kone¢nej diferencie dostavame

N 7Atki17(k:+1)t57tﬁ
k+1) k+1  k+1

a funkcia t*¥L/(k + 1) je tak naozaj neuréitou sumou funkcie t£. Z vety 6.1.3 potom vyplyva, Ze prave
véetkymi neur¢itymi sumami funkcie t£ st funkcie typu

tk+1

k+1

+c

pre nejaki komplexnii konstantu c¢. Tym je tvrdenie dokazané. O

Pouzitie neurc¢itych stiim je zaloZzené predovsetkym na ich nasledujtcej vlastnosti, ktora ich dava
do suvisu s beznymi — alebo urcitymi — sumami. Nasledujiica veta je diskrétnou obdobou Newtonovej-
Leibnizovej vety o vztahu urcitych a neurcitych integralov.

Veta 6.1.7. Nech f: N — C je funkcia a F = A™Lf je neurcitd suma funkcie f. Pre vsetky r,s € N
potom je

Y ft)=F(s+1)—F(r).

3Nasledujtcu rovnost treba chapat tak, 7e nastane pre nejaky vyber neurditych sim na jednotlivych jej stranach.
Nejde tu o podstatny nedostatok, pretoze Tubovolné dve neurcité sumy tej istej funkcie sa liSia nanajvys o aditivou
konstantu. Ak je ale aspon jedna z konstant a,b nenulova, Tahko dokdZeme, Ze pre lubovolny vyber neurcitych stm
na niektorej strane rovnosti mozno na jej opacnej strane vybrat neurcité sumy tak, aby si vysledné funkcie boli rovné.
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Dokaz. 7 vety 6.1.3 vyplyva, Ze funkcia F' musi byt pre vSetky ¢t € N a nejaku konstantu ¢ € C dana
ako

t—1
Ft) =c+ 3 10).

j=0

Preto
s r—1 s r—1 s
Fs+1)=F(r)=(c+ > fOG) | = e+ DG | =D_rG) =D rG)=>_f),
=0 i=0 j=0 =0 t=r

¢o bolo treba dokézat. O

Priklad 6.1.8. Met6dami diferenéného pocétu vypocitame pre vSetky n € N sumu

n
S
t=0
Podla tvrdenia 6.1.6 je neurc¢itou sumou funkcie #2 napriklad funkcia t2/3. Z vety 6.1.7 preto
ZQ n+1 073_(n+1)n(n—1)

3 3

Priklad 6.1.9. Podobne teraz pre vSetky n € N vypocitame sumu

n
Z 2.
t=0

Tu vyuzijeme vyjadrenie
2=ttt —1)+t =12+t

S pouzitim tvrdeni 6.1.5 a 6.1.6 tak dostdvame
3
2= (241 Zt2+2t1 —+—
¢ ¢
Podla vety 6.1.7 preto

iﬂ: <(n+1)3+ (n+1)2> B <03+02> _(n+n(n-1) . (n+1)n

3 2 3 2 3 2

_2n+1D(n+1)n
a 6

Podobne moZno postupovat pri vypocte sumy I'ubovolnej polynomickej funkcie.

t=0

Tymito jednoduchymi prikladmi problematiku sumacie metdédami diferenéného poétu zanechame.
O pokrocilejsich sumac¢nych metdédach zalozenych na diferenénom pocte — napriklad o metoéde sumdcie
per partes, ktora je diskrétnou obdobou integrovania per partes — sa mozno docitat napriklad v [51, 62].

6.2 Diferenc¢né rovnice a stvisiace pojmy

Prejdime teraz k hlavnému objektu skimania tejto kapitoly — to jest k diferenénym rovniciam. Ak by
sme hladali ¢o moZno najblizsiu analogiu s pojmom (obyc¢ajnej) diferencialnej rovnice, mohli by sme
diferen¢nou rovnicou nazvat vztah

F <t,x(t), Ax(t),. .., Akx(t)> =0 (6.3)

o neznamej funkcii z: N — C platny pre vietky t € N, kde k € N a F: N x CF*! — C je Tubovolné
zobrazenie.
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Nasa definicia diferen¢nej rovnice bude skutocne tejto formulacii ekvivalentna; bude sa v nej vsak
tiez odzrkadlovat fakt, Ze diferencné rovnice si stcasne aj rekurenciami ur¢itého Specialneho typu.
Kazdy algebraicky vyraz utvoreny z t,z(t), Ax(t),..., AFz(t) je totiz zaroven aj vyrazom utvorenym
zt,x(t),z(t+1),...,z(t + k) — napriklad

2% (t) — Ax(t) = 2(2(t +2) — 22(t + 1) +2(t)) — (x(t +1) —z(t)) =
=2z(t +2) — bz(t + 1) + 3z(t).

Diferen¢nii rovnicu teda definujeme ako rovnicu, v ktorej okrem premennej ¢ € N a hodnoty neznamej
funkcie z(¢) vystupuju aj hodnoty x(t + 1),...,x(t + k) — alebo ekvivalentne: Ex(t), ..., E¥z(t).

Definicia 6.2.1. Diferencnou rovnicou nazveme pre [ubovolné zobrazenie F': N x C¥*1 — C rovnicu
F(t,x(t),z(t+1),...,2(t+k)) =0 (6.4)

resp. r (t,m(t), Ex(t),. .. ,Ekm(t)> =0,

ktorej platnost sa vyZzaduje pre vSetky ¢t € N, pricom k € N a z oznacuje neznamu funkciu z N do C.

Bez ujmy na vseobecnosti budeme predpokladaft, Ze zobrazenie F: N x CFt! — C netrividlnym
sposobom zéavisi od svojho posledného argumentu, ¢ize je vzhladom nai nekonstantné. To znamen4,
ze existuju m € N, ¢g,...,cp_1 € C a 21,29 € C také, ze

F(m,coy...,cp-1,21) # F(m,co,...,cx—1,22).

Rovnica (6.4) tak ,naozaj* zavisi od z(t + k).

Za tohto predpokladu mé zmysel definovat rdd diferen¢nej rovnice (6.4) ako prirodzené &islo k.
Takato definicia radu diferencnej rovnice nie je tplne v sulade s definiciou radu Casto pouZivanou
v literattre [96], pri ktorej sa rad rovnice (6.4) chape ako rozdiel k — ¢, kde £ € {0, ..., k} je najmensi
index taky, Ze zobrazenie F' netrividlne zavisi od argumentu zodpovedajiceho z(t + ¢). Pre nas bude
napriklad aj diferen¢na rovnica

x(t+4)+z(t+3)=0

rovnicou Stvrtého radu. To mé svoje opodstatnenie — ¢oskoro napriklad uvidime, Ze aj pri uvedenej di-
feren¢nej rovnici je na najdenie jednozna¢ného rieSenia pre vietky ¢t € N potrebné zadat ako zaciatocné
podmienky prvé styri hodnoty funkcie z, ¢o je charakteristickym znakom diferencénych rovnic stvrtého
radu. Neskor sa budeme detailnejsie zaoberat tedriou linearnych diferen¢nych rovnic, pricom prideme
k zisteniu, Ze rovnice uvedeného typu sa skuto¢ne akymisi ,,degenerovanymi® rovnicami stvrtého radu,
ktorych charakteristicky polyném ma aj nulové korene.

Vyhodou nasej definicie radu diferencnej rovnice oproti jej spominanej alternative je tiez jej kon-
zistentnost s chapanim diferen¢nych rovnic ako rovnic typu (6.3) — v pripade, Ze tu zobrazenie F
netrivialne zavisi od svojho posledného argumentu, ide o najvyssi rad k operatora A v rovnici (6.3).
Na&s pojem radu diferen¢nej rovnice je tak aj dobrou diskrétnou analégiou raddu diferencialnej rovnice.

Diferen¢ni rovnicu v tvare (6.4) mozeme nazvat aj implicitnou, pretoze z takéhoto zapisu nemusi
byt jasné vyjadrenie hodnoty x(t + k) pomocou hodnoét ¢, z(t), z(t + 1),...,z(t + k — 1). Diferen¢na
rovnicu k-teho radu v tvare

x(t+k)=F(t,zt),z(t+1),...,z(t+ k—1)),

kde k € N, z je neznama funkcia z N do C a F': Nx CF — C je zobrazenie, naopak nazveme ezplicitnou
diferenc¢nou rovnicou.
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Definicia 6.2.2. Zaciatocnou ilohou danou explicitnou diferené¢nou rovnicou

x(t+k)=F(t zt),z(t+1),...,z(t+k—1)) (6.5)
k-teho radu pre k € N a zaciatocnymi podmienkams

z(0) =q, =(1)=q, ..., x(k-1)=q1 (6.6)

pre qo,--.,qx—1 € C nazveme problém najdenia funkcie f: N — C, ktord po dosadeni za neznamu
funkciu x vyhovuje rovniciam (6.6) a pre vSetky ¢ € N aj rovnici (6.5). Takato funkciu f nazveme
rieSenim zaciatocnej tlohy danej diferen¢nou rovnicou (6.5) a zafiatoénymi podmienkami (6.6).

Nasledujtce tvrdenie o existencii a jednoznac¢nosti rieSeni zaciatocénych tloh pre diferen¢né rovnice
je na rozdiel od podobnych tvrdeni v teorii diferencidlnych rovnic v podstate trivialne.

Veta 6.2.3 (O existencii a jednoznacnosti). UvaZujme pre k € N lubovolni explicitni diferencni
TOUNICU

x(t+k)=F(t,z(t),z(t+1),...,z2(t+ k—1)) (6.7)
k-teho rddu a konstanty qo, ..., qx—1 € C. Potom ezistuje prave jedno rieSenie zaciatocnej ulohy danej
diferenc¢nou rovnicou (6.7) a zaciatoénygmi podmienkami

:E(O):(JO’ x(l):(ha cee x(k_l):qk—l

Dokaz. Vezmime funkciu f: N — C, ktora je pre t = 0,...,k — 1 dana ako f(t) = ¢; a pre vSetky
t=kk+1,... ako

fO)=Ft—k, f(t—k),ft—k+1),...,f(t—=1)).
Tato funkcia je evidentne rieSenim uvazovanej zaciatocnej ilohy. Ak naopak g: N — C je funkcia také,
ze g # f, musi existovat s € N, pre ktoré je g(s) # f(s). Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme,
ze s je najmensie s touto vlastnostou. Ak s < k — 1, tak g(s) # f(s) = ¢s a funkcia g nevyhovuje
zaCiatoénym podmienkam; ak s > k, tak

9((5 — k) + ) = g(s) # F(5) = Fls — b, f(s — k), f(s — k4 1), f(s — 1)) =
=F(s—k,g(s—k),g(s—k+1),...,9(s — 1))

a funkcia g nevyhovuje diferen¢nej rovnici (6.7). Funkcia f je teda naozaj jedinym rieSenim uvazovanej
zaciatoCnej tlohy. O

Z uvedeného je zrejmé, Ze kedykolvek pre diferenént rovnicu k-teho radu zaddme menej ako k
zaCiatoénych podmienok, bude mat prislusna tuloha vzdy viac ako jedno rieSenie. Ak naopak zadame
viac ako k zaciatoénych podmienok, nemusi mat vysledna tloha Ziadne rieSenie — iba v pripade, Ze
,hadbytocné®“ zaciatoéné podmienky vyhovuju diferen¢nej rovnici, bude mat tloha jediné rieSenie.

Popri jednotlivych diferen¢énych rovniciach je ¢asto uzitocné studovat aj ich systémy — tie zohravaju
dolezita ulohu nielen v rozliénych aplikaciach, ale aj pri samotnych zakladoch tedrie diferenénych
rovnic. Explicitnym systémom diferenéniyjch rovnic k-teho radu pre k € N nazveme vztah

x(t+k) = F(t,x(t),x(t +1),....,x(t+k—1)) (6.8)

s neznamou vektorovou funkciou x: N — C" pre nejaké n € N\ {0}, ktorého platnost sa ocakava
pre vietky t € N a v ktorom vystupuje Iubovolné zobrazenie F': N x (C*)* — C". Casto je uzitoéné

pracovat s jednotlivymi zlozkami x1(t), ..., x,(t) vektora
x(t) = (@1(t),- .,z (1),
pricom x1,..., T, mdzeme interpretovat ako nezname funkcie z N do C. V takom pripade hovorime,

ze (6.8) je systémom n diferenénych rovnic o n neznamych funkciach i, ..., x,.
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Zaciatocnou ulohou danou systémom n diferencénych rovnic
x(t+k)=F(t,x(t),x(t+1),....x(t+k—1)) (6.9)
k-teho radu o n neznamych funkcidch a zaciatoénymi podmienkami

x(0)=qo, x(1)=a1, ..., x(k—1)=qr1 (6.10)

pre qo,--.,drx—1 € C" nazveme problém najdenia funkcie f: N — C", ktora po dosadeni za x vyhovuje
rovniciam (6.10) a pre vSetky ¢ € N aj rovnici (6.9). Takato vektorovt funkciu f nazveme riesenim
prislusnej zaciato¢nej tlohy.

Veta 6.2.4 (O existencii a jednoznacnosti pre systémy). UvaZujme pre k € N an € N\ {0} lubovolny
explicitng systém n diferencnijch rovnic

x(t+k)=F(t,x(t),x(t+1),....,x(t+k—1)) (6.11)

k-teho rddu o n nezndmych funkcidch a konstantné vektory qo,...,qr—1 € C". Potom existuje prave
jedno riesenie zaciatoénej ulohy danej systémom (6.11) a zaciatocnymi podmienkams

x(0) =qo, x(1)=ai, ..., x(k—-1)=qx1.

Dékaz. Podobne ako pri vete 6.2.3 mdzeme uvazovat funkciu f: N — C" dant pre t = 0,...,k — 1
ako f(t) = q; a pre vSetky t = k,k + 1,... ako

£(t) = F(t — k£t — k), £(t —k +1),... £(t —1)).

Vektorova funkcia f je evidentne rieSenim uvaZovanej zaciato¢nej tlohy. Ak je naopak g: N — C"
funkcia také, ze g # f, musi existovat s € N, pre ktoré je g(s) # f(s); predpokladajme, Ze s je najmensie
mozné. Ak s < k — 1, tak g(s) # f(s) = qs a g nevyhovuje zafiatoénym podmienkam; ak s > k, tak

g((s—k)+k)=g(s) #f(s)=F(s—k,f(s—k),f(s—k+1),....f(s—1)) =
=F(s—k,g(s—k),g(s—k+1),...,g(s—1))

a funkcia g nevyhovuje systému diferen¢nych rovnic (6.11). Vektorova funkcia f je teda naozaj jedinym
rieSenim uvazovanej zaciato¢nej tlohy. O

Dolezitou $pecialnou triedou diferenénych rovnic a ich systémov, na ktori sa zameriame vo zvysku
tejto kapitoly, je trieda tvorené linedrnymi diferenénymi rovnicami a ich systémami. Pri linearnej
diferen¢nej rovnici k-teho radu je zéavislost hodnoty x(t+ k) neznamej funkcie x od x(t),...,z(t+k—1)
linearna — kazdu takito rovnicu teda mozno zapisat ako

xt+k)=ce 1)zt +k—1)+...+ci(t)z(t+ 1)+ co(t)z(t) + g(t),

kde cq, ..., ck_1,9: N — C su funkcie. Podobne pri systéme linedrnych diferen¢nych rovnic k-teho radu
s vektorom neznémych funkcif

x(t) = (z1(t), ..., 2. (1)

zévisi kazda zlozka vektora x(t + k) linearne od zloziek vektorov x(),...,x(t +k — 1). Takyto systém
tak mozno vyjadrit v maticovom tvare

x(t+ k) = Ap1(0)x(t + &k — 1) + ...+ Ar(0)x(t + 1) + Ao(t)x(t) + g(t),

kde Ag,...,Ap_1: N— C"™" a g: N — C" su funkcie.
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6.3 Systémy linedrnych diferen¢nych rovnic prvého radu

Zameriame sa teraz na velmi $pecidlnu triedu systémov diferencénych rovnic — na systémy linedrnych
diferen¢nych rovnic prvého ridu. Kazdy takyto systém mozno vyjadrit v tvare

21t 4+ 1) = arg (a1 (1) + araOea(t) + ... + arnOza(t) + 91(0),

za(t +1) = ag1()x1(t) + aza(t)z2(t) 4. .. + azn(t)zn(t) + g2(1),

Znlt 1) = a1 (O71(8) + an2(O2(8) + ..+ ana®ralt) + gn(t),

kde n € N\ {0}, pre¢,j =1,...,nsta;;: N— Ca g;: N— CIubovolné funkcie a z1,...,2,: N— C
st nezndme funkcie. Ak pre vietky ¢ € N polozime x(t) = (z1(t),...,zn(t))T, At) = (ai;(t))nxn
ag(t)=(g1(t),...,gn(t))T, mézeme systém prepisat do maticovo-vektorového tvaru ako

x(t+1) = A(t)x(t) + g(t). (6.12)
Pokial je vektor g(t) nulovy pre vSetky ¢t € N, nazyva sa systém (6.12) homogénnym; v opa¢nom
pripade hovorime o nehomogénnom systéme. Systém (6.12) navySe nazveme autondmnym, ak x(t+ 1)
zévisi len od x(¢) a nie od ¢t samotného — matica A(t) ani vektor g(¢) teda nezéavisia od t a ubovolny
autonomny systém linearnych diferenénych rovnic prvého radu tak mozno pisat v tvare

x(t+1) = Ax(t) + g,

kde x(t) oznacuje pre vietky ¢ € N vektor neznamych funkcii, A € C"*" a g € C". Autonémnym sys-
témom sa budeme detailnejSie venovat neskor; nateraz ostaiime pri v8eobecnych systémoch linearnych
diferen¢nych rovnic prvého radu danych ako v (6.12).

Zatnime jednoduchymi pozorovaniami o tvaroch rieSeni zaciato¢nych tloh ako pre homogénne, tak
aj pre nehomogénne systémy linearnych diferenénych rovnic prvého radu.

Veta 6.3.1. Nechn € N\ {0} a pre vSetky t € N je A(t) € C"*™. Jedingm rieSenim zaciatocnej ulohy
danej homogénnym systémom n linedrnych diferencnijch rovnic prvého rddu

x(t+1) = A(t)x(t)
a zaciatoéngmsi podmienkams
x(0) = qo
pre nejaky vektor qo € C" je potom vektorovd funkcia £: N — C" dand pre vsetky t € N ako

-1
£(t) = HA(j) qo-
=0

Dékaz. Matematickou indukciou vzhladom na t mozno lahko overit, Ze f je skuto¢ne rieSenim uvaZo-
vanej zaciato¢nej ulohy. Jeho jedine¢nost je pritom doésledkom vety 6.2.4. Ul

Veta 6.3.2. Nech n € N\ {0} a pre vSetky t € N je A(t) € C"*" a g(t) € C". Jedingm rieSenim
zaciatocne] ulohy danej nehomogénnym systémom n linedrnych diferencngch rovnic prvého rddu
x(t+1) = At)x(t) + g(t)
a zaciatoénymi podmienkams
x(0) = qo
pre nejaky vektor qg € C™ je potom vektorovd funkcia £: N — C" dand pre vsetky t € N ako

t—1 t—1 t—1
ft)=| [JAG) | ao+>_ [ I 40) | &(s).
=0

s=0 \j=s+1

Dékaz. Opét jednoduché cvienie na matematicki indukciu. O
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Uvazujme teraz [ubovolny homogénny systém n € N\ {0} linearnych diferen¢nych rovnic prvého
radu dany ako
x(t+1) = A(t)x(t). (6.13)

Partikuldrnym rieSenim systému (6.13) nazveme vektorova funkciu f: N — C™, ktora po dosadeni
za x vztahu (6.13) vyhovuje. Kazdé takéto partikularne riesenie f je pritom tiez rieSenim zaciatocnej
tlohy danej systémom (6.13) a zaciatoénymi podmienkami x(0) = £(0). Vsetky partikularne riesenia
uvazovaného systému st teda dané rovnako ako vo vete 6.3.1, pricom vektor qg méZe byt Tubovolny.

Lema 6.3.3. Nech f1,f5: N — C™ sid partikuldrne rieSenia systému (6.13) a a,b € C. Potom je
partikuldrnym rieSenim systému (6.13) aj vektorovd funkcia afy + bfy.

Doékaz. Pre Tubovolnu dvojicu partikularnych rieseni f1, fo: N — C™ a vSetky ¢t € N je

(af1 + bfg)(t + 1) = afl(t + 1) + bfg(t + 1) = aA(t)fl(t) + bA(t)fQ(t) = A(t) (afl(t) + bfg(t)) =
= A(t)(aﬁ + be)(t)

a vektorova funkcia afy 4 bfy tak vyhovuje systému (6.13). O

V désledku prave dokazanej lemy tvoria partikularne rieSenia homogénneho systému (6.13) vekto-
rovy priestor. Kazdé z tychto rieSeni f: N — C" je pritom podla vety 6.3.1 pre nejaky vektor qg € C™
a pre vietky ¢t € N dané ako

t—1
()= | [T AG) | a0 =: flaol(®).
j=0

Uvazujme teraz niekolko takychto partikularnych rieseni f[vi],...,f[v,,]. Tie st linearne nezavislé
prave vtedy, ked st line4drne nezévislé vektory vy, ..., vy, pretoze pre [ubovolné ci,...,¢,, € Cat € N
je

t—1
af[vi](t) + ... 4+ cnf[vin](t) = H A(G) | (cavi+ ...+ cmVim) - (6.14)
=0

Ak su teda vektory vy, ..., vy, linedrne zavislé, mozno najst konstanty ci,...,c, € C také, Ze aspon
jedna z nich je nenulova a vyraz (6.14) je nulovy pre vSetky ¢ € N. Ak st naopak linearne nezavislé,
bude v pripade nenulovosti aspoi jednej z konstant cy, ..., ¢y, vyraz (6.14) nenulovy pre t = 0.

Zistujeme teda, ze dimenzia vektorového priestoru partikuldrnych rieSeni homogénneho systému n
diferencngjch rovnic (6.13) je viZdy rovnd n.

Lubovolnt mnozinu n linearne nezéavislych riesent fi,...,f,: N — C" systému (6.13) nazveme
jeho fundamentdlnou mnoZinou rieSeni. Z tivah ucinenych vysSie bezprostredne vyplyva, Ze mnoZzina
po dvoch roznych rieSeni fi, ..., f, systému (6.13) je fundamentéalna préave vtedy, ked sa lineédrne neza-
vislé vektory £1(0),...,£,(0). Pre lubovolnta fundamentalnu mnozinu rieseni fi, ..., f, systému (6.13)
navyse nazveme vSeobecnym riesenim systému (6.13) linedrnu kombinéciu

lel(t) —+ ...+ Cnfn(t)

pre blizsie nespecifikované koeficienty ci, ..., ¢, € C. Vhodnou volbou tychto konstant mozno ziskat
prave vietky partikularne rieSenia systému (6.13).
Uvazujme napokon lubovolny nehomogénny systém n € N\ {0} linearnych diferenénych rovnic
prvého radu dany vztahom
x(t+1) = A(t)x(t) + g(t). (6.15)

Podobne ako pre homogénne systémy nazveme partikuldrnym rieSenim systému (6.15) l'ubovolna vek-
torovi funkciu f: N — C", ktora po dosadeni za x systému (6.15) vyhovuje.
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Veta 6.3.4. Nech f,: N = C" je pevne dané partikuldrne rieSenie nehomogénneho systému (6.15).
Vektorovd funkcia £: N — C™ je potom partikuldrnym riesenim systému (6.15) prdve vtedy, ked existuje
partikuldrne riesenie from: N — C™ homogénneho systému (6.13) také, Ze pre vSetky t € N je

£(t) = fhom (t) + fpar(?).

Dékaz. Predpokladajme najprv, Ze vektorova funkcia f: N — C” je partikuldérnym rieSenim nehomo-
génneho systému (6.15) a pre vSetky ¢ € N polozme

fhom (t) := £(t) — fpar(t).

Takto definovana funkcia f,o, : N — C” je partikularnym rieSsenim homogénneho systému (6.13), kedze
pre vSetky t € N je

from (f +1) = £(t +1) — fpar(t + 1) = (A(OF(1) + (1)) — (A Fpar(t) + 8(F)) =
= A(t) ) (f(t) - fpar(t)) = A(t)fhom(t)

vdaka tomu, Ze f a fj,,; st partikularnymi rieSeniami nehomogénneho systému (6.15).
Predpokladajme naopak, ze f: N — C" je pre vsetky ¢ € N dana ako

£(t) = fhom (t) + foar (),

kde fhom: N — C™ je nejaké partikularne rieSenie homogénneho systému (6.13). Pre vSetky ¢ € N
potom

f(t+1) =foom(t + 1) + foar(t + 1) = A(t)fhom (t) + (A fpar(t) + 8(1)) =
= A(t) - (from (t) + fpar(t)) + g(t) = A)E(L) + &(1)

a f je tak rieSenim nehomogénneho systému (6.15). O

Aj pre nehomogénny systém (6.15) tak mozeme definovat jeho wvseobecné riesenie ako l'ubovolny
vyraz typu
cfy (t) +...+ Cnfn(t) + fpar(t),

kde fi,...,f, tvoria fundamentalnu mnozinu rieeni prislusného homogénneho systému (6.13), fpar je
pevne dané partikularne rieSenie nehomogénneho systému (6.15) a ¢y,...,¢, € C st bliz§ie nespeci-
fikované konstanty. Vhodnou vol'bou koeficientov ¢, ..., ¢, v jeho vieobecnom rieeni mozeme ziskat
prave vsetky partikularne riesenia systému (6.15).

6.4 Autonémne systémy

Ako Specidlny pripad systémov z predchadzajticeho oddielu teraz uvazujme autondmne systémy line-
arnych diferenénych rovnic prvého radu. Budeme sa zaoberat iba homogénnymi systémami — metody
opisané nizsie v8ak bude z vel'kej ¢asti mozné rozsirit aj na nehomogénne systémy, pricom vychodiskom
stt v takom pripade pozorovania z konca predchadzajiceho oddielu. Lubovolny systém uvaZzovaného
typu tak moZno zapisat ako

x(t+1) = Ax(1), (6.16)

kde A € C™*™ pre nejaké n € N\ {0}. Je pritom zrejmé, Ze vSetky jeho partikularne rieSenia st dané
ako

flqo](t) = A'qo

pre nejaky vektor qg € C".
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Zo zisteni predchadzajuceho oddielu tak vyplyva, Ze vSeobecné rieSenie systému (6.16) moze byt
pre Tubovolnych n linedrne nezavislych vektorov vi,...,v, € C" dané ako

cif[vi](t) + ... 4 cof [V (t) = c1Alvy + ...+ e Alvy,.

Ak je pritom matica systému A diagonalizovatelna, moZno za vektory vy, ..., v, vziat Tubovolnu bazu
priestoru C" zlozenu z vlastnych vektorov matice A a zistujeme, Ze vSeobecné rieSenie systému (6.16)
mozno vyjadrit v tvare

NV 4. Cn)\szn, (6.17)
kdepre k = 1,...,nje A\x vlastnym ¢&islom matice A prislichajacim k vi. Pre lubovolny vektor qg € C™
navySe mozno jediné rieSenie zaciato¢nej tlohy danej systémom (6.16) a pociatoénymi podmienkami
x(0) = qp ziskat zo vSeobecného rieSenia (6.17) dopoé¢itanim koeficientov ci, ..., c,. Kedze pre t = 0
musi byt

clA(l)vl + ...+ Cn)\gvn =civi+...4+ vy = qo,
je hladany vektor koeficientov (cy,...,c,)T jedinym riesenim ststavy linearnych rovnic
Y1
T 7 T Yo T
Vi Vo ... Vp, . = q0
o \J ' \J
Yn
0 neznamych yi1, ..., Yn.

Priklad 6.4.1. Uvazujme homogénny autonémny systém dvoch linedrnych diferenénych rovnic prvého
radu dany pre vsetky t € N ako

.Tl(t + 1) == $1(t) - 2$Q(t),
:L‘g(t + 1) = —2331 (t) + 332(75),
’ x(t+1) = Ax(t) (6.18)

pre maticu

Charakteristickym polynémom matice A je

-1 2

z
cha(z) = det(2I — A) = det ( 5 L1

> =22 -22-3=(2-3)(z+1),

z ¢oho zistujeme, Ze vlastnymi ¢islami matice A sit A\; = 3 a Ao = —1. KedZe su tieto vlastné ¢isla

rozne, je matica A diagonalizovatelna. RieSenim prislusnych sastav linedrnych rovnic navy$e mozno

najst vlastné vektory prislichajice k tymto vlastnym ¢islam — k vlastnému ¢islu A; prislicha napriklad

vlastny vektor vi = (—1,1)” a k vlastnému éislu Ao napriklad vlastny vektor vo = (1,1)7.
Vseobecné rieSenie autonémneho systému (6.18) tak moze byt dané ako

-1 1
cl)\ﬁvl + CQ)\tQVQ = Cl3t < 1 > + CQ(-l)t < 1 ) .

Napriklad pre za¢iato¢nt tilohu dant systémom (6.18) a zaciatoénymi podmienkami x(0) = (2, 0)7
teda mozeme vypocitat jej jediné rieSenie tak, Ze v najdenom vSeobecnom rieSeni systému (6.18)
dopocitame koeficienty ¢; a co. Tie musia byt rieSenim sustavy linearnych rovnic

(D)= ()
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o neznamych y1, 9. Zistujeme teda, ze ¢; = —1 a co = 1. Jedinym rieSenim zacdiato¢nej tlohy danej
systémom (6.18) a zaciatoénymi podmienkami x(0) = (2,0)7 je preto

f =3 (7 )+ ().

cize fi(t) = 3"+ (1) a fo(t) = =3" + (-1)".

Pokial matica A systému (6.16) nie je diagonalizovatelna, mozno za vy, ..., v, vziat vhodni bazu
zovSeobecnengjch vlastnych vektorov matice A. Mozno tak dospiet k vyjadreniu vSeobecného rieSenia
systému (6.16), ktoré je podobné ako v (6.17), akurat v iom namiesto vlastnych vektorov vystupuju
zovieobecnené vlastné vektory matice A a z exponencialnych faktorov A! pre vlastné ¢isla A matice A
sa stant polynomialno-exponenciilne funkcie.

Zaciatocnu tlohu dana systémom (6.16) a vektorom za¢iatoénych podmienok qg € C™ v8ak mozno
vyriesit aj bez pracneho vypodtu zovseobecnenych vlastnych vektorov matice A, a to s pouzitim po-
dobnych myslienok ako pri enumerécii sledov v oddiele 5.2. Zakladom tejto metoédy je nasledujica
veta, ktord je v skutocnosti len velmi jemnym zovSeobecnenim vety 5.2.1.

Veta 6.4.2. Nech £f: N — C" je jediné rieSenie zaciatocnej ulohy danej systémom (6.16) a vektorom
zaciatocnyjch podmienok qo € C™. Pre vietkyt € N oznacme £(t) =: (f1(t),..., fn(t)T. Prej=1,...,n
potom ku kaZdému X\ € 0(A) a k =0,...,a(A,\) — 1 existuje konstanta c; x € C takd, Ze pre vietky
teN je

(AN -1 (AN -1
L= Dot ) > ik,
Ao (AN{0} k=0 Aeo(A)n{0} k=0

kde Kroneckerova delta je pre vsetky r,s € N dand ako

5 = 1 akr=s,
DT 0 adkr#£s.
Doékaz. Podobne ako pri vete 5.2.1 ide o jednoduchy dosledok existencie matice J v Jordanovom
kanonickom tvare takej, zZe pre nejaka nesingularnu maticu P je

A=pPJjp!

a pre vietky ¢t € N teda aj
f(t) = Alqo = PJ'P 'qp.

Z charakteru mocnin matic v Jordanovom kanonickom tvare totiz vyplyva, ze kazdy prvok g; j[t] matice
Jt = (gij[t])nxn je bud nulovy pre vietky ¢ € N, alebo tvaru

¢i4[t] = <,i> A

pre nejaké A € o(A) a k € N splhajice 0 < k < a(A,\) — 1. Lubovolna zlozka vektora f(t) je
pritom linedrnou kombinéciu prvkov takéhoto typu, z ¢oho uz bezprostredne vyplyva moznost vyjadrit
hodnoty funkcii f1(¢),..., fn(t) ako v zneni vety. O]

Riegenie zaiato¢nej tlohy danej systémom (6.16) a vektorom zaiato¢nych podmienok qo € C"
teda mozno Tahko vypoditat s pouZitim predchadzajicej vety, ktora poskytuje spolocné vseobecné
vyjadrenie vSetkych zloziek fi(t),..., fn(t) jediného rieSenia f(t). Pre kazdua z tychto zloziek f;(t)
mozno n neznamych koeficientov ¢;y, € C pre A € 0(A) a k = 0,...,a(A,\) — 1 dopocitat ako
rieSenie ststavy linedrnych rovnic. Priamym vypoctom vektorov A%qg, Alqq, ..., A" !qq totiz nie je
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problém néjst hodnoty f;(0), f;(1),..., fj(n—1). Hladané koeficienty c; » » s potom rieSenim ststavy
linedrnych rovnic

1

a(AN)-1 a(AN)—
> PRIV USSETE Y > uandor = f5(0),

Aeo(AN{0} k=0 AEa(A)N{0} k=0
a(AN)-1 a(AN) -1
S ot > > yardie = f(1),
Aeo(AN{0} k=0 A€o (A)N{0} k=0

(AN -1 (AN -1
> > =AM > Uakbnorw = fi(n — 1),

AEa(AN{0} k=0 A€a(A)N{0} k=0

kde neznamymi st yy, pre A € 0(A) a k =0,...,a(A,\) — 1. Matica tejto ststavy je nesingularna
podla dosledku 5.1.12 — hl'adané koeficienty s teda jej jedinym rieSenim.

Téato metdéda moze byt pomerne pracna v pripade, ked potrebujeme identifikovat vietky zlozky jej
rieSenia f(t) — pre j = 1,...,n je totiz potrebné hladat koeficienty pre f;(t) zvlast. Casto nas viak
zaujima iba jedina zlozka rieSenia — pre tieto tcely je opisand metdéda naopak pomerne efektivna.

Priklad 6.4.3. Uvazujme zaciato¢nt tlohu dani homogénnym autondémnym systémom troch lineér-
nych diferen¢nych rovnic prvého radu

.Tl(t + 1) = 3$1(t) + 21,‘2(t) + l‘l(t),
l‘g(t + 1) = 7x2(t) + 2x3(t),
:L’3(t + 1) = —:cl(t) — 121’2(t) - 3%3(15)

a zafiatoénymi podmienkami z1(0) = 1, z2(0) = 0 a x3(0) = 2. Ak teda pre vSetky ¢t € N poloZzime
x(t) = (z1(t), z2(t), 23(t))", mozno uvazovany systém zapisat ako

x(t+1) = Ax(t)

pre maticu
3 2 1
A= 0 7 2
-1 -12 -3

a zatiatoné podmienky moZno zapisat ako
X(O) =qo = (17 0) 2)T

Néajdeme pruvi zlozku f1(t) jediného riegenia f(t) = (f1(t), f2(t), f3(t))T tejto zaciatocnej tlohy.
Lahko sa moZno presved¢it o tom, Ze charakteristickym polynémom matice A je

cha(z) =23 =722+ 162 — 12 = (2 — 3)(z — 2)%

Vlastnymi ¢islami matice A preto st A\ =3 s a(A4,3) =1a X2 =25 a(A4,2) = 2. Z vety 6.4.2 teda
vyplyva, Ze pre nejaké komplexné konstanty c1 30, c12,0 @ c12,1 a vetky t € N je

f1 (t) = 0173’03t + 61’2,125275 + 0172702'5.

Zostava dopocitat tieto nezname koeficienty. Priamym vypoc¢tom l'ahko zistujeme, ze A°qo = (1,0,2)7,
Alqy = (5,4, -7)" a A%qp = (16,14, —-32)T. Z toho f1(0) = 1, fi(1) = 5 a f1(2) = 16. Koeficienty
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€1,3,0, C1,2,0 & €1,2,1 S preto jedinym rieSenim ststavy linedrnych rovnic

Y1,3,0 T Y120 = 1,
Y130 +2y121 +2y120 = 5,
130+ 8y121 +4yi120 = 16

o neznamych y1 30, ¥1,2,0 a ¥1,2,1. RieSenim tejto ststavy zistujeme, Ze

3
c1,30 =0, 121 = 5 c120=1
a pre vSetky t € N teda
3
f1(t) = 5t2t + 2t

6.5 Linearne diferen¢né rovnice k-teho radu

Budeme sa teraz zaoberat zaciato¢nymi tlohami pre linedrne homogénne diferen¢né rovnice k-teho
radu s konStantnymi koeficientmi, ¢ize pre diferenéné rovnice dané ako

z(t+k)=crx(t+k—1)+ ...+ cox(t)

pre vietky ¢ € N, kde k£ € N a ¢p,...,ct_1 € C. UkadZzeme si, ako mozno rieSenie zaciato¢nych tloh
pre takéto diferenc¢né rovnice previest na rieSenie zac¢iatocnych tuloh pre vhodné homogénne autonémne
systémy linedrnych diferen¢nych rovnic prvého radu.

Kazdu diferen¢ni rovnicu uvedeného typu mozno pisat aj ako

z(t+k)+de1z(t+k—1)+...+dox(t) =0 (6.19)

pre vietky t € N, kde k € N a dy,...,dy_1 € C. Charakteristickym polynémom rovnice (6.19) nazveme
polyném

p(2) =2 + dj_ 1257+ 4 dp2.
K Tubovolnému polynému takéhoto typu mozeme dalej uvazovat jeho sprievodni maticu, ktorou je
Stvorcova matica A, typu k x k dan ako

0 1 0o ... 0
0 0 1 0
A, = : ;
0 0 0o ... 1
*do *dl *dg R *dk—l

sprievodna matica polynému p(z) sa zvykne nazyvat aj jeho pridruZenou maticou.
Lahko teraz vidiet, Ze v pripade platnosti vztahu (6.19) musi pre vetky ¢ € N byt

2(t+1) O x(t)
z(t +2) z(t+1)
: 0o 0 0 .. 1 :
z(t+k x(t+k—1
( ) —dy —di —do ... —di_ ( )
¢ize pre x(t) = (z(t),...,z(t +k — 1)) dostavame
x(t+1) = Ayx(t). (6.20)
Lubovolnu zadiatoéni tlohu dant diferenénou rovnicou (6.19) spolu so zaciatoénymi podmienkami
z(0) = qo,...,x(k — 1) = gx—1 tak moZno previest na zaiato¢nu tlohu dant systémom (6.20) a za-
iatoénymi podmienkami x(0) = (qo, ..., qr_1)". Hladanym riesenim zaciato¢nej tlohy pre (6.19) je

potom prva zlozka rieSenia zaciato¢nej ulohy pre (6.20).
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Uz toto pozorovanie samo o sebe je zékladom metody rieSenia zaciatocnych tloh pre rovnicu (6.19).
V skutocnosti je v8ak situécia este ovela jednoduchsia — charakteristicky polyném sprievodnej ma-
tice A, polynému p(z) totiz spliia

z —1 0 ... 0 0
0 z -1 ... 0 0
e S 0 a
0 0 0o ... z -1
do di do ... dy_9 z+dp_q
z —1 ... 0 0 -1 0 ... O 0
0 zZ ... 0 0 z =1 ... 0 0
=zdet| @ 1 . : + (1)1 dy det SR
0o 0 ... z -1 0 o ... =1 0
di do ... di_9 z+dp_ 0 o ... z -1

kde pri vypoéte determinantu sme pouzili Laplaceov rozvoj podla prvého stipca. Evidentne pritom

-1 0 0 0
z -1 .. 0 0
det [ ¢ ¢ 0 [ =(=DF
0 0 -1 0
0 0 z -1

takze pozorovany vztah mozno prepisat ako

z -1 0 0

0 =z 0 0
cha,(z) =do+zdet | _ : :

o 0 ... z -1

di do ... dp_o9 di_1+z

Indukciou tak l'ahko dokdZeme, Ze
cha,(z) = Fpd 12+ de2® = p(2).

Sprievodni maticu A, polynému p(z) tak mozno chépat ako maticu ,skonstruovant na mieru poly-
noému p(z) tak, aby bol polynéom p(z) jej charakteristickym polynémom. Vlastnymi ¢islami matice A,
st teda prave korene polynéomu p(z), pricom algebraickd nasobnost kazdého vlastného &isla A je dana
nasobnostou ¢isla A ako korefia polynéomu p(z).

Z vety 6.4.2 tak vyplyva priamociary postup najdenia jediného rieSenia f: N — C zaliato¢nej tilohy

danej diferen¢nou rovnicou (6.19) a zaciatoénymi podmienkami x(0) = qq, ..., z(k — 1) = gx—1. Nech
p)= ] (=0
A€o (p)

je charakteristicky polynom diferen¢nej rovnice (6.19), kde o(p) C C je kone¢nd mnozina a pre kazdé
A€ o(p) je a(p, ) € N\ {0}. Pre vietky ¢ € N potom

a(p,A\)—1

a(p,A\)—1
f(t) = Z Z C)\,rtT)\t + Z Z C)\,r(;t,rv

A€a(p)\{0} r=0 Meo(p)n{0} =0
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kde ¢y, pre A € o(p) ar =0,...,a(p,\) — 1 st komplexné konstanty nezavislé od t, ktoré mozno
dopocitat ako jediné rieSenie sistavy linedrnych rovnic

a(p,A)—1 a(p,\)
Z Z y)\,ror)‘o + Z Z YN, r50 r = 40,
A€a(p)\{0} r=0 Aea(p)n{0} =0
a(p,A)—1 a(p,))
Z Z y/\,rlr)\l + Z Z YN, r51 r — {1,
A€a(p)\{0} 7=0 A€o (p)n{0} r=0
a(p,\) a(p,A)-1
> Z (k=D e YT N G = g
A€a(p)\{0} r=0 Aeo(p)n{0} r=0

o neznamych yy , pre A € o(p) ar =0,...,a(p,\) — L.

Poznamka 6.5.1. JedineCnost rieSenia stustavy linedrnych rovnic tu vyplyva nielen z désledku 5.1.12,
ale aj z vety 6.2.3 o existencii a jednoznac¢nosti rieSeni za¢iato¢nych tloh pre diferenéné rovnice. Podla
nej totiz musi mat uvedené ststava rieSenie pre vSetky vektory za¢iato¢nych podmienok (qo, . . . ,qk_l)T,
z ¢oho vyplyva, Ze matica sistavy — ktorou je prave matica z doésledku 5.1.12 — musi byt nesingularna.
Takto teda prichadzame k dosledku 5.1.12 aj bez toho, aby sme museli vyuZivat vzorec pre determi-
nant zovSeobecnenej Vandermondovej matice. Keby sme navySe pri vyjadreni rieSenia zaciato¢nej tilohy
pracovali s funkciami tvaru (]i) A% mohli by sme rovnakym sposobom dokazat aj nesingularnost zovse-
obecnenej Vandermondovej matice nad polom komplexnych &isel* — opit bez toho, aby sme ¢okol'vek
vedeli o jej determinante. épeciélnym pripadom oboch pozorovani je, samozrejme, aj nesingularnost
Vandermondovej matice nad C.

Priklad 6.5.2. V ramci prikladu 2.2.1 sme odvodili uzavrety tvar pre t-te Fibonacciho ¢islo pomocou
vytvarajicich funkcii. Teraz tento vysledok odvodime metdédou opisanou vyssie.

Postupnost Fibonacciho ¢isel (F})iey mozno charakterizovat ako jediné rieSenie zacCiato¢nej tlohy
danej diferen¢nou rovnicou

z(t+2)=x(t+1)+x(t)
pre vietky ¢t € N a za¢iato¢nymi podmienkami z(0) = 0 a x(1) = 1. Uvedenu diferenéni rovnicu mozno
prepisat aj ako
z(t+2)—2(t+1)—z(t)=0

a jej charakteristickym polynémom tak je

p(z) =2 —z2-1= (2= 9)(z =),
kde

=

1++5 1—
2 2

Existuji preto konStanty cy 0, cy 0 € C také, Ze pre vietky ¢t € N je
Fy=cpop' +cpoth.
Koeficienty c, 0, cy,0 st pritom jedinym rieSenim stistavy linearnych rovnic

Yp,0 + Ypo =0,
©Yp,0 + Yypo =1

1V skutoc¢nosti je pri troche opatrnosti mozné teériu systémov linearnych diferen¢nych rovnic vybudovat nad Iubo-
volnym polom a uvedenym spdsobom tak dokazat nesingularnost zovSeobecnenych Vandermondovych matic aj v tomto
v8eobecnejSom ramci.
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a po jej vyrieSeni zistujeme, Ze
1 1
Co,0 = /5 a G0 = 5

Pre vsetky t € N preto
I Loy 1y t
BV AV )

¢o sa zhoduje s vysledkom ziskanym metdédou vytvéarajucich funkcii v ramci prikladu 2.2.1.

Fy

Priklad 6.5.3. Néjdeme jediné rieSenie zaciatocnej tlohy danej diferen¢nou rovnicou
z(t+3) —bx(t+2) +8x(t+1) —4x(t) =0

pre vietky ¢ € N a pociatoénymi podmienkami x(0) = 0, (1) = 1 a x(2) = 2. Charakteristickym
polynémom uvazovanej diferen¢nej rovnice je

p(z) =2 -5 +82—4d=(2—-2)*(z—1).

Existuja preto konstanty c2,c2,1,c1,0 € C také, Ze jediné rieSenie f: N — C uvazovanej zaciatocnej
ilohy je pre vSetky t € N dané ako

f(t) = c21t2" + 202" + c10.
Koeficienty ca1, c2,0, c1,0 najdeme ako jediné rieSenie ststavy linearnych rovnic

y2,0 +y1,0 =0,
2y2.1 +2y20 +y10 = 1,
8y2,1 + 4y20 + y1,0 = 2.

Zistujeme tak, ze ca1 = —1/2, c20 =2 acyo= —2. Pre vietky t € N preto

f(t) = =2t~ 4ot _ 9

Cvicenia

1. Dokéazte nasledujtci variant vzorca pre konecnu diferenciu podielu: pre Iubovolnii dvojicu funkcif
fiN—>Cag:N—C\{0} je

£\ _ (Af)(Eg) — (Ef)(Ag)
8 (9) B 9(Eg)

2. Nech a € C\ {0}. Najdite vzorce pre kone¢né diferencie nasledujtcich funkcii prirodzenej pre-
mennej ¢: 2¢, a, sinat, cos at.

3. Podrobne opiste metédu najdenia vSeobecného rieSenia homogénneho autonémneho systému li-
nearnych diferen¢nych rovnic prvého radu

x(t+1) = Ax(t)

v pripade, Ze matica A nie je diagonalizovatelna.
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4. Najdite rieSenie zaciatoCnej tlohy danej systémom linedrnych diferen¢nych rovnic

1 0 0
xt+1)=|2 -1 0 |=x(¢) pre vietky ¢t € N
0 0 -1

a vektorom zaciato¢nych podmienok x(0) = (1, —1,1)T.

5. Né&jdite rieSenia nasledujucich zaciato¢nych tloh pre linedrne diferen¢né rovnice:

a) xz(t+3) = 3x(t + 1) + 2x(¢t) pre vietky ¢t € N, pricom z(0) =0, z(1) =1 a z(2) = 1.
b) z(t+3) = z(t + 2) + 2z(t + 1) pre vSetky t € N, pricom z(0) =2, z(1) =1 a z(2) = 1.

6. Uvazujme polynom p(z) = 2F+dj_12" 1+ . .4-do2° s komplexnymi koeficientmi dy, ..., dx_1 € C
a prislusni sprievodnt maticu A,,.

a) Urcte geometrické nasobnosti vietkych vlastnych ¢isel matice A,,.
b) Charakterizujte polynémy p(z), pre ktoré je matica A, diagonalizovatelna.

c) Charakterizujte polynémy p(z), pre ktoré je matica A, nesingularna.

Poznamky a odkazy na samostidium

Spomedzi ucebnic zameranych na oblast diferenénych rovnic mozno odporucat predovietkym [62, 34|; dalsimi relevant-
nymi dvodnymi textmi sa [58, 85]. O pokrocilejsich aspektoch diferenénych rovnic sa mozno doéitat v monografii [1];
vybornou algebraickejsie ladenou monografiou o rekurentnych postupnostiach je tiez [41].

Dejiny diferenéného poc¢tu siahaji este do doby pred Newtonom a Leibnizom [96] a pozornost sa tejto oblasti
venovala aj neskor — autorom klasickej monografie o diferen¢nom poéte z roku 1860 je napriklad aj George Boole [15].
O diferenénom pocte sa mozno do&itat vo vacsine ucebnic diferenénych rovnic alebo napriklad v [51], kde sa prefi pouZiva
nazov konecny kalkul resp. konecny pocet (angl. finite calculus). Dalgou knihou o diferenénom pocte je [59].

Oc¢ividna podobnost mnohych aspektov diferenéného a diferencidlneho poctu dala vzniknit aj teoérii, ktora obidva
tieto poCty zjednocuje — t& je znama ako pocet casovych $kdl (angl. time-scale calculus). Takzvané dynamické rovnice
(angl. dynamic equations) na Casovych skalach umoziuju studovat diferen¢né a diferencialne rovnice v spolo¢nom ramci.
Docitat sa o nich mozno v [14].
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Stretli sme sa uZ s niekolkymi aplikdciami vlastnych ¢isel matic susednosti orientovanych grafov.
V ramci tejto zaverecénej kapitoly naznac¢ime niektoré moznosti vyuzitia vlastnych ¢isel pri analyze
strukturalnych vlastnosti neorientovanich grafov. Tie sa ukazuju ako podstatne bohatSie, nez tomu
bolo pri orientovanych grafoch: do velkej miery ide o désledok skutoc¢nosti, Ze matice prislichajtce ne-
orientovanym grafom si typicky symetrické — Specialne to tak je pre matice susednosti neorientovanych
grafov, ako aj pre takzvané Laplaceove matice neorientovanych grafov, ktoré si v ramci tejto kapitoly
takisto predstavime. Oblast vyskumu, na pode ktorej sa v spojitosti s takymito tivahami ocitneme, je
znama ako spektrdlna tedria grafov. Po ceste dokdZzeme aj viacero dalgich vysledkov z klasickej linearnej
algebry a maticového poc¢tu, savisiacich so symetrickymi maticami.

Obmedzime sa len na vyslovené zéklady vybranych partii spektréilnej teérie grafov a na ochutnéavku
niektorych jej typickych metod. Nie je imyslom tejto kapitoly priblizit sa k ucelenému vykladu najvyz-
namnejsich vysledkov spektralnej tedrie grafov a uz tobdz nie podat vyéerpavajuci prehlad mnoZstva
roznorodych smerov vyskumu v tejto oblasti. Citatelovi so zdujmom o hlbsie alebo SirSie stadium
spektralnej tedrie grafov a pribuznych oblasti je k dispozicii relativne velké mnoZstvo $pecializovanej
literatury; odkazy na vybrané zdroje mozno najst v poznadmkach za touto kapitolou.

7.1 Neorientované grafy

Podobne ako pri orientovanych grafoch zvolime jemne atypickt formalizaciu tradi¢nej definicie neorien-
tovanych grafov, pri ktorej budeme mnozinu hran de facto reprezentovat jej charakteristickou funkciou.
To by opét bolo moZné vyuZit na zavedenie pojmu ohodnotengjch neorientovanych grafov. Kedze sa ale
v ramci spektralnej teorie grafov vlastnostami ohodnotenych grafov zaoberat nebudeme, obmedzime
sa len na definiciu pojmu neorientovanych multigrafov, ktoré mozeme chépat aj ako ohodnotené grafy
nad N; multigrafy sa nam zidu v oddiele 7.8 ako pomocny nastroj.

Definicia 7.1.1. Neorientovany graf je dvojica G = (V, ), kde V' je Tubovolna koneéna mnozina
ap: (‘2/) U (‘1/) — B je zobrazenie.

Pre kazdy takyto graf podobne ako pri orientovanych grafoch piseme V(G) := V a E(G) := supp(y).
Prvky mnoziny V(G) pritom nazyvame vrcholmi grafu G a prvky mnoziny E(G), ktorymi st vybrané
jednoprvkové alebo dvojprvkové mnoziny vrcholov e = {u,v}, nazyvame hranami grafu G. Hrany
e = {u,v} € E(G) také, ze u = v, nazyvame sluckami. Stupriom degg(v) vrcholu v € V(G) nazveme
pocet hran e € E(G) takych, ze v € e, pricom pripadnu slucku zapocitame dvakrat:

degg(v) = {e € E(9) | v € e}[ + [{e € E(G) [ e = {v}}].

KedZe sa v nasledujicom budeme zaoberat maticami prislichajicimi ku grafom, budeme vacsinou
bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze V(G) = [n] pre nejaké prirodzené ¢islo n. Matice grafov
lisiacich sa len oéislovanim vrcholov budia vzdy podobné — pri ich spektrach teda pdjde o invarianty
nezévislé od volby tohto o¢islovania.
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Pri definicii matice susednosti neorientovaného grafu, ktora je inak priamociarou obdobou definicie
pre orientované grafy, existuje v literatire uréitd nekonzistencia ohladom diagonalnych prvkov — tie
sa v pripade existencie slucky niekedy definuji ako 1 a inokedy ako 2. S ohl'adom na definiciu stupna
vrcholu, pri ktorej st slucky zapocitané dvakrat, a ktora je motivované predovsetkym platnostou vztahu

Y degg(v) =2|E(G)],

veV(G)

sa druhé alternativa javi ako o nie¢o vhodnejsia. Na druhej strane by sme vSak pri takejto definicii prigli
o moznost chapat maticu susednosti neorientovaného grafu so sluckami ako booleovsktl maticu, ¢o sa
v kapitole 1 pri orientovanych grafoch ukézalo ako relativne uzitocné. Zvolime teda nasledujuci pristup:
maticu susednosti neorientovaného grafu definujeme tak, aby vzdy iSlo o maticu ndl a jednotiek — aj
v pripade existencie slucky v niektorom vrchole tak bude prislusny diagonalny prvok matice susednosti
rovny jednej. Vzapéti ale definujeme pojem neorientovaného multigrafu a kazdy neorientovany graf
bude moZné povazovat aj za Specidlny neorientovany multigraf. Maticou susednosti multigrafu bude
matica prirodzenych ¢isel — t pritom definujeme tak, aby sa vSetky pripadné slucky do prislusnych dia-
gonalnych prvkov matice zapocitali dvakrat. Namiesto tvah o tom, ktora definicia matice susednosti
je vhodnejsia, tak budeme mat na vyber: ku kazdému neorientovanému grafu budeme moct uvazo-
vat ako booleovskt maticu susednosti daného grafu, tak aj maticu susednosti prislusného multigrafu
pozostavajicu z prirodzenych ¢isel.

Tieto detaily st vSak pre samotna spektralnu teériu grafov okrajového vyznamu — povdicsine sa totiz
budeme zaoberat neorientovanymi grafmi bez sluciek.

Definicia 7.1.2. Nech n € Na G = ([n], ) je neorientovany graf. Maticou susednosti grafu G nazveme
Stvorcovi maticu A(G) € B"*" dani ako A(G) = (¢({#,7}))nxn-

Ak je teda G = ([n],¢) neorientovany graf a A(G) = (@i )nxn, tak a;; = 1 prave vtedy, ked
{i,j} € E(G). Matica susednosti A(G) je pre kazdy neorientovany graf G evidentne symetricka
a v spektrdlnej teorii grafov ju obvykle chdpeme ako maticu prirodzengch c¢isel 0 a 1.

Hovorime, Ze neorientovany graf G = (V,¢) je neorientovany graf bez sluciek, ak E(G) C (‘2/)
V takom pripade chdpeme ¢ aj ako zobrazenie typu ¢: (‘2/) — B. Pod grafom (bez dalsiecho privlastku)
budeme po zvySok tejto kapitoly vidy rozumiet neorientovany graf bez sluciek. Pre takéto grafy G su
vietky diagonalne prvky matice A(G) vzdy nulové.

Zavedme eSte uz spominany pojem neorientovaného multigrafu, pod ktorym budeme rozumiet
neorientovany graf s moznostou existencie nasobnych hran medzi jednotlivymi vrcholmi, ako aj nésob-
nych sluciek. V podstate tak pdjde o ohodnotené neorientované grafy nad N, kde ohodnotenie kazdej
z hran udéava jej nasobnost; niektoré z definicii suvisiacich s neorientovanymi multigrafmi sa ale buda
od definicii pre ohodnotené grafy trochu odliSovat.

Definicia 7.1.3. Neorientovany multigraf je dvojica G = (V, ), kde V je Tubovolné kone¢na mnozina

ap: (‘2/) U (‘1/) — N je zobrazenie.

Podobne ako vyssie kladieme V(G) := V a prvky tejto mnoziny nazyvame vrcholmi multigrafu G.
Na rozdiel od ohodnotenych orientovanych grafov z kapitoly 1 vSak teraz nebudeme pracovat s hranami
ohodnotenymi prirodzenymi ¢islami, ale medzi Tubovolnou dvojicou vrcholov u,v € V(G) budeme
uvazovat prave ¢({u,v}) roznych hran. MnoZinu hran E(G) multigrafu G tak definujeme ako

E(G) = {({u, v}, k) | {u,v} € supp(p); k € [p({u,v})]}.

Definicia 7.1.4. Nech n € N a G = ([n], ¢) je neorientovany multigraf. Maticou susednosti multi-
grafu G nazveme Stvorcovi maticu A(G) = (aij)nxn € N"*", kde a;; je pre 4,j = 1,...,n dané

ako
a,,:{@({i,j}) ak i # j,
M 2-e({i g} aki= .
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Kazdy neorientovany graf — ¢i uz so sluckami alebo bez nich — méZeme s istou ddvkou nepresnosti
povazovat aj za neorientovany multigraf s nasobnostami vSetkych hréan rovnymi jednej. Pre dany
neorientovany graf G tak moze A(G) oznacovat dve rozne matice susednosti;’ v tejto kapitole ale
oby¢ajne budeme pracovat s grafmi bez slu¢iek a rozdiel medzi obidvoma definiciami matice A(G)
sa tak stane nepodstatnym.

Priklad 7.1.5. Na obrézku 7.1 je zndzorneny diagram neorientovaného grafu so sluckami G spolo¢ne
s jeho grafovou a multigrafovou maticou susednosti.

1 2
1100 01 210001
111000 121000
6 3 010100 010100
001110 001210
000111 000121
100 010 100 010
) 4
(a) Graf so sluckami G. (b) A(G) podla definicie 7.1.2. (c) A(G) podla definicie 7.1.4.

Obr. 7.1: Neorientovany graf so slu¢kami G a jeho matice susednosti podl'a definicie pre grafy a pre multigrafy.

V ramci tejto kapitoly budeme pouzivat standardnt terminolégiu teédrie grafov, ktora by predpo-
kladanému ¢itatelovi mala byt dostato¢ne znama — na rozdiel od samotnych definicii grafov a ich
matic susednosti, ku ktorym sme pristupovali mozno jemne nezvycajnym spoésobom, tu tak neexistuje
podstatnejsi dévod na to, aby sme ju na tomto mieste pripominali. Citatel so zdujmom o jej osviezenie
sa moze obratit na Standardnu literattiiru o tedrii grafov, napriklad na |28, 88, 27|.

7.2 Spektralne vlastnosti redlnych symetrickych matic

Spektralna tedria grafov sa zaoberd predovsetkym vlastnymi ¢islami matic prislachajicich ku grafom
a ich stvisom so Strukturdlnymi vlastnostami grafov. Tymito maticami mozu byt matice susednosti
grafov, ale napriklad aj takzvané Laplaceove matice grafov, ktoré zavedieme neskdr. V obidvoch pri-
padoch ide o symetrické matice redlnych &isel. V nasledujicom preto dokdZzeme dve klicové vlastnosti
spektier realnych symetrickych matic, o ktoré sa neskor budeme opierat: vlastné ¢isla takychto matic
st vzdy realne a kazda takato matica je ortogonélne diagonalizovatelnéa.? Prezentécia tohto oddielu je
sCasti prevzata z knihy [49].

Pre Tubovolnu dvojicu vektorov x,y € R”, kde n € N, x = (z1,...,2,)
reprezentuje hodnota

T ay = (ylv"'7yn)T7

xTy = z1y1 + Taya + ... + Tn¥n

standardny skaldrny sicin vektorov x a y v euklidovskom priestore R™. Euklidovskd norma (alebo
dlzka) Tubovolného vektora x = (z1,...,2,)" € R" je pritom dani ako odmocnina skaldrneho si¢inu
vektora x samého so sebou:

Ix||2 := \/:c%—l—m%—i—...—i—x%: xTx.

Vektory x,y € R" stt navzajom kolmé — alebo ortogondlne — prave vtedy, ked xTy = 0.

1Vgimnime si, ze keby sme pre neorientovany graf G v multigrafovej definicii 7.1.4 namiesto nad monoidom (N, +,0)
pracovali nad monoidom (B, V,0), dostali by sme prave grafova definiciu 7.1.2.

2Budeme hovorit, Zze matica typu n x n je ortogondine diagonalizovatelnd, ak je diagonalizovatelna a st¢asne existuje
ortonormdlna bdza priestoru R™ zloZena z jej vlastnych vektorov. Pojem ortonorméalnej bazy formalne zavedieme neskor
— pojde o bazu zlozenu z navzijom kolmych vektorov jednotkovej dizky.
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V ramci pripravy na doékaz realnosti vlastnych ¢isel redlnych symetrickych matic najprv dokdzeme,
7e pre vlastné vektory v, vo prislichajice k dvom réznym vlastnym ¢islam realnej symetrickej matice
je vzdy vIvy = 0. Ak st teda tieto vektory redlne, sit navzajom kolmé — pre nés viak bude zaujimavy
aj pripad, ked su tieto vektory komplexné.

Lema 7.2.1. Nechn € N a A € R™" je symetrickd matica. Nech A1, Ao st rdzne vlastné ¢isla matice A
a vy,ve € C" si vlastné vektory matice A prislichajice k A1 resp. k As. Potom v?vz =0.

Dokaz. Je Avy = A\1vy a Avy = Ayvso. Zo symetrickosti matice A tak zrejme vyplyva

Movivy =viAvy = viATvy = (vEAv)T = (\viv)T = Avlvs.

Pretoze ale \; # \g, moZe tato rovnost platit len v pripade, ze v vo = 0. O

Pripomenme si, Ze pre kazdé komplexné &islo z = a+bi je jeho komplezne zdruZené ¢islo Z definované
ako Z = a—bi. Pre vektory komplexnych &isel z = (21, ..., 2,)7 € C" budeme tiito notéciu interpretovat
po zlozkach: budeme teda pisat z = (Z1,...,%,)7. Ak je z € C dané ako z = re? pre nejaké r > 0
a 0 € R, lahko vidiet, Ze Z = re~. Z toho mozno okamzite odvodit niekolko vlastnosti komplexne
zdruzenych &isel: pre lubovolné 21,22 € C je Z123 = Z1%9; pre vietky z € C dalej 2z = |2]?, z ¢oho
bezprostredne vyplyva, Ze pre vietky z € C" je hodnota z’ Z nezaporna realna; tato hodnota je navyse
kladnéa, kedykolvek je vektor z nenulovy. Ak je napokon z € C" a A € R™ "™ mozeme vektor z
pre nejakt dvojicu realnych vektorov x,y € R™ vyjadrit ako z = x + iy, z ¢oho Z = x — iy. Potom
Az = Ax +iAy a AZ = Ax — iAy, kde vektory Ax a Ay si realne — musi teda byt Az = Az. Tieto
vlastnosti komplexne zdruZenych ¢isel vyuzijeme pri ddkaze nasledujicej vety.

Veta 7.2.2. Nechn € N a A € R™"™ je symetrickd matica. Potom o(A) C R — vsetky vlastné cisla
matice A si teda redlne. Ku kaZdému vlastnému ¢islu A matice A navyse prislicha nejoky redlny viastny
vektor w € R™.

Doékaz. Nech je A vlastné &slo matice A s prislichajicim vlastnym vektorom v. Potom Av = Av,
z ¢oho -
AV = Av = \v = \V. (7.1)

Za 1celom sporu teraz predpokladajme, ze A € C\ R. Vdaka (7.1) sit potom A a A dve rozne vlastné
¢isla matice A. Podla lemy 7.2.1 tak pre prisltichajtce vlastné vektory v a ¥ musi byt

vIv =o.
Vlastny vektor v je vSak z definicie nenulovy, v dosledku ¢oho je vI'¥ kladné realne &slo: spor.

Na dokaz druhej ¢asti tvrdenia uvazujme realne vlastné ¢islo A matice A spolu s prislichajicim
vlastnym vektorom v € C". Podla (7.1) je potom aj ¥V vlastnym vektorom prislichajucim k A, pri¢om
v =X+1iy a V=x— 1y pre nejaké x,y € R". Ak x # 0, z prislusnosti vektorov v a v do vlastného
priestoru E(A, \) vyplyva, Ze aj v +V = 2x € R™ musi byt nenulovym prvkom E(A, ), a teda aj
redlnym vlastnym vektorom prislichajacim k A. Ak x = 0, nutne y # 0 a rovnaké pozorovanie mézeme
ucinit napriklad o vektore (1/i)y = —1iy. O

Ortogondlnou bdzou podpriestoru V vektorového priestoru R™ pre nejaké n € N nazveme I'ubovolni
jeho bazu (v1, ..., vy,) zloZzent z po dvoch ortogonalnych vektorov —prei,j = 1,...,m je teda viTVj =0
kedykolvek i # j. Ortonormdlnou bdzou podpriestoru V nazveme jeho ortogonalnu bazu taku, Ze
vietky jej vektory st navyse jednotkovej dizky: teda ||vi||2 = 1 pre k = 1,...,m. Kazdy podpriestor V
priestoru R™ ma nejaka ortonormalnu bazu, ktort mozno najst takzvanym Gramovygm-Schmidtovgm
ortogonalizacnym procesom — ten v nasledujicom struéne opiseme.3

3Definicie ortogonalnych a ortonormalnych baz ani Gramov-Schmidtov ortogonalizaény proces nie st ani zdaleka
limitované na podpriestory euklidovského priestoru R™. Rovnako dobre by sme mohli pracovat v Tubovolnom konec-
norozmernom vektorovom priestore s abstraktnym skalarnym sacinom, ¢o by si ale vyzadovalo zaviest dalsie pojmy
z oblasti linearnej algebry. Obmedzime sa tu preto len na podpriestory R", pre ktoré moZno celt problematiku podat
na elementéarnej arovni. Vyklad procesu Gramovej-Schmidtovej ortogonalizacie v spominanom vSeobecnejSom kontexte
mozno najst napriklad v [105].
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Nech (x1,...,X;,) je Tubovolna baza priestoru V. Pod Gramovym-Schmidtovym ortogonaliza¢nym
procesom chapeme konstrukciu, ktora tuto bazu prerobi na ortogonalnu bazu (vy, ..., vy,) priestoru V
takto:

Vi = Xq,
vIxy
V9o = X9 — 72V17
[[vallz
V{Xg V%Xg
V3 = X3 — 2V1— 2V2,
[vall3 [[vall3
T
vIix, vIx,, Vo 1Xm
Vm = Xm — 2V1— 2V2—...—72 m—1-
vz [[vall3 [Vim-1ll3
Vsimnime si najprv, Zze pre k = 1, ..., m generuju vektory vy, ..., vi rovnaky podpriestor priestoru R"
ako vektory xi,...,X; — matica so stlpcami vq,..., Vv, totiz vznikne z matice so stlpcami x1,...,xg
postupnostou elementérnych stlpcovych operécii. Pomocou Gramovho-Schmidtovho ortogonaliza¢ného
procesu teda naozaj dostavame bazu (vi,...,Vvy,) priestoru V. Pre k = 1,....maj=1,...,k—1

d'alej udava vektor
V?Xk

v
vl

ortogonalnu projekciu vektora xj na jednorozmerny vektorovy priestor generovany vektorom v;, ¢o je
dosledkom znamej charakterizacie skalarneho suc¢inu, podla ktorej

vixp, = ||[vjll2 |Ixxl2 cos 6,

kde 6 je uhol zvierany vektormi v; a Xj; z toho

VX (gl cos0)
——v; = (||xg]|2 cos
TR

Vi
Vil

Tato situacia je znédzornené na obrazku 7.2. Ak sa teda vektory vi,...,Vvi_1 navzajom ortogonalne
a od vektora xj; postupne od¢itame jeho projekcie na jednorozmerné vektorové priestory generované
vektormi vq,...,vg_q1, zostane nam vo vysledku vektor v, ktory je na vi,...,vi_1 kolmy.

7 (lxkllz cos 0) 74

lIv;ll2

Obr. 7.2: Ortogonalna projekcia vektora x; na jednorozmerny priestor generovany vektorom v;.

Ortogonéalnost vektorov vy, ..., vy, viak v skuto¢nosti moézeme overit aj priamym vypoctom, kde
indukciou vzhladom k = 1,...,m overime, Ze vektory vi,..., v st po dvoch ortogonalne. Tvrdenie
evidentne plati pre k& = 1. Predpokladajme teraz, Ze pre nejaké s € [m — 1] st vektory vi,...,vs
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navzajom ortogonélne. Pre vektor vs41 a j =1,...,s potom
T T T
T T Vi Xs+1 V) Xs+1 Vs Xs+1 .
ViVstl =V | Xs41 — 5 V1 — 5 V2 — ... = 75 Vs | =
[v1ll2 [[vallz [vsll3
T
V. Xgt1
_ T T YiTsHl ) T T _
= Vj Xs+1 — Vj (WV]> = V‘7 Xs+1 — Vj Xs+1 = 0.
ill2
Aj vektory vi,...,vsy1 st teda po dvoch ortogonalne.
Skonstruovani ortogonélnu bazu (vq,...,v,,) priestoru V moZno upravit aj na jeho ortonormdlnu
bazu (uy, ..., uy):
Vi A& Vm
u = ———, ug = ———, . Wy, = ———.
[[vall2 [[vall2 [V ll2
V pripade, Ze uz v pdvodnej baze (xi,...,X;,) je prvych niekolko vektorov xi,...,x) pre k € [m]
vzéjomne ortogonalnych a pre j = 1,..., k je stiCasne ||x;||2 = 1, z uvedeného postupu Tahko vidiet, Ze
tychto prvych k vektorov bude v nezmenenej podobe vystupovat aj vo vyslednej ortonormalnej baze:
pre j = 1,...,k je u; = x;. Z toho okrem iného vyplyva, Ze kazdu ortonorméalnu bazu priestoru V

mozno pridanim niekol'kych vektorov rozsirit na ortonorméalnu bazu celého priestoru R”.

Nagim najbliz§im cieflom bude dokazat, Ze kazda redlna symetrickd matica typu n x n je ortogo-
ndlne diagonalizovatelnd — to jest, Ze existuje ortonormalna béaza priestoru R™ zloZen4 z jej vlastnych
vektorov. Alternativne moZno ortogonélnu diagonalizovatelnost matice opisat ako diagonalizovatelnost
prostrednictvom ortogondlnej matice. Stvorcovii maticu Q € R™ " nazveme ortogondlnou, ak jej stipce
tvoria ortonormdlnu®* bazu priestoru R™. Pre Tubovolnu ortogonalnu maticu Q € R™*™ evidentne

QRT=Q"Q=1,,
z Coho vyplyva, Ze kazda ortogonalna matica @ je nesingularna a Q! = Q7. Uvedena definicia
ortogonalnej diagonalizovatelnosti matice A je teda ekvivalentna existencii ortogonalnej matice P
takej, Ze

P'AP =Pl AP
je diagonalna matica. V nasledujicom budeme dokazovat, Ze kazda redlna symetrickd matica A méa
tato vlastnost.

Definicia 7.2.3. Nech n € N a V je podpriestor vektorového priestoru R™. Ortogondlnym doplnkom
priestoru V v R™ nazveme vektorovy priestor®

Vl:{veR" ‘xTv:OprevéetkyXGV}.

Kedze pre vietky nenulové vektory x € R” je x'x # 0, pre lubovolny podpriestor V priestoru R™
musi byt VNV = {0}. Podl'a tvrdenia 4.1.17 je teda linearny stcet priestorov V a V* priamy. Kazdy
vektor x € R™ sa navySe da vyjadrit ako sifet x = x1 + X3 pre x; € V a Xy € V+: ortonormalnu

bazu (vi,...,Vy,) priestoru ¥V mozno doplnit nejakymi vektormi vy, 41, ..., Vv, na ortonormalnu bézu
priestoru R™. Kazdy z vektorov vy,.1,...,v, musi patrit do V*+ — pre Tubovolny vektor v € V totiz
existuja c¢1,...,cp také, Ze v=civi+...+cpvip apre j=m+1,...,n tak

VjTV = VJT (c1vi+ ...+ cmvm) = clvavl +...+ cmvavm =0.
Kazdy vektor x € R™ navySe mozno pre nejaké aq,...,a, € R vyjadrit ako

x=(a1v1i+ ...+ anvm) + (@ms1Vims1 + -+ anvy),

pricom xj :=a1vi + ...+ amvm € V a z uvedeného vyplyva, Ze X3 := a1 Vim+1 + ...+ anvp € VL.
Pre lubovolny podpriestor V priestoru R" je teda R =V @ V.

4Tento drobny nesulad v terminologii je v literatire Standardny.
®Ide tu o skryté, aviak Tahké tvrdenie: ak u,v € V= aa,b € R, tak pre vietky x € V je x” (au+bv) = ax"u+bx"v =0
a vektor au + bv tak tiez patri do V= .
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Lema 7.2.4. Nech n € N a A € R™ ™ je symetrickd matica. Ak je podpriestor V priestoru R™
invariantny vzhladom na A, tak je vzhladom na A invariantny aj priestor V.

Doékaz. Z invariantnosti priestoru V vzhladom na maticu A vyplyva, Ze pre vietky x € V je Ax € V.
Pre vietky x € V a'y € V' preto

0=(Ax)Ty =xTATy =xT Ay = xT (Ay).
Vektor x € V moéze byt I'ubovolny. Zistujeme teda, Ze pre vietky y € V' je Ay € V1 — priestor V' je
invariantny vzhladom na A. O]
Lema 7.2.5. Nechn € N a A € R™"™ je symetrickd matica. KaZdy netrividlny podpriestor priestoru R™
mvariantny vzhladom na A potom obsahuje aspoti jeden redlny vlastny vektor matice A.

Dokaz. Nech V je Tubovolny netrividlny podpriestor priestoru R™ invariantny vzhladom na A. Predpo-
kladajme, Ze V je dimenzie m € N\ {0}. Musi potom existovat nejakd ortonormalna baza (vi,...,vy,)
priestoru V. Uvazujme maticu

T 1 T
R=| vy vo ... v | e R™™,
ol 2
Evidentne potom
RTR=1,,. (7.2)

KedZe je priestor V invariantny vzhladom na A, nutne

T T T T T T
AR=| Avi Avo ... Av,, | =| Rx1 Rxy ... Rx,, | = RB (7.3)
\ 4 \ \ \ \
pre nejaké x1,...,X,, € R™ a maticu
T 1 T
B=| x1 x9 ... X, | € R™™,
4 \

Z rovnosti (7.3) a (7.2) potom
R"AR=R"RB=1,B=DB.

Reéalna matica B tak musi byt symetrické, pretoze
BT = (RTAR)T = RTATR = RTAR = B.

Podla vety 7.2.2 su teda vSetky vlastné Cisla matice B redlne a ku kazdému z nich prislicha nejaky
redlny vlastny vektor. Zoberme jedno z tychto realnych vlastnych &isel A a prislusny redlny vlastny
vektor v. Potom

ARv = RBv = ARv,

z ¢oho vyplyva, ze Rv € R™\ {0} je vlastny vektor matice A prisltichajici k \.6 KedZe ale vietky
stlpce matice R patria do V, musi byt Rv € V. O]

5Nenulovost vektora Rv je dosledkom nenulovosti vlastného vektora v a linearnej nezavislosti stipcov matice R.
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Veta 7.2.6. Nech n € N a A € R™"™ je symetrickd matica. Potom existuje ortonormdlna bdza R™
zloZend z redlnych vlastnijch vektorov matice A — matica A je teda ortogondlne diagonalizovatelnd.

Doékaz. Pre n = 0 je tvrdenie trividlne — nech teda n > 1. Vezmime za vy lubovolny realny vlastny
vektor matice A normovany tak, aby ||vi||2 = 1; taky vektor musi existovat podla vety 7.2.2. Pred-
pokladajme, Ze pre nejaké m € [n — 1] uz pozname m linearne nezéavislych ortogonalnych realnych
vlastnych vektorov vy, ..., v,, matice A takych, ze pre k = 1,...,m je ||vg|[2 = 1. Ozna¢me nimi gene-
rovany m-rozmerny podpriestor priestoru R” ako V. Ortogonalny doplnok V* priestoru V je netrivialny
podpriestor priestoru R”, pretoze ¥V @ V- = R™ a m < n. Lahko vidiet, Ze priestor V je invariantny
vzhladom na A; podla lemy 7.2.4 tak musi byt vzhladom na A invariantny aj priestor V', ktory
v dosledku toho musi podla lemy 7.2.5 obsahovat asponi jeden redlny vlastny vektor v,,;1 matice A.
Bez ujmy na vieobecnosti mozeme predpokladat, Ze ||[Vi,11]l2 = 1 a kedZe vyt € VY a vy, ..., vy, st
vzajomne ortogonalne vektory z V', musia byt navzéjom ortogonalne aj vektory vi,...,Vy,a1. S pouzi-
tim indukcie vzhladom na m = 1, ..., n tak zistujeme, Ze naozaj existuje ortonormélna baza vy,..., v,
priestoru R” zlozena z realnych vlastnych vektorov matice A. O

Poznamka 7.2.7. Spektrum realnej symetrickej matice A € R™*" budeme Gasto zapisovat v tvare
)\12)\222>\n alebo )\1§/\2§...§)\n,

kde 0(A) = {A1,..., A} € Raprevietky A € 0(A) je pocet roznych indexov j € [n] takych, ze \; = A,
rovny algebraickej nasobnosti a(A, \) vlastného ¢isla A. Z vyssie dokdzaného vyplyva, Ze pre n € N
a kazdu redlnu symetricka maticu A € R™*" g vlastnymi ¢islami Ay > ... > A, existuje ortogonélna
matica QQ € R™" taka, Ze

MM 0 ...00

B . Ao ... 0
QlAQ=QTaQ=| . T
0 0 ... A\

7 ortogonélnosti matice () navyse Q= QT aQ Q= QTQ =1,.

7.3 Rayleighove podiely a Courantova-Fischerova veta

Uzitoéna technika analyzy spektier realnych symetrickych matic je zaloZzena na Rayleighovijch podieloch,
ktorych tlohu v teodrii takychto matic mozno pripodobnit k tlohe Collatzovej-Wielandtovej funkcie
v tedrii nezadpornych matic. Takzvany Rayleighov princip ndm umozni pomocou Rayleighovych podielov
charakterizovat najvicsie a najmensie vlastné ¢islo realnej symetrickej matice, ako aj vlastné vektory
k tymto vlastnym ¢islam prislichajtuce. Toto pomerne jednoduché pozorovanie nasledne zovSeobecnime
do podoby Courantovej- Fischerovej vety, znamej aj ako veta o minimaze, ktora pomocou Rayleighovych
podielov charakterizuje vsetky vlastné Cisla redlnej symetrickej matice.

Definicia 7.3.1. Nech n € N a A € R™" je symetrickd matica. Rayleighovym podielom nazveme
pre kazdé x € R™ \ {0} podiel
T
x* Ax
Ry(x) = ,

xT'x

¢im je tiez definovana funkcia R4: R™\ {0} — R.

Podobne ako pri Collatzovej-Wielandtovej funkcii nie je tazké vidiet, Ze pre vSetky x € R™ \ {0}
a vietky ¢ € R\ {0} je Ra(gx) = Ra(x) — skutone
(gx)TA(qx)  ¢#xTAx  xTAx

Bale) = (Tl ~ @xrx  x Ak
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Vsetky hodnoty funkcie R4 s teda jednozna¢ne urcené jej hodnotami na jednotkovej (n — 1)-sfére
Sp—1 ={x eR" | |Ix|]2 = 1}.

Funkcia R4 je na kompakte S, _1 oéividne spojita a musi tam preto nadobudat aspon jedno maximum
a minimum. Mo6Zeme teda uzavriet, ze funkcia R4 nadobuda globdlne maximum aj minimum. UkaZzeme
teraz, Ze pre realnu symetricktt maticu A € R™*™ g vlastnymi &islami

AlZ A= 2\
je globalnym maximom funkcie R 4 najvacsie vlastné ¢islo A\1; podobne globdlnym minimom funkcie R4

je najmensie vlastné ¢islo \,. Argumentmi maxima resp. minima funkcie R4 st pritom prave vSetky
vlastné vektory matice A prislichajice k A1 resp. A,.

Veta 7.3.2 (Rayleighov princip). Nech n € N\ {0} a A € R™" je symetrickd matica s vlastngmi
Cislams

A=A > > A
Pre vsetky x € R™\ {0} potom

>\1 Z RA(X) 2 )\n7
pricom RA(x) = \1 prave vtedy, ked je x vlastngm vektorom matice A prishichagicim k A\ a Ra(x) = Ay
prdave vtedy, ked je x vlastnym vektorom A prishichajicim k \,.

Dékaz. Ozna¢me ako A diagonalnu maticu

A0 ... 0
0 X ... O
0 0 ... A\

Musi potom existovat ortogonalna matica @Q € R™*™ taka, ze
Q'AQ =QTAQ = A,

a teda aj ortogonalna matica P = Q7 taka, Ze

A= PTAP.
Stlpce matice PT st teda dané ako vi,..., vy, kde pre k = 1,...,n je vi vlastnym vektorom matice A
prislachajicim k vlastnému ¢islu A a (vy,...,vy) je ortonorméalna baza priestoru R”™.

Nech je teraz vektor x = (z1,...,2,)" € R"\ {0} dany I'ubovolne. Ozna¢me Px =: (y1,...,yn)".
Potom

T

x' Ax 1 T
—_— A =
Tx g & A%

Ra(x) = 5 (x"PTAPx) =

13 I3
”2 Zy (7.4)

Dlzka vektora Px = (y1,...,ys)" pritom splia

((PX)TA(PX)) =

| Px||2 = 1/ (Px)T(Px) = VXTPTPx = VxTx = ||x|2, (7.5)

vdaka ¢omu zistujeme, Ze

Ra

b |qu2
H?Zy] I = H?Z =

|13

a podobne

I3
fta Zyﬂ J-n H% U= g
7=1



224 7.3 Rayleighove podiely a Courantova-Fischerova veta

Kedykolvek je x € R™\{0} vlastnym vektorom matice A prisltchajicim k niektorému jej vlastnému
¢islu A, musi byt
T T
x'Ax  Ax'X
Ry(x) = = = A

xTx xTx

Zostava teda ukazat, Ze v pripade rovnosti R4(x) = A1 resp. Ra(x) = A\, musi byt x vlastnym
vektorom matice A prisluchajucim k A; resp. k A,.

Tvrdenie dokadZeme pre vlastné &islo Ap, pricom argumentacia pre A, je symetrickd. Uvazujme
Tubovolny vektor x € R™ \ {0} taky, ze Ra(x) = Ai. Z rovnosti (7.4) a (7.5) potom vidiet, Ze y;
moze byt nenulové iba pre j € [n] také, ze A\; = A;. Existuje teda k € [n] také, ze \y = ... = X\
aPx=(y1,..., Y 0,...,0)T. V takom pripade je tiez prvych k stipcov v1, ..., v} matice P” tvorenych
vlastnymi vektormi matice A prisltichajicimi k A, ¢ize prvkami vlastného priestoru E(A, A;).

KedZe je matica P ortogonalna, nutne PTP =1,,, z ¢oho

k
X = (PTP) x = PT (Px) = Z Yjvj.
j=1

Ako linearna kombinacia vektorov z E(A, A1) tak aj vektor x musi byt prvkom E(A, A1) a vdaka jeho
nenulovosti teda musi ist o vlastny vektor matice A prislichajuci k vlastnému &islu ;. O

Prave dokdzany Rayleighov princip teda charakterizuje najvdcsie a najmensie vlastné ¢islo reélnej
symetrickej matice A ako maximum resp. minimum funkcie R4; prislusné vlastné vektory st navyse
dané ako argumenty tohto maxima resp. minima. Nasledujica Courantova-Fischerova veta, niekedy
nazyvana aj vetou o minimaze, je zovseobecnenim ¢asti Rayleighovho principu hovoriacej o vlastnych
¢islach: umoZni ndm pomocou Rayleighovych podielov charakterizovat vsetky vlastné ¢isla matice A.

Veta 7.3.3 (Courant, Fischer). Nechn € N\{0} a A € R"™" je symetrickd matica s vlastngmi cislami
A >A> 02> M

Prek=1,...,n potom

A = max min Ry(x) = min max  Ra(x).
. V. xeV\{0} ) V. xeV\{0}
V je podpriestor R™ V je podpriestor R™
dim(V)=k dim(V)=n—k+1

Dékaz. Zacnime opét pozorovanim, Zze musi existovat ortogonalna matica @ € R™*" taka, Ze

A0 .00
0 X ... O
QAQ=Q"TAQ=A=| . | E

0 0 ... A\

a teda aj ortogonalna matica P = Q7 taka, 7Ze
A=PTAP.
Stlpce matice PT tvoria ortonormalnu bazu priestoru R™ zloZent z vlastnych vektorov vi,...,v,
matice A prislichajicich postupne k vlastnym ¢islam Ay, ..., A,.
Uvazujme pre k = 1,...,n podpriestor V}, priestoru R" generovany vektormi vy, ..., vg; tie tvoria

jeho ortonormalnu bazu a evidentne teda dim(Vy) = k. Zvolme x = (21,...,2,)" € Vi \ {0} Tu-
bovolne a ozna¢me Px =: (y1,...,yn)’. Z ortogonalnosti matice P rovnako ako v (7.5) dostavame

| Px||2 = ||x||2 a jej dosledkom je aj rovnost

n
X = (PTP) x = PT (Px) = Zijj.
j=1
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Z prisludnosti vektora x do Vi teda vyplyva, Ze yx+1 = ... = yn = 0. Pre hodnotu prislusného
Rayleighovho podielu tak prichadzame k odhadu

T

x' Ax 1 T
— = x Ax) =
xIx x| b 4%)

Ry(x) =

5 (x" PTAPX) =

((PX)TA(PX)) =
113

HXHQ

k
| P
Zw_nxwz%—u 12 220 |X”2 -

Hg 13

z ¢oho
A< min Ra(x) < in  Ra(x); 7.6
S A Al s e i Fal) 0
V je podpriestor R™
dim(V)=k

existencia minim tu vyplyva zo spojitosti funkcie R4 na kompakte VN S,,_1 pre Tubovolny k-rozmerny
podpriestor V priestoru R™ a zo skuto¢nosti, Ze hodnotami na VN S,,_; je R4 ur¢ené na celom V\ {0}.

Pre k = 1,...,n dalej uvazujme Tubovolny k-rozmerny podpriestor V priestoru R™. Jeho prienik
s (n—k+1)-rozmernym podpriestorom V! 41 briestoru R™ generovanym vektormi vy, ..., v, je nutne
netrividlny. Vezmime I'ubovolny vektor

xy € (VNV,_141) \ {0}

Ak oznacime xy =: (21,...,2,)" a Pxy =: (y1,...,yn)?, rovnako ako vyssie zistujeme, Ze
= (PTP)xy = PT (Pxy) = Z Yiv;

a z prislunosti vektora xy do V) _, | dostavame y; = ... = yp_1 = 0. KedZze tiez ||Pxyll2 = [|xy||2,
prichddzame k zisteniu, Ze

Ru(xy) = xp Axy S (xVAxV) ! (ngTAPxV) S ((PXV)TA(PXV)) =

ngv Ixv13 Ixvl3 HXVH§
- IPX I3
2 Vii2

2\ < v = = M VeE =y
- ol Z - ol z,; < ol 24 ol 2% =M
z ¢oho
A > sup Ra(xy) > sup min Ry (x). (7.7)
. v , v xeV\{0}
V je podpriestor R™ V je podpriestor R™
dim(V)=k dim(V)=k

Ako bezprostredny dosledok nerovnosti (7.6) a (7.7) tak pre k = 1,...,n dostavame rovnost

A = in R . 7.8
b= omex I Rl 3)
V je podpriestor R™
dim(V)=k
Rovnost
A = min max Ra(x)

v cV\{0
V je podpriestor R™ xEV\{0}

dim(V)=n—k+1

napokon vyplynie z rovnosti (7.8) pre maticu —A, ktora mé podla vety 4.8.2 vlastné ¢isla

—An = —An—1 =2 —Ag
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¢o moZeme po preznaceni \), := —\,_ 11 pre k = 1,...,n prepisat ako
!/ / /
A1 > A > 2>,

Pre vSetky x € R™ \ {0} navyse

T T
x' (—=A)x x' Ax
R_4(x) = =— = —Ra(x).
A(x) xTx xTx (%)
Pre vlastné ¢islo —A\p = A/,_, | matice —A tak zo vztahu (7.8) vyplyva
=N = max min R_s(x) = max min —R(x),
S e ) xEV\ {0} A®x) v xEV\{0} Ax)
V je podpriestor R™ V je podpriestor R™
dim(V)=n—k+1 dim(V)=n—k+1
a teda
A = min max Ra(x).
k . V. xeV\{0} A( )
V je podpriestor R"
dim(V)=n—k+1
Tym je veta dokazana. O

7.4 Cauchyho veta o prepletani vlastnych cisel

Ako posledny z vysledkov o spektrach realnych symetrickych matic, ktoré budeme vyuzivat v stvislosti
so spektrami grafov, teraz dokdzeme tzv. Cauchyho vetu o prepletani vlastnijch cisel (angl. Cauchy’s
interlacing theorem). Ta dava spektrum reélnej symetrickej matice A € R™*"™ pre prirodzené n > 2
do stvisu so spektrom matice A[k], ktora z nej vznikne odstranenim k-teho riadku a stlpca pre nejaké
k € [n]. Ukazuje sa, Ze vlastné ¢isla matice A[k] sa ,prepletaji pomedzi* vlastné ¢isla matice A. Dokaz
Cauchyho vety o prepletani bude zaloZzeny na pouziti Courantovej-Fischerovej vety.

Veta 7.4.1 (Cauchyho o prepletani). Nechn € N\{0,1} a A = (a;j)nxn € R™*" je symetrickd matica
s vlastnymi ¢islama

M > A > >N\,

Pre k =1,...,n oznac¢me ako A[k] € R"=DX(=1) symetricki maticu, ktord vznikne z A odstranenim
k-teho riadku a k-teho stlpca:

alr .. A1k—1 alk+1 .- Gin
A[kz] _ ag—-11 -+ Ok—1k—-1 OQk—1k+1 --- Ok—1n
ag4+1,1 --- Ag+1k—1 Ak4+1k+1  --- QAktln

An,1 cee Qn k—1 Qn k+1 cee Ann

Nech si vlastné ¢isla matice Alk] dané ako

Potom
AMZ2RLZA 2K 2A32...2 A1 2 Kpe1 2> Mg
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Doékaz. Nech e; = (1,0,...,0)7,es = (0,1,...,0)7,...,e, = (0,0,...,1)T st vektory Standard-

nej bazy priestoru R™. Pre k£ = 1,...,n ozna¢me ako V; podpriestor priestoru R™ generovany vek-
tormi eq,...,€,_1,€k11,.--,€y,. Prirodzene potom moézeme definovat bijekciu : R — V. tak, ze
pre vietky x = (21,...,Th—1, Thal,---,Tn). € R* 1 polozime p(x) = (z1,...,T5_1,0, Tps1,...,2Tn)".

Je potom zrejmé, ze pre vietky x € R"~1\ {0} je

XT X X T X
Ry (x) = ;;[}Iz] = cp;(}z);;p(i)) = Ra(p(x)).

PretoZe je ¢ bijekcia zobrazujtuca podpriestory R?~! na podpriestory Vj, s pomocou vety 7.3.3 zistu-
jeme, zepre j=1,...,n—1 je

Kj = max min  Ryp(x) = max min Ry (x) <
’ % xew{oy Al 1) v xeV\{0} (x)
V je podpriestor R*—1 V je podpriestor Vg
dim(V)=j dim(V)=j
< max min  Ra(x) = A;j.

1% evV\{0
V je podpriestor R" xEV\{0}

dim(V)=j
Z vety 7.3.3 na druhej strane vyplyva

Aiy1 = max min Ra(x).
J _ V. xeV\{0} )
V je podpriestor R™

dim(V)=j+1

Oznacme ako W podpriestor priestoru R", na ktorom sa toto maximum nadobuda:

W e arg max min R4 (x),
% xeV\{0}
V je podpriestor R”
dim(V)=j+1
a teda
min Ra(x) = Aj1.
x€W\{0} AX) = A
Potom dim(W N V) > j a
K = max min R X) = max min Ra(x) >
’ v xepiloy Raw() = ma xepitoy A () 2
V je podpriestor R*~1 V je podpriestor Vy,
dim(V)=3 dim(V)=j
> max min Ry(x) > min Ra(x) > min  Ra(X) = Aj41.
V je podpriestor WNVy xEV\{0} xEOVNV)\{0} xEW\{0}
dim(V)=j
Tym je dokaz vety dokonceny. O

7.5 Spektralna charakterizacia regularnych grafov

Pod obycajngm spektrom grafu” G budeme rozumiet spektrum jeho matice susednosti A = A(G).
T4 je vzdy reélna a symetrické, takze obyCajné spektrum grafu o n vrcholoch mozno zadat ako

AL = A2 =02 Ay,

kde tento zéapis treba interpretovat ako v poznamke 7.2.7.

"V silade s dohovorom z uvodu tejto kapitoly méame pod grafom na mysli neorientovany graf bez sluciek. Nezalezi
teda na tom, ¢i matice susednosti takychto grafov chdpeme v zmysle definicie 7.1.2, alebo v zmysle definicie 7.1.4 (pokial
v prvom pripade interpretujeme booleovski maticu ako maticu prirodzenych &isel 0 a 1).
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Ako ukazku relativne elementarneho vysledku spektralnej tedrie grafov teraz pomocou vlastnosti
obyCajnych spektier charakterizujeme requldrne grafy; tato charakterizicia bude dané nasledujacou
vetou a predovSetkym jej désledkom 7.5.2. Pripomenme, ze graf G = (V, @) je d-reguldrny pre d € N,
ak degg(v) = d pre vietky v € V a reguldrny, ak je d-regularny pre nejaké d € N. Prezentécia tohto
oddielu ¢iasto¢ne vychadza z [26].

Veta 7.5.1 (Collatz, Sinogowitz). Nech n € N\ {0} a G = ([n],¢) je graf s maticou susednosti
A= A(G) a obycajnym spektrom Ny > Ao > ... > A,. Nech navyse

A := max { degg(j) } JEV(9)}
oznacuje mazximdlny a
1 n
0= — j
- D degg(j)
7j=1
priemerny stupen vrcholu grafu G. Potom
<A <A

a graf G je requldrny prdve vtedy, ked § = Ai. V takom pripade je A1 prirodzené cislo a graf G je
A1 -requldrny. Ak je navySe graf G suwvisly, je graf G reguldrny prdve vtedy, ked A\ = A.

Dékaz. Uvazujme Tubovolny realny vlastny vektor x = (x1,...,2,)7 € R™ matice A prisluchajici
k vlastnému ¢islu A;. Potom A\ix = Ax, z ¢oho pre k =1,...,n vyplyva
Alxk = Z a:j, (79)
JENg (k)

kde Ng(k) ozna¢uje mnozinu vsetkych susedov vrcholu k v grafe G. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme
predpokladat, Ze aspon jedna zo zloziek 1, ..., x, vektora x je kladna — v opa¢nom pripade by sme totiz
mohli namiesto neho uvazovat vlastny vektor —x. Ttto vlastnost mé potom Specialne aj l'ubovolna
spomedzi najviacsich zloziek vektora x; nech je jednou z nich zlozka x,, pre m € [n]. Z rovnosti (7.9)

potom
MTyy = Z Zj < Z Tm < Az

JENg(m) JENg(m)

a vdaka kladnosti ¢isla x,, tak prichddzame k nerovnosti
A <A (7.10)

Ozna¢me dalej ako 1 vektor
1:=(1,1,....,)T er™

Podla vety 7.3.2 potom

T T
)\1 = max RA(Y) = max y Ay > 1 A]' — 2’E(g)’ —

1
- d i) = 0. 7.11
yeR™\{0} yerm\fo} yly — 171 " - > degg(4) (7.11)

jevi(9)
Spojenim nerovnosti (7.10) a (7.11) tak skuto¢ne dostavame

0 <A <A
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Z nerovnosti (7.11) tiez vyplyva, ze Ay = § prave vtedy, ked

1741

—— = R4(1) =\
171 A1) = Mg,

¢o podla vety 7.3.2 nastane prave vtedy, ked je 1 vlastnym vektorom matice A prisluchajucim k vlast-
nému &islu Aq, ¢ize ked

Al = M\ 1.

To je dalej ekvivalentné tomu, Ze pre k = 1,...,n je

> 1=degg(k) = A1

JENg (k)

Rovnost A1 = § teda naozaj nastane prave vtedy, ked je graf G regularny stupna A\; = 0.

Je zrejmé, Ze pre lubovolng regularny graf G musi byt aj Ay = A; pre regularne grafy totiz A = .
Predpokladajme teda napokon, Ze je graf G savisly a A\; = A. Dokézeme, Ze graf G je v takom pripade
regularny. Nech x = (x1,...,2,)7 je Tubovolny redlny vlastny vektor prislichajici k A, o ktorom
mozeme podobne ako vySSie bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, Ze obsahuje aspon jednu kladnt
zlozku.® Uvazujme Iubovolné

m € argmax g =: M;
ke(n]

nutne x,, > 0. Z rovnosti

Ax = \x = Ax

potom Specilne

¢o moze nastat iba v pripade, Ze degg(m) = A a j € M pre vietky j € Ng(m). Zo suvislosti grafu G
teda M = [n], pricom pre k = 1,...,n je degg(k) = A a graf G je A-regularny. O

Z prave dokazanej vety mozno odvodit aj ¢isto spektralnu charakterizaciu regularnych grafov, ktora
je sformulovana ako désledok 7.5.2 nizsie. Pri jeho dokaze vyuZzijeme aj vetu 4.9.3 — pripomenme si, Ze
stopou §tvorcovej matice A = (a; j)nxn € C" nazyvame stcet

tI‘(A) =ay1t+ag2+...+ann

jej diagonalnych prvkov a vdaka vete 4.9.3 je

tr(A) = Y a4 N\

A€o (A)

ide teda o sucet vsetkych vlastnych &isel matice A, kde kazdé z nich je zaratané aj viackrat podla jeho
algebraickej nasobnosti.

8Kedze je graf G stvisly, mohli by sme sa tiez odvolat na Perronovu-Frobeniovu vetu, podla ktorej musi existovat
kladny vlastny vektor matice A prislachajuci k A1; matica susednosti A suvislého grafu G totiz musi byt ireducibilné.
Odvolavka na Perronovu-Frobeniovu teériu tu v8ak nie je potrebna.
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Désledok 7.5.2. Nechn € N\ {0} a G = ([n], ) je graf s maticou susednosti A = A(G) a obycajnym
spektrom A1 > Ao > ... > \,. Graf G je potom requldrny prdve vtedy, ked

nA\ =ATHA A+ A2
a v takom pripade je \i-reguldrny.

Doékaz. Podla vety 7.5.1 je graf G regularny prave vtedy, ked

1 n
Al = — d j
1 n; egg(J);

¢ize ked .
ni; = Zdegg(j). (7.12)
j=1
Polozme A = (a; j)nxn a uvazujme maticu A% = (a; j[2])nxn. Pre j = 1,...,n je diagonalny prvok a; ;[2]

matice A% dany ako
n n
a;;(20 = ajrar; = ajx = degg(h).
k=1 k=1

Preto n
tr (AQ) = Zdegg(j)
j=1
a rovnost (7.12) tak moZzeme prepisat ako
nA = tr (AQ) .

Pokial st viak A\; > Ag > ... > )\, vlastné &isla matice A, s vlastné &isla matice A% podla vety 4.8.4
dané ako )\%, /\g, .., A2 kde kazdé vlastné &islo A je uvedené a( A%, \)-krat. Uvedent rovnost tak vdaka
vete 4.9.3 skutoéne mozno prepisat do podoby

nA = A+ A3+ A
pricom z pozorovani vyssie vyplyva jej ekvivalencia s regularnostou grafu G. Podl'a vety 7.5.1 navySe

graf G musi byt Aj-regularny, kedykolvek je regularny. O

7.6 Kladne semidefinitné matice

V stvislosti s Rayleighovymi podielmi sme ¢asto pracovali s vyrazmi x? Ax, kde A = (@) nxn € R™*™
je symetricka matica a x = (z1,...,2,)] € R™. Lahko prideme k vztahu

XTAX = XT (AX) = zn:xl zn: Qj,5T5 = zn: Zn: Qi ;L. (713)
i=1 =1

i=1 j=1

Ak teraz o vektore x nebudeme uvazovat ako o pevne danom prvku R", ale jeho zlozky x1,...,x,
interpretujeme ako premenné, modzeme vyraz na pravej strane (7.13) chapat ako polyném o n premen-
nych x1,...,z, s redlnymi koeficientmi, ktorého vSetky ¢leny sa stupnha prave dva. Takéto polynéomy
sa zvykna nazyvat kvadratickymi formams.”

9Podobnym spésobom uréuje kvadraticka formu kazda — ¢iZe nie nutne iba symetrickd — realna Stvorcova matica.
Lahko v8ak vidiet, e kaZda kvadraticka forma je uréena prdve jednou symetrickou maticou a naopak.
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Realnu symetricka maticu A € R™*™ nazveme kladne (alebo pozitivne) semidefinitnou v pripade,
Ze je polynomicka funkcia prisliuchajica k fiou urcenej kvadratickej forme nezéporna na R™ — ak teda
do nej za premenné x1, ..., x, dosadime Tubovolné realne ¢isla, dostaneme nezaporné realne ¢islo.

Definicia 7.6.1. Nech n € N a A € R™" je symetrickd matica. Matica A je kladne semidefinitnd, ak
pre vietky x € R" je xT Ax > 0.

DokéZzeme teraz vetu, ktora hovori o dvoch uZitoénych ekvivalentnych charakterizaciach kladne
semidefinitnych matic.

Veta 7.6.2. Nechn € N a A € R"™" je symetrickd matica. Potom su nasledujice tvrdenia ekvivalentné:
(1) Matica A je kladne semidefinitnd.
(13) Vietky vlastné ¢isla matice A si nezdporné.

(iii) Eristuje m € N a matica B € R™ " takd, e A = BT B.

Dokaz. Zacnime ekvivalenciou tvrdent (i) a (ii). Uvazujme [ubovolné — nutne realne — vlastné ¢islo A
symetrickej matice A a k nemu prislichajuci vlastny vektor v € R™. Potom Av = Av, z ¢oho

viAv = awlv.

Hodnota vI'v = ||v||3 je pritom vzdy kladna. Ak je teda matica A kladne semidefinitna, nutne A > 0.
7 vety 7.2.6 naopak vieme, Ze realna symetrickd matica A musi byt ortogonalne diagonalizovatelna,
a teda existuje ortogonalna matica P € R™™ taka, Ze pre vlastné &isla A\; > ... > )\, matice A
a diagondlnu maticu A danu ako

A1 0 ... 0
e
0 0 .. A
je
A=P'AP =PTAP.
Ak st teda vetky vlastné &isla Aq, . .., A, nezaporné a x € R” je lubovolny vektor s Px = (y1,...,yn)’,
je

x? Ax = xT PTAPx = (Px)TA(Px) = Z yiN, > 0.
k=1

Matica A je teda kladne semidefinitné.
Zostéava dokazat, ze prvé dve turdenia su ekvivalentné tvrdeniu (iii). Ak pre nejaké m € N existuje
matica B € R™*" splhajuca A = BT B, tak pre vietky x € R je

xTAx =x"'BT"Bx = (Bx)"Bx = ||Bx||2 >0

a matica A je kladne semidefinitna. Predpokladajme naopak, Ze su vSetky vlastné ¢isla Ay > ... > A,
redlnej symetrickej matice A nezédporné. K matici A danej rovnako ako vyssie potom moézeme uvazovat

maticu
Vi 0 ... 0
0 VX ... 0
VA= YT

0 0 ... VA
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Evidentne (v/A)2 = A. Ak je teda P € R™ " ortogonélna matica taka, ze A = P"'AP = PTAP
a polozime

B:= PTVAP,

tak BT = B a
BTB = B? = PT/APPTVAP = PTAP = 4,

¢o dokazuje pravdivost tvrdenia (ii). O]

Podobne ako kladne semidefinitné matice mozno definovat aj kladne definitné matice, pri ktorych je
podmienka nezapornosti prislusnej kvadratickej formy nahradena podmienkou jej kladnosti na R™\ {0}
— pre kladne definitnt maticu A € R™*" a vietky x € R”\{0} teda musi byt x” Ax > 0. Mozno dokazat,
Ze kladna definitnost realnej symetrickej matice je ekvivalentna kladnosti v8etkych jej vlastnych &isel,
a to je dalej ekvivalentné existencii m € N a matice B € R™*" plnej stipcovej hodnosti n takej, ze
A = BT B. Dékaz tychto tvrdeni je napliiou cvicenia 7 na konci tejto kapitoly.

7.7 Laplaceova matica grafu

Popri matici susednosti prislicha ku kazdému grafu aj jeho takzvana Laplaceova matica, k definicii
ktorej sa prave dostavame.'? Opit pojde pre kazdy graf o symetrickt maticu a jej spektrum budeme
nazyvat laplaceovskym spektrom grafu. Po zvySok tejto kapitoly sa budeme zaoberat predovsetkym
stivisom vlastnosti Laplaceovych matic a laplaceovskych spektier grafov s roznymi ich strukturalnymi
a kombinatorickymi vlastnostami.

Definicia 7.7.1. Nech n € N a G = ([n], ) je graf. Laplaceovou maticou grafu G nazveme maticu
L(G) = (Gij)nxn € Z"*™ taka, ze pre i,j = 1,...,n je

degg(i) aki=j,
qij = -1 akz#ga{z,]}GE(g),
0 inak.

Maticu L(G) tak mozno vyjadrit ako rozdiel L(G) := D—A(G), kde D = (d; j)nxn € N"*" je diagonalna
matica taka, Ze pre k = 1,...,n je di = degg(k).

V literatire o spektralnej teorii grafov sa éasto mozno stretnit aj s réznymi variantmi takto defi-
novanych Laplaceovych matic — za vSetky spomenme len normalizované Laplaceove matice, spektram
ktorych bola venovana monografia [20].

Vyznam Laplaceove] matice spociva okrem iného aj v tom, Ze ide o maticu velmi prirodzenej
kvadratickej formy. Pre vietky x = (21,...,2,)7 € R" a L(G) = (gi j)nxn je totiz

xTL(G)x = Z Zqi7jxix]~ = Zdegg(k)xi — Z 2wz = Z (z; — l‘j)Q. (7.14)
k=1

LCahko teda vidiet, Ze matica L(G) je vzdy kladne semidefinitna. Z toho podla vety 7.6.2 vyplyva, Ze
vietky vlastné ¢isla matice L(G) st nezaporné.

101de o zneuzitie mena slavneho matematika — tentokrat prostrednictvom analégie s Laplaceovym operatorom, ktora
vysvetlime nizsie.
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KedZe nas budu zaujimat predovsetkym mensie vlastné ¢isla matice L(G), budeme laplaceovské
spektrum grafu G o n vrcholoch pisat ako

A< A< <N\

pri interpretécii z poznamky 7.2.7. DokdZeme teraz, Ze najmensie vlastné ¢islo A\; matice L(G) je vzdy
rovné nule, pri¢om prisliichajicim vlastnym vektorom je 1 = (1,1,...,1)T.

Tvrdenie 7.7.2. Nech n € N\ {0} a G = ([n], ) je graf s Laplaceovou maticou L = L(G) a laplace-
ovskym spektrom A1 < Ao < ... < A,. Potom A\ =0, pricom 1 = (1,1,..., l)T je vlastngm vektorom
matice L prislichajicim k 1.

Dékaz. Nech L = (i j)nxn @ L1 = (y1,...,yn)T. Pre i =1,...,n potom

J=1 JEV(G)
{i.7}eE(G)

Teda L1 = (0,0,...,0)7 = 0-1 a1 je vlastnym vektorom matice L prislichajtcim k vlastnému ¢islu 0.
Ked7ze st v8etky vlastné ¢isla kladne semidefinitnej matice L nezaporné, musi byt 0 = A1. OJ

Najmensim zaujimavym spomedzi vlastnych ¢isel Ay < Ao < ... < A, Laplaceovej matice grafu G
je tak vzdy vlastné ¢islo Ag. DokaZeme teraz, ze A2 > 0 prave vtedy, ked je graf G suvisly; ziskame tak
dolezitu spektralnu charakterizaciu suvislych grafov.

Veta 7.7.3. Nechn € N\{0,1} a G = ([n], ) je graf s Laplaceovou maticou L = L(G) a laplaceovskym
spektrom A1 < Ay < ... < \,. Potom je graf G suvisly prdve vtedy, ked Ao > 0.

Dokaz. Ak je graf G nesuvisly, moZzno vrcholy grafu G precislovat tak, aby pre nejaké m € [n — 1] v G
neviedla ziadna hrana spajajuca vrcholy z mnozin V3 = {1,...,m} a Vo = {m +1,...,n}. Matica L
je tak podobna matici L', ktord pre nejaké stvorcové bloky L, Ly moZno zapisat ako

I Ly O
0 Ly )~
Matice Ly resp. Lo pritom st — pri vhodnom precislovani vrcholov — Laplaceovymi maticami grafov

G1 = (V1790|(‘;1)> resp. Go = (V2790|(‘;2)>

a podla tvrdenia 7.7.2 tak nula musi byt vlastnym &islom obidvoch tychto matic. Algebraicka nédsobnost
vlastného ¢isla 0 matice L je preto rovné aspon dvom, z ¢oho Ay = 0.

Predpokladajme naopak, Ze je graf G savisly a x = (z1,...,2,)" je vlastny vektor matice L
prislichajtci k vlastnému ¢&islu 0. Potom aj x” Lx = 0 a z rovnosti (7.14) vidiet, ze pre 4,5 = 1,...,n
musi byt z; = x; kedykolvek {i,j} € F(G). Vdaka stvislosti grafu G tak musi byt vlastny vektor x
konstantny, z ¢oho y(L,0) = 1 a z diagonalizovatelnosti realnej symetrickej matice L aj a(L,0) = 1.
Vlastné ¢islo Ao tak nemoze byt nulové, a teda Ay > 0. O

Druhé najmensie vlastné ¢islo Ay Laplaceovej matice grafu je jeho dolezitou charakteristikou a byva
nazyvané aj algebraickym stupriom suvislosti grafu. DetailnejSie tento parameter grafov preskiimame
v ramci oddielu 7.9.

Laplaceova matica kazdého grafu G musi byt — pretoZe je kladne semidefinitna — podla vety 7.6.2
vyjadritelna v tvare L(G) = BT B pre nejaké m € N a maticu B € R™*". V nasledujicom ukazeme,
Ze za tato maticu B moZno vziat dalsiu z matic prirodzene prisluchajacich ku grafu G — konkrétne
incidencni maticu Tubovolnej orientacie grafu G.
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Pod orientdciou neorientovaného grafu!! G = (V, ) budeme rozumiet orientovany graf, ktory z G
vznikne zamenou kaZdej jeho neorientovanej hrany za jednu orientovani hranu vedicu Iubovolnym
smerom - ¢&ize orientovany graf G, = (V,p_,), kde ¢_,: V2 — B je zobrazenie také, Ze pre vietky
i,j €V jebud ¢(i,5) = p({i,j}) a ¢s(j, ) = 0, alebo w4, 1) = p({i, j}) a ¢ (i,5) = 0.

Pre orientovany graf bez sluciek G = (V,p) s |[E(G)] = m a E(G) = {(u1,v1),---, (Um,vm)}

definujeme jeho incidencni maticu'? B(G) ako B(G) = (bij)mxn € Z™ ™, kde b; ; jepre i =1,...,m
aj=1,...,n dané ako
1 ak ] = Uy,
biﬂ‘ = -1 ak j = vV,
0 inak.

Definicia inciden¢nej matice tak zéavisi nielen od usporiadania vrcholov, ale aj od usporiadania hrin
uvazovaného grafu. Podstatné vlastnosti tejto matice v§ak zostant pri lubovolnej vol'be usporiadania
hran nezmenené. 3

Priklad 7.7.4. Na obrazku 7.3 je znazorneny diagram neorientovaného grafu G, diagram jednej z jeho
orientacii G_, a inciden¢na matica grafu G_,.

1 -1 0 0 0 0
1 0 -1 0 0 0
. 3 . —2 1 0 0 0O -1 0
0 1 0O -1 0 0
0 1 0 0 0 -1
5) 6 5) 6 0 O 1 0O -1 0
4 4 O 0 -1 1 0 0
3 i3 4 00 0 1 0 -1
0 O 0 0 -1 1
(a) Neorientovany graf G. (b) Orientéacia G_, grafu G.

(¢) Inciden¢na matica B(G-).

Obr. 7.3: Neorientovany graf G, jedna z jeho orientéacii G_, a inciden¢na matica grafu G_,.

Veta 7.7.5. Nech n € N, nech G = ([n],¢) je graf a G, = ([n],p—) je lubovolnd jeho orientdcia.
Potom

L(G) = B(G-)"B(G-).

Dékaz. Oznacme m := |E(G)|, L = (¢i,j)nxn := L(G), B = (bij)mxn := B(G-) a BTB =: (Cij)nxn-
Dokazeme, ze pre i,j = 1,...,n je ¢;; = qj ;-
UvaZujme najprv i,j € [n] také, ze i # j. Potom

“ —1 ak {i,j} € E(G),
k=1

inak,

pretoZe existencia hrany {7, j} € E(G) je ekvivalentna existencii (prave jedného) indexu k € [m/] takého,
ze by; a by, ; st obidve nenulové; v takom pripade je jeden z tychto prvkov rovny jednej a druhy minus
jednej, z coho by, ;by ; = —1. Pre i # j teda skutocne ¢;; = ¢q; ;.

HStale pracujeme vyhradne s neorientovanymi grafmi bez sluciek.

12Podobne by sme mohli definovat aj incidenént maticu neorientovaného grafu — jedinym rozdielom by bolo, e obidvom
koncovym vrcholom kazdej hrany by v matici prislichala hodnota 1.

137 tohto dévodu budeme pouzivat oznacenie B(G) aj bez toho, aby sme usporiadanie hran explicitne uréili — v takom
pripade ho bude mozné zvolit Iubovolne.
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Zostava preskumat diagonalne prvky matice BT B. Tu ale pre i = 1,...,n zrejme dostavame
m
cii =Y bi;=degg(i) = qis
k=1

a veta je dokdzana. O
Prave dokazanou vetou mozno vysvetlit pomenovanie Laplaceova matica, ktoré sa pre maticu L(G)
pouZiva napriek tomu, Ze Pierre-Simon Laplace sa pravdepodobne grafmi nikdy nezaoberal. Vdaka

vete 7.7.5 mozno Laplaceovu maticu grafu chapat ako diskrétnu analdgiu Laplaceovho operdtora A
definovaného pre dvakrat diferencovatelnta funkciu f: R™ — R premennych z1,...,z, ako

n 82f .
Af = Za—x]% = div (grad f),
k=1

kde operator gradientu je pre diferencovatelnu funkciu f: R™ — R premennych x4, ..., x, definovany
predpisom
grad f = (af of 8f>T
Ox1 Oxg’ 7 Oxy,
a operator divergencie je pre vektorové pole F = (f1,..., fn)T pozostavajice z diferencovatelnych
funkcii f1,..., fn: R® — R premennych z1,...,z, definovany ako

n

divF = Z O
k=1

awk '

Ako nota¢na skratka sa tu ¢asto pouziva operator V — takzvana nabla' — pod ktorym sa v R” rozumie

vektor
T
v (2 9 . 9).
8%1 8x2 8:6”

grad f = Vf a divF = VTF.

MoZno potom pisat

Pre Laplaceov operator tak dostavame vyjadrenie
Af=VTVy.

Oznac¢me teraz ako B = (b; j)mxn incidenéni maticu Tubovolnej orientéacie grafu G o n vrcholoch
a m hranach a uvazujme vektor f = (f1,..., fu)? € R", ktory mézeme chapat ako funkciu priradujicu
kazdému z vrcholov k € [n] grafu G nejaki realnu hodnotu f,. Pre vektor Bf = (f{,..., f,,)T € R™
at=1,...,m potom

F= bl = fu—fo
j=1

pre u,v € [n] také, Ze i-ta hrana uvazovanej orientacie grafu G vedie z vrcholu u do vrcholu v. Jednotlivé
zlozky vektora Bf teda udévaji diferencie ,funkcie“ f na jednotlivych hranach a vektor Bf moZno
chapat ako diskrétnu obdobu gradientu funkcie; samotna matica B sa tak stava analdgiou operatora V.
Matica L(G) = BT B potom zodpoveda Laplaceovmu operatoru A = VI'V.

1 Staroveky hebrejsky strunovy hudobny nastroj, ktorého tvar symbol V pripomina.
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Ukazeme si teraz klasicktt kombinatoricku aplikaciu Laplaceovych matic grafov — uvidime, Ze s ich
pomocou mozno lahko najst pocet vietkijch kostier daného grafu. Ten bude dany determinantom matice,
ktora vznikne z Laplaceovej matice grafu G odstranenim k-teho riadku a stipca pre nejaké k € V(G).

Pre kazdé n € N, Stvorcovi maticu A € R™ ™ a mnozinu S C [n] ozna¢ime ako A[S] maticu,
ktora vznikne z matice A odobranim vietkych riadkov a stlpcov s indexmi z mnoziny S. Ak teda
A = (@ij)nxn, je A[S] = (bij)mxm, kde m =n — [S| apred,j =1,...,m je bij = ay() (), pricom
P(k) € [n] je pre k = 1,...,m dané ako index taky, ze (k) € S a |[[¢(k)] \ S| = k. Pre S = {s1,..., sk}
budeme namiesto A[{s1,...,s;}] pisat len A[sq,..., sk

Pripomenime si tiez skuto¢nost, ze determinant matice typu 0 x 0 je rovny jednej — determinant
matice A = (a; j)nxn € R™*™ je totiz dany ako

det(A) = Z sgn(m) H Ao, (k) (7.15)
k=1

TI'ESn

kde S, je symetricka grupa n-prvkovej mnoZiny a sgn(m) oznacuje znamienko permutacie . Pre n = 0
je symetrickd grupa trividlna a pre jediné my € Sy je sgn(mg) = 1. Z vyrazu na pravej strane (7.15)
sa tak stava

0 0
> sgn(m) [ aneery = sen(mo) [ [ armm =1-1=1.
k=1 k=1

TESy

Veta 7.8.1. Nechn € N\ {0} a G = ([n],¢) je graf s Laplaceovou maticou L = L(G). Pre lubovolné
k € [n] md potom graf G prave det (L[k]) réznych kostier.

Doékaz. Nech k € [n]; lubovolnu kostru grafu G potom mozno chapat ako zakorenent vo vrchole k
a v8etky hrany ako orientované smerom ku korenu k. Ozna¢me mnozinu takychto orientovangch kostier
grafu G ako T;(G). Dokazeme, ze |Tx(G)| = det (L[k]).

Ozna¢me dalej ako My (G) mnoZinu vSetkych zobrazeni f: [n] \ {k} — [n] takych, Ze pre vSetky
v € [n]\ {k} je f(v) niektory spomedzi susedov vrcholu v v grafe G — je teda {v, f(v)} € E(G). Kazdé
takéto zobrazenie urcuje orientovany graf Dy s mnozinou vrcholov [n] a s hranami (v, f(v)) pre vietky
v € [n]\ {k}: to znamena, ze Dy = ([n],), pricom pre vietky u,v € [n] je ¢(u,v) = 1 prave vtedy,
ked u # k a v = f(u). Evidentne

M@= ] degglv). (7.16)
ven)\{k}

Kazda orientovana kostra z T (G) je jednoznacne dané zobrazenim f € My (G) takym, Ze pre vietky
v € [n]\{k} je f(v) jediny sused vrcholu v leziaci v prislusnej kostre na ceste z v do k; v takom pripade
je touto orientovanou kostrou graf Dy.

Hoci ma pre vietky f € My (G) graf Dy presne n — 1 hran, nemusi vzdy ist o orientovani kostru
grafu G. Lahko ale vidiet, ze graf Dy reprezentuje orientovani kostru grafu G prdve vtedy, ked je
acyklicky. Staci teda vy¢islit pocet vSetkych zobrazeni f € My(G) s acyklickym grafom Dy — ozna¢me
mnozinu vSetkych takychto zobrazeni f ako Qx(G). Z uvedeného vyplyva |Tx(G)| = [Qx(G)|-

Pre mozné orientované kruznice v grafoch prislachajacich k zobrazeniam f € My (G) budeme po-
uzivat nasledujicu terminolégiu a notaciu inSpirovant permuticiami: pod pripustnym cyklom budeme
rozumiet postupnost vy zlozena z po dvoch roéznych vrcholov vy, ..., vs € [n]\ {k} taka, ze s € N\ {0},
pre j = 1,...,5s — 1 je {vj,vj41} € E(G) a {vs,v1} € E(G); kedZe uvazujeme grafy bez sluciek,
nutne s > 2. V takom pripade budeme pre cyklus v pisat v = (viva...vs) a V(y) = {v1,...,vs}.
Pre f € My(G) budeme navySe hovorit, ze v = (vivy...vs) je pripustnym cyklom v f — alebo Ze f
obsahuje pripustny cyklus v —ak pre j =1,...,s — 1 je vj41 = f(v;) a vi = f(vs).
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Dalej budeme hovorit, Ze pripustné cykly 1, ..., v, kde t € N, st po dvoch disjunktné, ak pre vietky
i,j € [t] je V(i) N V(vj) = 0 kedykolvek ¢ # j. Pre m € N definujeme Ci(G, m) ako mnoZinu
vietkych m-prvkovych mnozin X = {71, ...,vm} po dvoch disjunktnych pripustnych cyklov vi,. .., Vm;
pre kazda takato mnozinu X = {v1,...,9m,} tiez pifeme V(X) = V(y1) U... U V(7). Pre vietky
m € Na X € C,(G, m) napokon definujme My (G, X) ako mnozinu prave vietkych f € My(G) takych,
Ze [ obsahuje v8etky pripustné cykly z X (a pripadne aj dalsie pripustné cykly).

Kedze evidentne

%@ =M\ | J U MG.x)],

m=1 XeC(G,m)

vdaka principu zapojenia a vypojenia dostavame
Q@) = M@+ D (=D™ > [Mx(G.X)]. (7.17)
m=1 XeC(G,m)

Pre vsetky m € N\ {0} a X € Cr(G, m) ale zrejme

IMi(G, X)| = 11 degg (v);
ve([n]\{kH\V(X)

z rovnosti (7.16) a (7.17) teda dostéavame

(@) =1Qu(@) = [[ degglv)+> > (=" II degg(v) =

ve[n]\{k} m=1 X€Cx(G,m) ve([n\{FH\V(X)
= Z (—n)™ H degg(v).
m=0 XeCx(G,m) ve([n\{ED\V(X)

Ak dalej oznacime

n
cr(G) = | cr(@,m),
m=0
je kazda mnozina X € C(G) prvkom Cx (G, |X]); uvedent rovnost tak mozno prepisat aj ako

(@) = 19:@) = > (=i II degg(v). (7.18)

XeCr(9) ve([n]\{k})\V(X)

Ak ale na druhej strane L = (i j)nxn a ak S}, . ozna¢uje mnozinu vetkych permutacii : [n] — [n]
s pevnym bodom k = 7 (k), je

det(LE) = Y sen(m) [ ¢jri) (7.19)

s, , jem\ik)

Nenulovou hodnotou k tomuto su¢tu evidentne prispejt iba tie permutéacie = € S/, ., ktoré pozostavaji
z niekolkych pevnych bodov a z niekolkych cyklov zodpovedajucich pripustnj;m cyklom v zmysle
zavedenom vyssie. Ozna¢me mnozinu vsetkych takychto permutécii ako S, . Ak j € [n]\ {k} nie je
pevnym bodom takejto permutacie, nutne g; ;) = —1. Z toho vyplyva, ze (,:ykly permutécie 7w € S;;k
parnej dlzky prispeja do stéinu v uvedenom vyraze faktorom 1; cykly neparnej dizky rozne od pevnych
bodov prispeju faktorom —1. Cykly parnej dlzky d'alej prispeju faktorom —1 k znamienku permutécie
sgn(m) a cykly nepéarnej dlzky k tomuto znamienku prispeji faktorom 1. Vo vysledku tak kazdy cyklus
permutéacie w rézny od pevného bodu prispeje k prislusnému ¢lenu sumy faktorom —1. KedZze dalej
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pevné body permutacie m — ozna¢me ich mnozinu ako Fix(7) — nemenia znamienko sgn(m) a k sa¢inu
v uvedenom vyraze evidentne prispeju faktorom

[T degs(v),

veFix(m)\{k}

mozno rovnost (7.19) prepisat ako

det(Zt) = S (- ] degglv),

LIS veFix(m)\{k}

kde ¢(7) je pocet cyklov permutécie 7 roznych od pevnych bodov. KedZe je napokon kazda permutécia
7 € S, jednozna¢ne uréend mnozinou jej cyklov roéznych od pevnych bodov a tie zodpovedaja pri-
pustnym cyklom zavedenym vyssie, dostavame bijekciu ®: S, — C(G), pricom pre vietky = € S/

je ¢(m) = |®(m)| a Fix(m) \ {k} = ([n] \ {k}) \ V(®(7)). To znamena, ze

det(LIK) = Y (=@ I degglv) =

TSy, ve([n\{EH\V(2())
_ Z (-1 H degg(v),
X€Ck(G) ve([n\{FH\V(X)
¢o je podla (7.18) rovné hladanej hodnote |Ti(G)| = |Qk(G)|- O

Ukazme si eSte jeden dokaz vety 7.8.1, pri ktorom budeme nuteni pracovat s multigrafmi, vyuzivajac
fakt, Ze grafy st ich 8pecidlnym pripadom — operacia kontrakcie podla hrany, ktoru v nasledujicom bu-
deme hojne pouzivat, totiZz moze vyrobit multigraf aj z jednoduchého grafu. Vo vysledku tak ale okrem
alternativneho doékazu vety 7.8.1 dostaneme aj jej zovSeobecnenie na pripad multigrafov. Prezentécia
nasledujtcich partii tohto oddielu je ¢iastocne zalozena na [49| a na [82].

KedZe slucky nijako neovplyviiuju pocet kostier grafu, budeme odteraz aj pod multigrafom vidy
rozumiet multigraf bez sluciek. Pre multigraf G = (V, ) tak budeme pisat aj ¢: (‘2/) — N.

Pre dany (neorientovany) multigraf G = (V) a hranu e € E(G) budeme ako G\ e ozna¢ovat multi-
graf, ktory z G vznikne odobranim hrany e — pre e = ({u, v}, k) je teda G\ e = (V,¢), kde ¢': (‘2/) —N
je dané ako ¢'({u,v}) = p({u,v}) — 1 a @' ({z,y}) = p({z,y}) pre zvysné {z,y} z defini¢ného oboru.

Ako G : e ozna¢ime kontrakciu multigrafu G podla e — ¢ize multigraf, ktory vznikne stotoZnenim
koncovych vrcholov hrany e, pri¢om hrana e je spolu so vSetkymi s fiou stibezZnymi hranami z multigrafu
odstranend a vSetky ostatné hrany incidentné s niektorym z jej koncovych vrcholov st presmerované
do jediného vrcholu, ktory je ich stotoznenim.!® Formalne je multigraf G : e pre e = ({u,v}, k) dany
ako dvojical® G : e = (U,¢"), kde U = (V \ {u,v}) U {e} a ¢": ([2]) — N je pre vsetky {z,y} € (g)
dané takto:

(o y)) = { o({z,u}) + o({z,v}) akz£y=e,

e({z,y}) akz #£eay#e.
KedZe na nazvoch vrcholov typicky nezalezi, budeme obvykle predpokladat, Ze z multigrafu o vrcholoch
1,...,n vznikne po kontrakcii podla niektorej hrany multigraf s vrcholmi 1,...,n — 1. Napriklad

mozeme v opisanej konstrukcii premenovat vrchol e na min{u,v} a vrcholy k > max{u,v} na k — 1.

Priklad 7.8.2. Na obrazku 7.4 je zndzorneny diagram neorientovaného grafu G s vyznacenou hranou e,
ako aj graf G \ e a multigraf G : e.

15Keby sme uvazovali multigrafy so slu¢kami, bolo by prirodzené transformovat hrany stbezné s hranou e na slucky
v novovytvorenom vrchole.
16Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladame, ze VN E = 0.
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1 e 2 3 1 2 3 1 2
4 4 3
(a) Neorientovany graf G. (b) Graf G\ e. (c) Multigraf G : e.

Obr. 7.4: Odobranie hrany e z grafu a kontrakcia grafu podla hrany e.

V nasledujticom tiez budeme pracovat s Laplaceovymi maticami multigrafov. Tie moZno pre kazdy
multigraf G o n vrcholoch definovat v stulade s definiciou 7.7.1 ako

L(G) =D - A(9),
kde D = (djj)nxn je diagonalna matica taki, ze pre k = 1,...,n je dy = degg(k) pre prirodzené
multigrafové rozsirenie pojmu stupia vrcholu. Ak teda A(G) = (aij)nxn & L(G) = (gij)nxn, je
¢Gij; = —ajjpred,j=1,...,ntaké, Zei#japrek=1,...,nje

n n
qk.k = E a; | = E ag,j-
i=1 j=1

Nasledujuca veta sformulovana pre multigrafy (bez sluciek) tak $pecialne hovori aj o grafoch.

Veta 7.8.3. Nechn € N\{0} a G = ([n], ¢) je multigraf s Laplaceovou maticou L = L(G). Pre lubovolné
k € [n] md potom multigraf G prave det (L[k]) réznych kostier.

Doékaz. Polozme L =: (¢; j)nxn & pocet kostier multigrafu G oznac¢me ako 7(G). Vetu dokdzeme induk-
ciou vzhladom na pocet hran multigrafu G, ¢ize na m = |E(G)].

Pre m = 0 a n > 2 neexistuje v multigrafe G Ziadna kostra, ¢o stihlasi s tym, ze pre kazdé k € [n] je
L[k] nulov& matica typu (n — 1) x (n — 1) a jej determinant je tym padom nulovy. Pre m =0an =1
existuje v G jedina kostra, ktoré je rovnako ako multigraf G dana samotnym vrcholom 1. Matica L[1]
je v takom pripade typu 0 x 0 a jej determinant je tiez rovny jedne;j.

Predpokladajme teraz, ze dokazované tvrdenie plati pre vSetky multigrafy s m < s € N hranami
a uvazujme multigraf G = ([n], ¢) taky, ze |E(G)| = s+ 1. KedZe G obsahuje aspoii jednu hranu, nutne
n > 2. Zvolme k € [n] l'ubovolne. Dokazeme, Ze 7(G) = det (L[k]).

Ak v G neexistuje ziadna hrana incidentné s vrcholom k, je multigraf G nutne nesivisly a nema
tak ziadnu kostru. Na druhej strane je z definicie Laplaceovej matice multigrafu l'ahko vidiet, Ze
pre vietky j € [n] je stcet prvkov v j-tom stipci matice L nulovy:

> g =0. (7.20)
=1

Ak v multigrafe G neexistuje Ziadna hrana incidentna s vrcholom k, musi byt k-ty riadok matice L
nulovy a z rovnosti (7.20) vyplyva, Ze pre vietky j € [n — 1] je nulovy aj stcet prvkov v j-tom stipci
matice L[k]. To znamena, ze sucet vSetkych riadkov matice L[k] je nulovy vektor a matica L[k] je tym
padom singularna. Preto det(L[k]) = 0 = 7(G) a tvrdenie je v tomto pripade dokézané.
Predpokladajme teda, Ze v multigrafe G existuje aspon jedna hrana e incidentna s vrcholom k, ktora
vrchol k spaja s nejakym dalsim vrcholom ¢ € [n]. O¢ividne potom existuje bijekcia medzi kostrami
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multigrafu G neobsahujucimi hranu e a kostrami multigrafu G\ e. Podobne mézeme pozorovat bijekciu
medzi kostrami G obsahujtcimi hranu e a kostrami G : e. Je teda

T(G)=7(G\e)+7(G:e), (7.21)

pricom oba multigrafy G \ e a G : e maju aspoil o jednu hranu menej, nez multigraf G. Na poéty ich
kostier sa teda vztahuje indukény predpoklad, ¢o je pozorovanie, ktoré zakratko vyuzijeme.

Laplaceova matica multigrafu G \ e sa od Laplaceovej matice L multigrafu G lisi iba na poziciach
(k, k), (k,0), (¢, k) a (¢,£). Lahko teda vidiet, ze

Llk] = L(G)[k] = L(G \ €)[k] + Eq¢[k],
kde Ey = (€;,j)nxn je matica taka, ze epp = 1 a e; ; = 0 pre vietky ostatné 4, j € [n]. Z toho
det (L[k]) = det (L(G \ e)[k]) + det (L(G \ e)[k, £]) =

= det (L(G \ e)[k]) + det (L[k, ]) =
= det (L(G \ ¢)[k]) + det (L(G : ¢)[j]) (7.22)

kde j = min{k, ¢} — posledna rovnost teda plati za predpokladu, Ze hranu e kontrahujeme ,,do vrcholu
s mensim ¢islom*, pricom vrcholy s pévodnymi ¢islami va¢simi ako max{k, ¢} dostanu ¢islo o jedna
mensie. Vdaka indukénému predpokladu a (7.21) potom mozno rovnost (7.22) prepisat ako

det (L[k]) =1(G\e)+7(G :e) =T1(G),
¢o bolo treba dokézat. O

Jednoduchym dosledkom vety o pocte kostier grafu, ktorti sme prave dvoma réznymi spdsobmi
dokazali, je aj nasledujuci Cayleyho vzorec udéavajici pocet stromov o n (oznacenych) vrcholoch. Takéto
stromy totiz mozno chapat ako kostry tplného grafu o n vrcholoch.

Désledok 7.8.4 (Cayleyho vzorec). Nech n € N\ {0}. Potom existuje prave n™~2 stromov s mnoZinou
vrcholov [n).

Doékaz. Tvrdenie je ocividne pravdivé pre n = 1; predpokladajme teda, ze n > 2. Podla vety 7.8.1 je
hladany pocet stromov dany ako
7(K,) = det(L[1]),

kde K, je tuplny graf o n vrcholoch, 7(K,,) oznacuje jeho pocet kostier a L = L(K,). Potrebujeme
teda vypocitat determinant Stvorcovej matice L[1] typu (n — 1) x (n — 1), ktora je o¢ividne dana ako

n—1 -1 -1 ... -1
-1 n-1 -1 ... -1
L[] = -1 -1 n-1 ... -1
-1 -1 -1 ... n-1

Pripo¢itanie konstantného nasobku niektorého riadku resp. stlpca k inému riadku resp. stlpcu matice
nemeni jej determinant. Bezo zmeny determinantu tak moézeme od riadkov 2,...,n — 1 matice L[1]
odpocitat jej prvy riadok, ¢im dostdvame maticu

n—-1 -1 -1 ... -1
-n n 0o ... O
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Dalej mozeme k prvému stipcu matice L/ [1] postupne pripocitat jej stipce 2,...,n — 1, ¢im dostavame
maticu
1 -1 -1 ... —1
0O n 0 ... 0
L”m — 0 O n ... 0
0 0 0O ... n

Pocet stromov o n vrcholoch je teda dany ako determinant tejto hornej trojuholnikovej matice:
T(K,) =det (L[1]) =1-n""2 = n"2,
¢o bolo treba dokazat. O

Cayleyho vzorec je oproti vete 7.8.1 o dost elementéarnejsie tvrdenie a mozno ho dokéizat aj jedno-
duchsimi metédami. Pat roznych dokazov tohto vysledku mozno najst v [82].

V zavere tohto oddielu eSte z vety 7.8.1 odvodime alternativny vzorec pre pocet kostier grafu G,
v ktorom budi vystupovat iba vlastné Cisla jeho Laplaceovej matice — vratime sa tak na pédu spek-
tralnej teorie grafov v pravom slova zmysle. Uvazujme najprv ubovolnu dvojicu matic A, B € R™*™
pre nejaké n € N. Pre kazdé S C [n] ozna¢me ako Ag maticu, ktora vznikne z A nahradenim riadkov
s indexmi z mnoziny S prislusnymi riadkami matice B; maticu Bg moZeme definovat symetricky. Lahko
potom vidiet, Ze
det(A + B) Z det(Ag) = Y det(Bsg).

Ak teraz pre Iubovolnd maticu A € R™ "™ zvolime za B maticu B = —zI, z uvedeného vztahu vy-
plynie, Ze koeficient pri z¥ v charakteristickom polynéme ch4(z) matice A bude pre k = 0,...,n az
na znamienko dany suc¢tom k-tych minorov matice A:

(2] cha(2) = [2¥] (—1)"det(A — 2I)) = (—1)"*F Z det(A
IS | k
Toto pozorovanie vyuzijeme pri dokaze nasledujtcej vety.

Veta 7.8.5. Nechn € N\ {0} a G = ([n], ) je graf s Laplaceovou maticou L = L(G) a laplaceovskym
spektrom A\ < Ay < ... < \,. Pocet kostier 7(G) grafu G je potom dany ako

1 n

Dékaz. Uvazujme charakteristicky polynom Laplaceovej matice L, ktory vdaka tvrdeniu 4.2.7 moZno
vyjadrit ako
chp(z) =det(zI— L) =(z—=A)(z — X2) ... (2 = An).

Podla tvrdenia 7.7.2 je A\; = 0 a konStantny koeficient polynému chy(z) je tym padom nulovy. Koefi-
cient pri z je navyse dany ako

[2'] chp (2) ) H Ak-
7 pozorovani{ u¢inenych bezprostredne pred dokazovanou vetou a z vety 7.8.1 v8ak vyplyva, Ze suCasne

[2%] chy(2) D™ " det(L[S]) = (=)™ ) det(L[k]) = (—1)"'nr(G).

SCln] keln]
|S|=1
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Preto
(=) a7 (G) = (1" T M
k=2
z ¢oho
1 n
7(9) = n H Ak
k=2

a veta je dokdzanA. O

7.9 Algebraicky stupen stvislosti grafu

S algebraickym stupriom siuvislosti grafu — ¢ize druhym najmensim vlastnym ¢islom Ao jeho Laplaceovej
matice — sme sa uz stretli v suvislosti s vetou 7.7.3, podla ktorej je graf savisly prave vtedy, ked
A2 > 0. Toto pozorovanie mozno o trochu zosilnit a dokazat, Ze pocet komponentov sivislosti grafu
je vzdy rovny poctu nulovych vlastnych ¢&isel jeho Laplaceovej matice; tito nie prilis zlozita tlohu
prenechavame ¢itatelovi ako cvicenie 9. Algebraicky stupeii sivislosti grafu, podla ¢eského matematika
Miroslava Fiedlera nazyvany aj Fiedlerovim ¢islom, vSak nemoZno redukovat len na , binarny indikator*
savislosti grafu. V nasledujicom ukaZeme, Ze hodnota vlastného ¢isla Ao obsahuje cennii informaciu
o miere suvislosti grafu; neskoér preskiimame aj prislusné vlastné vektory.

Najmensim moZznym algebraickym stuphom stvislosti grafu je teda nula — a to v pripade, Ze je graf
nesuvisly. V nasledujicich dvoch tvrdeniach identifikujeme najvdcsi mozny algebraicky stupen suvis-
losti n-vrcholového grafu: najprv najdeme algebraicky stupen savislosti piného grafu o n vrcholoch
a nasledne dokazeme, ze faktory!” grafov nikdy nemézu mat vyssi algebraicky stupei suvislosti, nez
povodny graf. Druhé z tychto tvrdeni je okrem iného zasadné aj pre interpretaciu vlastného &isla Ao
ako miery suvislosti grafu.

Tvrdenie 7.9.1. Nechn € N\ {0,1} a nech Ay < XAy < ... <\, tvoria laplaceovské spektrum iplného
grafu K,. Potom A\1 =0 a Ao = ... = A\, = n. Algebraickyj stuperi suvislosti grafu K, je teda Ao = n.

Doékaz. Budeme postupovat velmi podobne ako pri dokaze Cayleyho vzorca — ten sme vyslovili ako
dosledok 7.8.4. Nech L := L(K,,). Potom

z—n+1 1 1 1
1 z—n+1 1 1
chy(z) = det (21 — L) = det 1 1 z—=n+1 ... 1 7
1 1 1 .o z—n+1

kde matica napravo je typu n x n. Bezo zmeny determinantu mozeme najprv odpocitat prvy riadok
tejto matice od vetkych ostatnych a nasledne pripoéitat k prvému stipcu postupne vetky ostatné.
Zistujeme tak, ze

z—n+1 1 1 1
n—z zZ—n 0 0
chy(z) = det n—z 0O z—-n ... 0 _
n—=z 0 0 L..oZ2—n

"Podgrafy s nezmenenou mnozinou vrcholov.
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z 1 1 1

0 z—n 0 0
—det]| O 0 Z—n 0

0 0 0 ...oZ—Mn

a kedZe v poslednom pripade ide o determinant hornej trojuholnikovej matice, je

chy(z) = z(z —n)" L.

Skutocne teda A\ =0ady=... =\, =n. O

Tvrdenie 7.9.2. Nech n € N\ {0,1}, G = ([n],¢) je graf s algebraickym stupiiom suvislosti Ao
a G = ([n],¢') je jeho faktor s algebraickym stupriom suvislosti X,. Potom Xy < Ag.

Dékaz. Oznaéme L := L(G) a L' := L(G’). Z rovnosti (7.14) Tahko vidiet, Ze pre vietky x € R™\ {0}
musi byt
xI'Lx _ x"'L'x
R = S = X% = Rux).

Podl'a Courantovej-Fischerovej vety!® je potom

Ay = min max Rjp(x)> min max Ry (x) =\
Y xEV\{0} (%) Y xEV\{0} (x) = A,
V je podpriestor R™ V je podpriestor R"
dim(V)=2 dim(V)=2
¢o bolo treba dokézat. O

Ked7Ze je kazdy graf G s n vrcholmi faktorom tplného grafu K, z predchadzajtcich dvoch tvrdeni
vyplyva, Ze pre Tubovolny takyto graf jeho algebraicky stupef stvislosti Ay spliia nerovnosti 0 < Ao < n.

Nasledujtca lema, ktort vzapati vyuzijeme pri porovnani algebraického stupna savislosti so stup-
niom vrcholovej suvislosti grafu, dava do savisu algebraicky stupen suvislosti grafu G = ([n], ¢) s algeb-
raickym stupiiom suvislosti jeho indukovaného podgrafu, ktory z grafu G vznikne odobranim jedného
vrcholu. Na priklade grafu pozostavajiceho z tplného podgrafu a jedného izolovaného vrcholu Tahko
vidiet, Ze odobranim jedného vrcholu z n-vrcholového grafu mozno jeho algebraicky stupen suvislosti
zvy§it az o maximalnu mozni hodnotu n — 1. V nasledujtcej leme v8ak ukazeme, Ze algebraicky stupen
stvislosti takto nikdy prili§ nezniZime. Dokaz je prevzaty z knihy [17].

Lema 7.9.3. Nech n > 3 je prirodzené cislo a G = ([n], ) je graf s Laplaceovou maticou L = L(G)
a algebraickym stupiiom sdvislosti Ao. Nech Gy je indukovanyg podgraf grafu G, ktory vznikne z grafu G
odobranim vrcholu k € [n] a vsetkijch s nim incidentnyjch hrdn.'® Oznacme algebraicky stupesi sivislosti
grafu Gy ako )\gk). Potom )\gk) > Ay — 1.

Dékaz. Predpokladajme najprv, Ze vrchol k je v G spojeny hranou so vSetkymi ostatnymi vrcholmi
— pre vsetky j € V(G) \ {k} je teda {k,j} € E(G). Laplaceova matica Lj grafu G v takom pripade
vznikne z Laplaceovej matice L grafu G odobranim k-teho riadku a k-teho stipca a zniZenim vietkych
diagonalnych prvkov o jedna, ¢o zodpoveda o jedna nizSiemu stupnu vSetkych vrcholov. Je teda

Ly =L(Gy) = L(G)[k] - 1= L[k] - L

Preto
Ly + 1= L[k

¥ Nami uvazované vlastné &islo Ao je vo vete 7.3.3 oznacené ako A\,_1.
19Predpokladame pritom, ze vrcholy k+1, ..., n pévodného grafu s po odobrani vrcholu k precislované na k, ..., n—1
tak, aby mnozina vrcholov vysledného grafu bola [n — 1] a mohli sme tak uvaZzovat k nemu prisltchajtce matice.
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a vlastné ¢isla A} < X, < ... < X _; matice L + I tak mozno pomocou Cauchyho vety o prepletani
odhadnut vlastnymi ¢islami Ay < A9 < ... < A, matice L:

M SN <A< <A <N <\ (7.23)

Podla vety 4.8.3 ale sti¢asne
CthJrI(Z) = Cth (Z — 1),

z Coho dalej vyplyva, Ze Vl&s)tné ¢isla )\gk) < )\gk) <...< Agg_)l Laplaceovej matice Ly grafu G su
pre j =1,...,n dané ako )\j = )\;- — 1. Nerovnosti (7.23) tak moZno prepisat ako

M AP rrcn AP rr<c << <A r 1<,

z ¢oho $pecidlne
AP >y -1 (7.24)

Vgetky ostatné grafy o n vrcholoch méZeme z grafov uvaZzovaného typu ziskat vymazanim niekol'kych
hran incidentnych s vrcholom k. Podla tvrdenia 7.9.2 touto procedtrou urcite nemdZzeme zvysit hod-
notu Ao, pricom odobranie tychto hran evidentne nema Ziaden vplyv na hodnotu )\gk). Nerovnost (7.24)
tak bude platit aj vo v8eobecnom pripade. O

Stuperi vrcholovej suvislosti grafu G definujeme ako minimélny pocet prvkov x(G) mnoziny vrcholov
S C V(G) takej, ze indukovany podgraf grafu G na vrcholoch V(G)\ S je nesuvisly; ide tak o najmensi
mozny pocet vrcholov, ktorych odobranim z grafu G vznikne nesuvisly graf. Pri iplnych grafoch, kde
ziadna takato mnoZina neexistuje, budeme trochu nestandardne klast x(K,) = n.2° DokiZeme teraz,
7e algebraicky stupen suvislosti grafu nemoéze presiahnut jeho stupen vrcholovej stuvislosti.

Veta 7.9.4. Nechn € N\{0,1} a G = ([n], p) je graf s algebraickym stuptiom suvislosti Ao a stupiiom
vrcholovej suvislosti kK(G). Potom Ay < k(G).

Dékaz. Pre uplny graf K, je pri nasej definicii stupna vrcholovej savislosti Ao = k(G) = n a tvrdenie
plati. Predpokladajme teda, Ze graf G nie je tplny. Ak potom k(G) = m pre nejaké m € N, musi
existovat mnozina vrcholov S C V(G) taka, ze |S| = m a indukovany podgraf grafu G s mnozinou
vrcholov V(G) \ S je nestuvisly. V takom pripade zrejme n > m + 2. Ak teraz S = {v1,..., v}, moze
tento indukovany podgraf vzniknut z grafu G tak, ze pre k = 1,...,m z grafu postupne odoberieme
vrchol vy aj s incidentnymi hranami. Pre kazdé k pritom podla lemy 7.9.3 zniZime algebraicky stupen
savislosti najviac o 1 a algebraicky stupen suvislosti vysledného nestuvislého grafu musi byt rovny nule.
Nutne teda Ao < m = k(G), ¢o bolo treba dokazat. O

7.10 Fiedlerove vektory

Po rozlozeni mnoziny vrcholov V' = V(G) stuvislého grafu G na dve neprazdne disjunktné podmnoZziny
V1,V také, ze V = V1 U V5, nemusia byt indukované podgrafy grafu G na mnozinéch vrcholov V; a Vs
savislé. Najdenie rozkladov V' = Vi U V4 zodpovedajucich rozkladu stvislého grafu na dva sdvislé
indukované podgrafy je prakticky uZito¢na tloha, ktord mozno vyriesit na zaklade znalosti vlastnych
vektorov Laplaceovej matice grafu G prislichajacich k jej vlastnému ¢&islu Ay urcujicemu algebraicky
stupen suvislosti grafu G. Tieto vlastné vektory nazveme Fiedlerovymi vektormi.

Definicia 7.10.1. Nech n € N\ {0,1} a G = ([n],¢) je graf s Laplaceovou maticou L = L(G)
a laplaceovskym spektrom Ay < Ay < ... < \,. Fiedlerovijm vektorom grafu G nazveme Tubovolny
realny vlastny vektor vo € R™ matice L prisluchajuci k vlastnému ¢islu .

2O(v]astejéia je definicia, pri ktorej x(K,) = n — 1. Stupen vrcholovej stvislosti vtedy mozno chapat ako najmensi pocet
vrcholov, ktorych odobranim z grafu moéze vzniknut nesuvisly graf alebo graf o jednom vrchole. Pri nagej definicii by sme
graf o jednom vrchole v principe nahradili prazdnym grafom.
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Pouzitie Fiedlerovych vektorov pri hladani rozkladov suvislych grafov na savislé grafy je zalozené
na nasledujtcej vete, ktort dokazeme len ¢iastoéne metédou prebratou z [17].

Veta 7.10.2 (Fiedler). Nechn € N\{0,1}, G = ([n], @) je stvisly graf, vo = (x1,...,7,)T je Fiedlerov
vektor grafu G a r € R. PoloZme

Vi={keV(G)|zx>r} a Vo={keV(G) | zr<r}
Ak Vi # 0 a Vo # 0, si indukované podgrafy grafu G na mnoZindch vrcholov Vi a Vo sivislé.

Dékaz. Vetu dokadzeme iba pre r = 0 a podgraf indukovany mnozinou Vi = {k € V(G) | =, > 0}
— dokazeme teda, 7e graf Gi = (V1,¢1) s ¢1(u,v) = ¢(u,v) pre vietky u,v € Vi musi byt suvisly.
Za ucelom sporu predpokladajme, Ze je tento graf nesuvisly a mnoziny vrcholov jeho komponentov
suvislosti st dané ako Uy, ..., Us pre nejaké s > 2.

Bez ujmy na vS8eobecnosti predpokladajme, Ze vrcholy grafu G su ocislované tak, ze prei =1,...,s
aj=1+1,...,smaji vietky vrcholy z U; vécSie ¢islo ako vSetky vrcholy z U; a zaroven vSetky vrcholy
z V5 maja vacsie ¢islo ako v8etky vrcholy z Vi = Uy U ... U Us. Laplaceovu maticu L = L(G) grafu G
potom mozeme pisat ako

My 0 0 ... 0 R

0 My 0 ... 0 Ry

0 0 M; ... 0 Ry
L={ . . . . R

0 0 0 ... M, R,

R RT RI ... RT N,

kde diagonélne bloky M, ..., My prislichajui mnozinam vrcholov U,...,Us a diagonalny blok Nj
prislicha mnozine vrcholov V5. Vektor vo budeme potom tiez pisat ako

X1
X2
Vo = )
Xs
Y2
kde pocet zloZiek kazdého z vektorov x; je pre ¢ = 1, ..., s rovnaky ako pocet prvkov mnoziny U; a pocet
zloziek vektora yo je rovnaky ako pocet prvkov mnoziny Va. Z definicie mnozin vrcholov Vi a V5 pritom
vyplyva, ze vektory xi,...,Xs st nezaporné a vektor yo je zaporny.
Predpokladajme teraz, Ze st vlastné ¢isla matice L dané ako A1 < Ay < ... < )\, a uvazujme
vlastné ¢isla \] <\, < ... < )\;%lv2| podmatice
My O O ... O
0 M, O 0
L[V3] = 0 0 Ms 0
O 0 O M

Uréite A\; = 0 a vdaka suvislosti grafu G musi byt A2 > 0. Maticu L[V5] navySe mozno z matice L
ziskat postupnym odobranim k-teho riadku a stlpca pre k = n,...,n — |V2| + 1. Niekolkonasobnym
pouzitim Cauchyho vety o prepletani vlastnych &isel teda zistujeme, ze Ay > Ao > 0.2

21Vlastné &islo A} pritom moéze, ale nemusi byt nulové, pretoze L[V2] nemusi byt Laplaceovou maticou Ziadneho grafu.
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Matica L[V5] je blokovo diagonalna a jej spektrum je tak ,zlozenim* spektier matic M, ..., Ms.
Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze N| € o(M;); v opacnom pripade sme totiz mohli
oc¢islovanie vrcholov zvolit inak. Rovnost Lvy = Asve moéZeme prepisat ako

M1 0 0 e 0 Rl X1 )\2X1
0 M2 0 PN 0 R2 X9 )\2X2
0 0 M3 0 Rg X3 )\2X3
0 0 0 ... M; R; X AoXg
R{ Rg Rg e RZ N2 Y2 )\2y2
z ¢oho
X1
X2
(Ml 00 ... 0 Rl) = Mix1 + R1y2 = \oxq.
Xs
Y2
Preto
(Ml - )\QI)Xl == *Rlyg. (725)

Podobne ako v dokaze lemy 7.9.3 teraz zistujeme, ze vlastné ¢isla matice My — Aol st prave rozdielmi
vlastnych ¢isel matice My a ¢isla Ao. KedZze navyse N| € o(My), st vietky vlastné ¢isla matice M
rovné aspoii X, — pricom vieme, Ze A, > Ag. VSetky vlastné ¢isla matice My — Aol su teda nezaporné
a matica M; — Aol je kladne semidefinitna podla vety 7.6.2.

Kedze je dalej matica R; mimodiagonalnym blokom Laplaceovej matice grafu G, nemoze obsahovat
ziaden kladny prvok. Podobne vektor ys z definicie mnoziny Vo obsahuje iba zaporné cisla. Z toho
vyplyva, Ze vektor Ryys je nezédporny. Po prenasobeni rovnosti (7.25) zlava nezapornym vektorom xlT
tak zistujeme, Ze

xT(My — MoI)x; = —xT Ry, <0,
¢o moze vdaka kladnej semidefinitnosti matice M7 — Aol nastat iba ak
xT (M — AoI)x; = 0. (7.26)
Potom v8ak bud x; = 0, alebo

xT(M7 — \oI)x
RMl—)\gI(Xl) _ 1( )I(TX12 ) 1 -0
1

a z Rayleighovho principu vyplyva, Ze x; je vlastnym vektorom kladne semidefinitnej matice M7 — Aol
prisliachajicim k vlastnému ¢islu 0. V oboch pripadoch zistujeme, Ze

(Ml — )\2I)X1 = 0,

¢o podla (7.25) mozno prepisat ako
—R1y2 =0.

Vektor ys9 je tu zadporny a matica R neobsahuje Ziaden kladny prvok — nutne teda Ry = 0. Z toho d'alej
vyplyva, Ze vrcholy z mnoziny U; nie st v grafe G spojené hranou so ziadnym vrcholom mnoziny Va.
KedZze tieto vrcholy nie st spojené hranou ani so Ziadnym vrcholom z mnoziny Us U ... U Us, je graf G
nesuvisly, ¢o je spor s naSim pévodnym predpokladom. O

Fiedlerove vektory teda obsahuji informéaciu umoznujicu rozlozit dany suvisly graf na dva savislé
podgrafy a opakovanim tohto procesu na I'ubovolny pripustny podet suvislych podgrafov. Empirické
zistenia ukazuji, Ze pri vhodnych vol'bach konStanty r zo znenia predchadzajtcej vety takto ziskané
podgrafy ¢asto zodpovedaju prirodzenym zhlukom vrcholov, ¢o je zékladom metédy analyzy grafovych
dat znamej ako spektrdalne zhlukovanie [40].
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Cvicenia

1.

10.

Pozorovali sme, Ze kazda realna symetrickd matica je ortogonalne diagonalizovatelna. Existuje
ortogonalne diagonalizovatelna realna matica, ktora nie je symetricka?

Uvazujme maticu A € RL5"™ pre nejaké n € N\ {0}, ktora je sacasne ireducibilna a symetricka.
Charakterizujte vSetky mozné indexy primitivnosti matice A.

Najdite priklad nesuvislého grafu G = (V) takého, Zze najvacsie vlastné ¢islo A; jeho matice
susednosti je rovné maximélnemu stupnu vrcholu v grafe G, no graf G napriek tomu nie je
regulérny.

Najdite vsetky grafy G, ktorych matica susednosti A(G) ma aspon jeden vlastny vektor

pre nejaké ¢ € R\ {0}.

Charakterizujte vSetky suvislé grafy G s obyCajnym spektrom Ay > Ao > ... > A, takym, Ze
An = — A1

Charakterizujte vSetky grafy G, pre ktoré je matica susednosti A(G) kladne semidefinitna.

Symetrickt maticu A € R™ ™ nazveme kladne definitnou, ak pre vietky x € R™\ {0} je x” Ax > 0.
Dokézte, ze st nasledujiice tvrdenia ekvivalentné:

(1) Matica A je kladne definitna.
(77) Vsetky vlastné ¢isla matice A st kladné.

(iii) Existuje m € N a matica B € R™*" plnej stipcovej hodnosti n taka, ze A = BT B.
Dajte do vzajomného vztahu obycajné a laplaceovské spektrum requldrnych grafov.

Dokézte, Zze pocet komponentov sivislosti grafu je vidy rovny poc¢tu nulovych vlastnych cisel
jeho Laplaceovej matice.

Dokazte, 7e pocet kostier tiplného bipartitného grafu K, , s m,n € N\ {0} je m"~1nm~L.

Nech G je neorientovany graf bez sluciek s mnozinou vrcholov [n]. Kladnou Laplaceovou maticou
(angl. signless Laplacian matriz) grafu G nazveme maticu

Q(9) = D + A(9),

kde A(G) je matica susednosti grafu G a D = (d; j)nxn je diagonalna matica taka, ze pre k =1,...,n
je dyp = degg (k).

11.

12.

13.

Dokazte, ze kladna Laplaceova matica grafu G s mnozinou vrcholov [n]| je vidy kladne se-
midefinitn4 a najdite ¢o mozno najprirodzenejsie definovani maticu B typu m x n taka, Ze

Q(G) = B”B.

Vlastné ¢isla kladne semidefinitnej matice Q(G) st vzdy nezaporné. Najdite triedu vSetkych
grafov G, pre ktoré je nula vlastnym ¢islom matice Q(G).

Dokézte, ze Laplaceova a kladna Laplaceova matica bipartitného grafu maja rovnaké charakte-
ristické polynomy (a teda aj rovnaké spektra).
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Rozsiahlej problematike spektréalnej teorie grafov sa venuje pomerne vel'ké mnoZstvo Specializovanej literatury, ¢asto s iba
velmi malymi obsahovymi prienikmi — spomenme napriklad [26, 25, 16, 20, 100]. O spektrach grafov sa tiez mozno doé&itat
v klasickych uéebniciach algebraickej tedrie grafov [49, 12], do ktorej spektralna tedria grafov spada. Velmi uzitoénym
zdrojom je tu tieZ text [17] o kombinatorickej teorii matic. Vyklad spektralnej tedrie grafov viac orientovany na aplikacie
mozno najst v literattre, v ktorej sa grafy skimajt pod nazvom komplezné siete — napriklad v [40, 39].

Pat roznych dokazov Cayleyho vzorca, ako aj d'alsi z alternativnych dokazov vety 7.8.1, mozno najst v ucebnici
Matouska a NeSettila [82].

Spektra matic prislachajucich ku grafom sa sprvoti skumali predovsetkym implicitne na poli kvantovej chémie.
Za pociatok spektralnej tedrie grafov ako matematickej discipliny sa vSak povazuje az ¢lanok [21] z patdesiatych rokov
20. storocia, v ktorom bola okrem iného dokazana aj veta 7.5.1. Pojem algebraického stupna suvislosti grafu zaviedol
M. Fiedler [42], ktory neskor dokazal aj vetu 7.10.2 [43].
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