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Zimny semester 2024 /25

Prva sada domacich uloh

. Najdite spocitatelne tplny polokruh (S, +,-,0,1,®), ktory nie je tplny.! (Uloha 1.6 zo skript.)

Existuje netrividlny okruh (s jednotkou), ktory je sicasne aj spocitatelne tplnym polokruhom?
(Uloha 1.10 zo skript.)

Nech ¥ je abeceda, S je polokruh a r, s € S(X*)) st mocninové rady. Hadamardov sicin radov
rasjerad r®s € S(X*) definovany pre vietky w € ¥* predpisom (r ® s,w) = (r,w)(s,w).

a) Ukazte, ze Hadamardov su¢in na B(X*) mozno interpretovat ako prienik formalnych ja-
zykov.

b) Dokazte, Zze pre vieobecny polokruh S a abecedu ¥ mnozina radov S-Rat(X*) nemusi byt
uzavretd na Hadamardov sucin.

c) Dokazte, ze mnozina radov S-Rat(X*) je uzavretd na Hadamardov stucin pre I'ubovolny
komutativny polokruh S a Tubovolnt abecedu . (Uloha 3.6 zo skript.)

Nech ¥ je abeceda a r € N{(X*)) je rad racionalny nad N. Zistite, ¢i musi byt v takom pripade
raciondlny jazyk supp(r). (Uloha 3.7 zo skript.)

Nech ¥ je abeceda a r € Z{X*)) je rad racionalny nad Z. Zistite, ¢i musi byt v takom pripade
racionalny jazyk supp(r). (Uloha 3.8 zo skript.)

Hovorime, Ze polokruh T je Fatouovym rozsirenim polokruhu S, ak je S podpolokruhom T a st-
¢asne pre lubovolni abecedu ¥ a rad r € S{X*)) racionalny nad T je rad r racionalny aj nad S.
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Dokéazte, Ze okruh Z nie je Fatouovym rozsirenim polokruhu N. (Uloha 3.9 zo skript.)
Dokéazte, Ze kazdé rozsirenie K pola F je aj jeho Fatouovym rozsirenim. (Uloha 3.10 zo skript.)

Nech ¥ = {a, b}. Zistite, ¢ existuje formalny mocninovy rad r € Z{¥*) racionalny nad Z taky,
ze supp(r) = {w € ¥* | |w|, = |w|p}. (Uloha 3.12 zo skript.)

Dokazte rozhodnutel nost problému ekvivalencie koneénych automatov s vahami nad konecngmi
polokruhmi. (Uloha 3.18 zo skript.)

Presktimajte rozhodnutelnost problému univerzality nosica realizovaného radu pre konecné au-
tomaty s vahami nad polokruhom prirodzenych ¢isel (N, +, -, 0,1) a nad tropickym polokruhom
(NU {00}, min, +, 00, 0). (Uloha 3.19 zo skript.)

Uvazujme nasledujuci rozhodovaci problém: na vstupe je dany kone¢ny automat A s vidhami
nad polom @Q a abecedou ¥ a treba rozhodnut, ¢i pre vetky w € ¥* je (||All,w) € {0,1}.
Je tento problém rozhodnutelny?

(Ndvod: pouzite uzavretost mnoziny radov Q-Rat(3*) na Hadamardov sacin dokdzant v ramci
tilohy 3.) (Uloha 3.20 zo skript.)

Uvazujme nasledujuci rozhodovaci problém: na vstupe je dany kone¢ny automat A s vidhami
nad polom Q a abecedou ¥ a treba rozhodnut, ¢ pre vietky w € ¥* je (||A||, w) > 0. Je tento
problém rozhodnutelny?

(Ndvod: pouzite uzavretost mnoziny radov Q-Rat(3*) na Hadamardov st¢in dokdzant v ramci
tlohy 3.) (Uloha 3.21 zo skript.)

'Teda neeristuje Ziadne zobrazenie ¥: F(S) — S také, Ze pre vietky F € F,,(S) plati U(F) = &(F) a (S, +,-,0,1,¥)
je uplny polokruh.



