Nestrukturované rozpravy o Struktirach:
kapitoly z matematiky pre informatikov (1)
Zimny semester 2024 /25

Druhi sada domacich uloh

1. Najdite v8etky prirodzené ¢isla n > 2, pre ktoré existuje matica A € R™*" taka, ze 0(A) C C\R.
(Uloha 4.4 zo skript.)

2. Nech n € N. Nech A € C™*™ je matica s vlastnymi ¢islami Aq, ..., \,, kde kazdé A € o(A) je
uvedené a(A, \)-krat. Dokéazte, ze det(A) = A1 - ...+ A\,. (Uloha 4.6 zo skript.)

3. Nech n € N a Z,, je mnozina vietkych ireducibilngch matic A € RL5". Zistite, ¢i musi byt Z,
uzavreta na nasledujice maticové operacie:
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d) umociiovanie na t € N\ {0}. (Uloha 5.9 zo skript.)

4. Nech n € N\ {0} a P, je mnozina vsetkych primitivnych ireducibilnych matic A € RZF".
Zistite, ¢i musi byt P, uzavreta na nasledujice maticové operacie:

a

/

o
U]

c) umochovanie na t € N

) s
)
)
d) umochovanie na t € N\ {0}. (Uloha 5.10 zo skript.)

5. Nech n € N\ {0} a A € RIF" je nezaporna redlna matica takd, Ze pre nejaké ¢ € N\ {0} je
matica A
a) ireducibilng;

b) primitivna.
Zistite, ¢i musi mat rovnaku vlastnost aj matica A. (Uloha 5.11 zo skript.)

6. Uvazujme polynoém p(z) = zF +dj,_12* 71 +... +dpz° s komplexnymi koeficientmi dy, . . ., dx_1
a prislusni sprievodni maticu A,,.
a) Urcte geometrické nasobnosti vsetkych vlastnych ¢isel matice Ay,.
b) Charakterizujte polynémy p(z), pre ktoré je matica A, diagonalizovatelna.
c¢) Charakterizujte polynéomy p(z), pre ktoré¢ je matica A, nesingularna. (Uloha 6.4 zo skript.)

7. Charakterizujte vsetky suvislé grafy G s obyCajnym spektrom Ay > Ao > ... > A, takym, Ze
An = —A1. (Uloha 7.5 zo skript.)

8. Dajte do vzajomného vztahu obycajné a laplaceovské spektrum reguldrnych grafov.
(Uloha 7.7 zo skript.)
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9. Dokazte, Ze pocet kostier uplného bipartitného grafu K, , s m,n € N\ {0} je m
(Uloha 7.9 zo skript.)

Nech G je neorientovany graf bez slu¢iek s mnozinou vrcholov [n]. Kladnou Laplaceovou maticou
(angl. signless Laplacian matriz) grafu G nazveme maticu

Q(9) = D + Adj(9),

kde Adj(G) je matica susednosti grafu G a D = (d; j)nxn je diagonalna matica taka, zepre k = 1,...,n
je dk:,k: = degg(k‘).
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Dokazte, ze kladna Laplaceova matica grafu G s mnozinou vrcholov [n] je vzdy kladne se-
midefinitné a néjdite ¢o mozno najprirodzenejsie definovani maticu B typu m X n taka, ze
Q(G) = BT B. (Uloha 7.10 zo skript.)

Vlastné ¢isla kladne semidefinitnej matice Q(G) su vzdy nezaporné. Néjdite triedu vsetkych
grafov G, pre ktoré je nula vlastnym ¢islom matice Q(G). (Uloha 7.11 zo skript.)

Dokazte, ze Laplaceova a kladna Laplaceova matica bipartitného grafu maji rovnaké charakte-
ristické polynéomy (a teda aj rovnaké spektra). (Uloha 7.12 zo skript.)



