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Kapitola 1

Metrické priestory

Podiatky abstraktnej matematickej analyzy — oblasti, do ktorej moZno zaradit aj obsahovil népln
tejto kapitoly — siahaju do obdobia na prelome devétnésteho a dvadsiateho storoc¢ia. Klasické oblasti
matematickej analyzy, ako napriklad diferencialny a integralny pocet jednej ¢ viacerych realnych pre-
mennych alebo komplexné analyza, uz v tej dobe tvorili dobre etablované, velmi rozsiahle a — hoci
v mnohom napadne podobné — viac-menej nezavislé oblasti matematiky. Do popredia sa tak prirodzene
dostavala snaha odhalovat principy a myslienky tymto klasickym odvetviam spolo¢né.

Teoriu metrickych priestorov, ktorej vznik mozno datovat k Fréchetovmu ¢lanku z roku 1906 [8],
mozno povazovat za azda najelementarnejsi priklad takéhoto abstraktného pohladu na matematicku
analyzu. Tato tedria vychadza z pozorovania, Ze dva klticové pojmy matematickej analyzy — pojmy
limity a spojitosti funkcii — potrebuji na svoju definiciu iba jediné: vediet ,rozumnym spdsobom*
urcovat vzdialenosti medzi bodmi mnozin, ktoré tvoria obor a koobor danej funkcie.

Napriklad limitu postupnosti bodov (z,)52, mnoziny X definujeme — bez ohladu na to, ¢ je
mnozina X dana ako R, C, R?, R3, alebo podobne — vidy ako bod z € X taky, Ze pre vietky € > 0
existuje ng € N také, ze pre vSetky prirodzené n > ng je

d(xn, ) <e,

kde d(zp,x) je vzdialenost bodov z, a x — pri R alebo C je touto vzdialenostou absoliutna hodnota
rozdielu oboch bodov, pri R? alebo R3 najcastejsie bezna euklidovska vzdialenost. Podobne definicia
limity funkcie f: X’ — Y v bode a € X, kde X’ C X a a je hromadnym bodom X’ v X, sa da
obvykle sformulovat takto: ide o bod b € Y taky, Ze pre vSetky € > 0 existuje § > 0 také, ze pre vSetky
x e X'\ {a} je

dy (f(x),b) <e kedykolvek dx(z,a) < 6;

pod dx tu rozumieme vzdialenost prvkov X a pod dy vzdialenost prvkov Y. Definiciu hromadného
bodu mnoziny X' v X pritom tiez vieme vyjadrit iba s pouZitim pojmu vzdialenosti: ide o bod z € X
taky, Ze pre vietky ¢ > 0 existuje bod 2’ € X'\ {x} spliiajtci dx(z,2') < e. Funkciu f: X’ — Y pre
X’ C X napokon nazveme spojitou v bode a € X', ak pre vietky € > 0 existuje § > 0 také, Ze pre
vietky z € X' je

dy (f(z), f(a)) <e kedykol'vek dx(z,a) < §;

pod dx opét rozumieme vzdialenost prvkov X a pod dy vzdialenost prvkov Y.

Ukazuje sa, ze velka Cast teorie limit a spojitosti funkcii na R, C, R” pre n € R\ {0} a podobnych
wklasickych® oboroch funkcii skimanych v matematickej analyze, je zaloZzena uz na tych najelemen-
tarnejsich vlastnostiach funkcif vzdialenosti na tychto oboroch. Abstrakciou tychto vlastnosti déjdeme
k pojmom metriky a metrického priestoru, umoziujucim Studovat pojmy ako limita alebo spojitost
funkcii v spolo¢nom ramci. Nielenze tak dospejeme k zjednoteniu teérie okolo limit a spojitosti fun-
kcii v roznych klasickych oboroch — pojem metrického priestoru nam tieto pojmy umozni Studovat
aj v novych, na pohlad aj pomerne odlisnych situaciach, ¢asto s relativne prekvapivymi aplikaciami.
Odportcanym ¢itanim k tejto kapitole st predovsetkym knihy [15, 11, 12, 4].
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1.1 Pojem metrického priestoru

Definicia 1.1.1. Metricky priestor je dvojica (X, d), kde X je mnozina a d: X2 — Rx je zobrazenie
spliajice pre vietky z, vy, z € X nasledujtice podmienky:

(1) d(z,y) = 0 prave vtedy, ked = = y;
(1) d(z,y) = d(y,»);
(1i) d(z,y) +d(y, z) > d(z, z).
Zobrazenie d v takom pripade nazyvame metrikou na X.

Podmienka (i7) uvedenej definicie hovori o symetrii metriky a podmienka (7ii) sa zvykne nazyvat
trojuholnikovou nerovnostou. Obcas modze byt uzitoéné uvazovat aj nekonecné vzdialenosti dvoch bodov
a niektori autori tuto moznost zahfhaju do svojej definicie metrického priestoru [12]; my vSak budeme
pracovat s o nie¢o CastejSou definiciou, pri ktorej je vzdialenost dvoch bodov vzdy konecna.

Mézeme rovno zaviest aj niekol’ko pribuznych pojmov, aj ked tieto nebudt pre nase neskorsie ucely
klacové. V pripade, Ze v podmienke (i) nahradime ekvivalenciu implikaciou sprava dolava, ziskame po-
jem takzvaného pseudometrického priestoru; od metrickych priestorov sa pseudometrické priestory lisia
tym, Ze mdzu obsahovat rézne body s nulovou vzdialenostou. Upustenim od podmienky symetrickosti
metriky (i7) v definicii 1.1.1 dostavame kvdzimetrické priestory a vypustenim trojuholnikovej nerov-
nosti (iii) zas takzvané polometrické priestory. Ak napokon trojuholnikovii nerovnost (iii) zosilnime
do podoby

max{d(z,y),d(y, z)} = d(z, 2),

dospejeme k definicii ultrametrickgch priestorov, ktoré st metrickymi priestormi so Specidlnymi vlast-
nostami.

Priklad 1.1.2. Na R definujeme obvyklhi metriku d: R?> — R>q pre vietky x,y € R ako d(z,y) = |z—y|.
Ukéazeme, Ze (R, d) je metricky priestor:

(1) Pre z,y € R je d(z,y) = |z — y| = 0 prave vtedy, ked x —y = 0, ¢o nastane prave vtedy, ked
T =1y.

(i) Pre vSetky z,y € R je d(z,y) = |z —y| =|-(z —y)| = |y — z[ = d(y, 2).
(iii) Pre vietky z,y,z € Rje d(z,2) = |z —2| = [(z —y)+ (y—2)| < [z —y[+|y— 2| = d(z,y) +d(z, 2).

Priklad 1.1.3. Podobne aj na C mdzeme definovat obvykli metriku d: C? — Rsq pre vietky z,w € C
predpisom d(z,w) = |z — w|. DokaZeme, Ze (C,d) je metricky priestor:

(i) Pre vietky 2 = a+ibaw = c+id je |2 — w| = \/(a— )2 + (b — d)2. KedZe (a — c)? > 0 aj
(b—d)? >0, je |z —w| = 0 prave vtedy, ked a — ¢ = 0 a zaroveir b — d = 0, ¢ize prave vtedy, ked
a=cab=d. To je ale ekvivalentné rovnosti z = w.

(ii) Prez=a+ibaw=c+idje |z —w/=+/(a—c)2+(b—d)?=/(c—a)2+(d—b)2=|w—z|
(7i1) Nech z,w € C. Citatel istotne zvladne overit vietky kroky nasledujicej tvahy:

lz+wP=C+w)(z+w)=CE+w)E+D) = |2 + |w? + (20 + wz) =
= |2 + |w* + (2w + 2w) = |2 + |w|? + 2Re (2w) < |2]? + |w]* + 2 |2w| =
= |2 + |w]? + 2[z] [@] = |2 + |w]? + 2[z]Jw]| = (2] + [w])*.

Z toho vdaka nezapornosti |z + w| a |z| + |w| vyplyva aj nerovnost |z| + |w| > |z 4+ w|.
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V nasledujucich prikladoch splnenie jednotlivych axidém metrického priestoru nebudeme overovat —
namiesto toho tito tlohu prenechéame ¢itatelovi ako cvicenie.

Priklad 1.1.4. Nech n € N\ {0}. Na R™ moézeme definovat euklidovski metriku d: R™ x R™ — R
pre vietky x = (z1,...,2,) ay = (y1,...,Yyn) € R™ ako

d(x,y) =[x = yll2 ==

Ide teda o beZne definovanu vzdialenost dvoch bodov v euklidovskom priestore.

Priklad 1.1.5. Na R" pre n € N\ {0} mozno definovat aj viacero d'alsich metrik. Jednou z nich je takz-
vana manhattanskd alebo taxikdrska metrika dana pre vetky x = (z1,...,2,) ay = (Y1,...,Yn) € R"
predpisom

n
dx,y) =[x =yl = _|oe — uxl-
k=1

Kym euklidovska metrika zodpoved4 ,,vzdialenosti vzdusnou ¢iarou“, pri manhattanskej metrike su
,povolené iba vodorovné a zvislé pohyby“, ¢o pripomina pohyb po mriezkovitych uliciach Manhattanu
(pri pomenovani ,taxikarska metrika“ ide taktiez o manhattanského taxikara).

Priklad 1.1.6. DalSou dolezitou metrikou na R™ pre n € N\ {0} je takzvana Cebysevova metrika
dana pre vietky x = (z1,...,2,) ay = (y1,...,yn) € R ako

A6, ) = x = ¥lloo == max [z — .

=1,...,n

Uvedené priklady moZno zjednotit do spolo¢ného ramca takzvanych Minkowského metrik na R™.
Dokaz trojuholnikovej nerovnosti si uz ale pri takychto metrikdch vyzaduje aplikovat Minkowského
nerovnost, presnejsie jej variant pre vektory z R™. Pre vSetky x = (z1,...,x,) € R™ a vSetky realne

¢isla p > 1 tu kladieme
n 1/p
1xllp := (ZW’”) :

k=1
Lahko vidiet, Ze ||x||, = 0 prave vtedy, ked x = 0, pri¢om v opa¢nom pripade je norma ||x||, vektora x

vzdy kladna.

Veta 1.1.7 (Minkowského nerovnost pre R™). Nech n € N\ {0} a x,y € R™. Pre vSetky redlne p > 1
potom

1%+l < lIxllp + llyllp-

Doékaz. Ak x = 0 alebo y = 0, je Minkowského nerovnost trivialna. Predpokladajme teda, Ze st oba
vektory x, y nenulové; normy ||x||, a ||y||, st teda kladné. Nech x" := x/||x||, a y’ := y/||y||- Lahko

potom vidiet, Ze ||X'|, = |ly’|l, = 1. Polozme x" =: (z},...,2,) ay =: (y},...,y,). Z konvexnosti
funkcie ¢, : z — |z|P potom pre k =1,...,n a vietky ¢ € [0, 1] dostavame
[t + (1= O] <tk P+ (1= O)lyil”. (1.1)

Tato situécia je znédzornena na obrazku 1.1.
Séitanim obidvoch stran nerovnosti (1.1) cez k = 1,...,n dostavame nerovnost

i + (1= )y'[15 < HIX|E+ (1= DIy [E =1+ (1 1) = 1.
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Obr. 1.1: Nerovnost (1.1) z dokazu Minkowského nerovnosti pre R™.

Pre t = ||x||,/(||x][, + |l¥]lp) tak Specidlne dostavame
Pkl

‘ p Xl +llyllp)? —

z ¢oho po prenésobeni kladnou hodnotou (||x||, + ||y|l,)? prichadzame k nerovnosti

Ix+ylip < (il + llyll)”

a vdaka nezapornosti hodnoét ||x +yl|, a [|x||, + [|ly[l, tak aj ku kyZenej nerovnosti

[l ylly
[y + llylls Ml + llyllp

)

1%+ yllp < [1x[lp + [yl
¢im je veta dokazané. O

Priklad 1.1.8. Na R" pre n € N\ {0} mo6zeme pre kazdé realne p > 1 definovat takzvania Minkowského
p-metriku. T4 je pre vetky x = (z1,...,2n) ay = (Y1,...,Yn) € R™ dana ako

n 1/p
d(x,y) =[x -yl = (Z\m—%”) :
k=1

Platnost axiom (¢) a (ii) definicie metrického priestoru mozno nahliadnut okamzite. Trojuholnikova
nerovnost je tu dosledkom Minkowského nerovnosti: pre vSetky x,y,z € R" je

dx,y) +d(y,z) =[x =ylp + Iy = zlp 2 [[x =) + (v = 2)llp = lIx - z[l, = d(x,2).

Euklidovska aj manhattanski metrika st evidentne Specidlnymi pripadmi p-metriky pre p = 2 resp.
pre p = 1. Ceby8evovu metriku mézeme z p-metrik ziskat limitnym prechodom — nie je tazké vidiet, ze
pre vietky x = (z1,...,2,) ay = (Y1,-.-,yn) € R" je

n 1/p
li — =1 — yil? = — =|x - .
Jim [|x = yllp = lim (;ll‘k Yl ) pmax [zg = yil =[x = yleo
Pokracujme dalsimi prikladmi metrickych priestorov, pri ktorych overenie axiom definicie 1.1.1
prenechavame ¢itatelovi ako jednoduché cvicenie.

Priklad 1.1.9. Na lubovolnej mnoZine X moZzeme definovat takzvant diskrétnu metriku d: X? — R>q

dani pre vSetky z,y € X ako
1 akx#y,
d(x,y):{o akxiy.

Metricky — ba dokonca ocividne aj ultrametricky — priestor (X, d) nazyvame diskrétnym metrickym
priestorom na X. Pomenovanie ,,diskrétny* pri tomto priestore pochopime onedlho.
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Priklad 1.1.10. Vzdialenost distg(u,v) dvojice vrcholov u, v suvislého neorientovaného grafu G, defi-
novana ako pocet hran na najkratSej ceste spajajicej vrcholy u a v, je o€ividne metrikou na mnozine vr-
cholov grafu G. Pri nesuvislych grafoch ide o metriku, ktora moze nadobudat aj hodnotu oo (vlastnosti
takychto metrik su ale v. mnohom podobné klasickym metrikdm). Podobne pri stvislych ohodnotenych
neorientovanych grafoch, kde ohodnotenia hran vyberame z mnoZiny R~(, moZno uvazovat metriku
na mnozine vrcholov, ktord dvojici vrcholov u, v priradi cenu najlacnejsej cesty z u do v. V pripade
ohodnoteni z mnoziny R>q takto dostavame uz len pseudometricky priestor.

Priklad 1.1.11. V orientovangch grafoch G zrejme nemozno ocakéavat prirodzeny pojem vzdialenosti,
ktory by spliial axiomu symetrickosti. Lahko ale vidiet, Ze mnozina vrcholov kazdého silne stvislého
orientovaného grafu tvori spolu s funkciou vzdialenosti z vrcholu w do vrcholu v, definovanou pro-
strednictvom poc¢tu hran na najkratSej orientovanej ceste z u do v, kvazimetricky priestor. Vo vse-
obecnych orientovanych grafoch ide o kvazimetricky priestor, ktorého kvazimetrika moze nadobudat
aj hodnotu oco. Podobne ako pri neorientovanych grafoch mozno kvazimetriku definovat aj pomocou
najlacnejsich ciest v silne sivislych ohodnotenych orientovanych grafoch nad R~g.

Nasledujuce dva priklady zohravaja dolezitu ulohu predovSetkym v oblasti funkciondlnej analijzy.

Priklad 1.1.12. Uvazujme mnozinu C([a,b]) vSetkych spojitych funkeii na uzavretom intervale [a, b]
pre nejaké —oo < a < b < oo. V8etky takéto funkcie st ohrani¢ené a riemannovsky integrovatelné.
Navyge je zrejmé, Ze kladna redlna mocnina absolitnej hodnoty spojitej funkcie na [a, b] je opét spojitou
funkciou na [a, b]. Pre vSetky realne p > 1 a vetky f € C([a,b]) tak mozeme definovat Minkowského

p-normu funkcie f predpisom
b 1/p
I i= ([ 5o ar)

Dokaz Minkowského nerovnosti pre R™ lahko upravime na doékaz Minkowského nerovnosti pre spojité
funkcie: pre vSetky f,g € C([a,b]) a vSetky p > 1 je

1+ glly < 11y + [lgllp-

Odtial uz rovnako ako v pripade Minkowského metrik na R™ vyplyva, Ze na mnozine C([a, b]) mézeme
pre kazdé p > 1 a vsetky f, g € C([a,b]) definovat Minkowského p-metriku predpisom d(f, g) = || f—gllp-
Dalej mozeme pre vsetky f € C([a,b]) polozit

[flloo == max [f(#)]

t€la,b]

(existencia maxima tu vyplyva z uzavretosti a ohrani¢enosti obrazu funkcie f definovanej na ohrani-
¢enom intervale). Nie je potom tazké overit, ze

Jim 1 = 11

a 7Ze funkcia d definované pre vietky f,g € C([a,b]) ako d(f,g) = ||f — 9llco je metrikou na C(]a,b]).

V skuto¢nosti mozno podobné metriky definovat na omnoho vacsich triedach funkcii — Minkowského
p-normu mozeme definovat napriklad pre vSetky lebesgueovsky integrovatelné funkcie (znalost tohto
pojmu tu nie je kli¢ova) na podmnozine realnej osi, pri¢om prislusna p-metriku z nej ziskame rovnakym
sposobom. Takéto priestory su v matematickej analyze zname ako LP priestory. Charakterizacia metriky
ziskané v limite pre p — oo, prislichajica k tzv. L® priestorom, je tu ale o nie¢o mélo komplikovanejsia
neZ pri priestoroch spojitych funkecii.
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Priklad 1.1.13. Dalsim typom priestorov, na ktorom mozno definovat obdobu Minkowského p-metrik,
st priestory vhodnych nekoneénych postupnosti (napriklad) realnych ¢isel. Pre vetky p > 1 moézeme
oznacit ako P priestor vSetkych postupnosti x = (x,,)5°, realnych ¢isel takych, ze rad

oo
>_leal?
n=0

konverguje. Minkowského p-normu postupnosti x = ()52, € ¥ potom moézeme definovat ako

o] 1/p
hm:<2ﬁﬁ>
n=0

a prislusnd Minkowského p-metrika je potom pre vietky x,y € ¢ dana ako d(x,y) = [|x — y||,.
Dokaz, Ze skuto¢ne ide o metriku, si opat vyzaduje iba drobna tpravu ddkazu Minkowského nerovnosti
pre R™. Pre p = oo mdZeme napokon vziat za £>° priestor vSetkych ohrani¢enych realnych postupnosti
a pre kazda takito postupnost x = ()52, modzeme definovat

IX||oo :=  sup |zn].
n=0,1,2,...

Prislusna metrika je opat dana predpisom d(x,y) = ||x — ¥||co pre vietky x,y € £,

Zbierku prikladov metrickych priestorov zavisme niekolkymi (z pohladu matematickej analyzy)
menej klasickymi priestormi.

Priklad 1.1.14. Pre kazdu abecedu ¥ a vietky n € N moZzeme na jazyku X" vetkych slov dlzky n
nad abecedou ¥ uvazovat Hammingovu vzdialenost H definovanu pre kazda dvojicu slov u, v € X" ako
pocet pozicii, na ktorych tieto slova obsahuji rézne pismené — ¢ize pre vsetky aq,...,an,b1,...,b, € 2
je

H(ay...ap,b1...by) =|{k € n]|ar # bi}|.

Lahko vidiet, ze (X", H) je metricky priestor.

Priklad 1.1.15. Pomerne dolezity priklad tplne odlisného druhu savisi s formalnymi jazykmi: pre
Tubovolntu abecedu ¥ a Iubovolnia dvojicu jazykov L, K C ¥* moZeme definovat ich vzdialenost na-
sledujacim spésobom:

o~ minflw| [ weE™; we(I\NK)U(K\L)}  ak [, £ K
MLMZ{O wLiK

Na vypocet vzdialenosti sa teda vyuziva dlzka najkratsieho slova w, na ktorom sa jazyky L a K lisia
— lize jeden z jazykov slovo w obsahuje a druhy nie. Za vzdialenost sa pritom pre takéto w berie
hodnota 27/"I; &m dlhsie je teda najkratsie slovo, na ktorom sa jazyky odlisuja, za tym bliZsie sa tieto
jazyky pokladaji. Nie je tazké dokazat, ze (22*,d) je metricky — dokonca ultrametricky — priestor.

Priklad 1.1.16. Techniku z predchadzajtceho prikladu mozno Tahko rozgirit aj na forméalne mocninové
rady o niekolkych nekomutativnych premennych s koeficientmi v polokruhu. Nech S je polokruh a ¥
je abeceda. Pre Iubovolnu dvojicu radov r, s € S{¥*) potom mézeme polozit

9—min{lw| | weS*; (rw)#(sw)} gk o £ s,
d(r,s)—{o ak r = s.

Opét mozno Tahko dokazat, ze (S{X*),d) je metrickym a dokonca aj ultrametrickym priestorom.
Podobne moZno definovat metriku aj pre rady o niekolkych komutativnych premennych.
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Priklad 1.1.17. Pomocou vzdialenosti jazykov a formalnych mocninovych radov z predchadzajacich
dvoch prikladov moZno zaviest metriky aj na mnoZinach usporiadanych n-tic jazykov alebo mocnino-
vych radov. OpiSeme vSeobecnejsiu konstrukciu pre formélne mocninové rady s koeficientmi v polo-
kruhu S (pre forméalne jazyky staci zvolit S = B). Pre kazdu abecedu ¥ a kazdé n € N\ {0} mozeme
na (S{X*))" definovat vzdialenost d’ pre vietky (r1,...,75),(s1,...,8n) € (S{Z*))" ako

d((ri,...,mn),(s1,...,8n)) = kg}axnd(rk, Sk)s

kde d je vzdialenost z prikladu 1.1.16. Opét nie je tazké dokazat, ze ((S(X*))™, d’) je metricky priestor.

Je zrejmé, ze pre Tubovolny metricky priestor (X, d) a 'ubovolnt mnozinu Y C X je (Y,d|yxy),
kde d|y «xy oznacuje ztizenie zobrazenia d: X x X — R>g na Y x Y, opat metrickym priestorom. Tym
je zarucena korektnost nasledujiicej definicie.

Definicia 1.1.18. Nech (X, d) je metricky priestor. Podpriestorom priestoru (X, d) nazveme ['ubovolny
metricky priestor (Y,d'), kde Y C X a d' =d|yxy.

1.2 Zaklady topologie metrickych priestorov

Definicia 1.2.1. Nech (X, d) je metricky priestor a a € X je jeho bod.

a) Okolim bodu a o polomere r > 0 nazveme mnozinu

D(a,r) :={x € X | d(a,x) <r}.

b) Uzavretym okolim bodu a o polomere r > 0 nazveme mnoZinu

D(a,r) :={z € X | d(a,z) <r}.

¢) Prstencovym okolim bodu a o polomere r > 0 nazveme mnozinu

D'(a,r) := D(a,r) \ {a}.

Priklad 1.2.2. V metrickom priestore R (s obvyklou metrikou) je okolim bodu a € R o polomere r
otvoreny interval (a — r,a + r).

Priklad 1.2.3. Okolia bodu (a,b) o polomere r > 0 v metrickych priestoroch s nosnou mnozinou R?
a s manhattanskou, euklidovskou resp. CebySevovou metrikou sii znazornené na obrazku 1.2.

N4 — _ - |

(a) Pri manhattanskej metrike. (b) Pri euklidovskej metrike. (c) Pri Cebysevovej metrike.

Obr. 1.2: Okolia bodu (a,b) € R? o polomere r > 0 pri réznych metrikach.
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Priklad 1.2.4. V diskrétnom metrickom priestore (X, d) je pre Iubovolny bod a € X okolie D(a,r)
rovné jednoprvkovej mnozine {a} pre 0 < r < 1 a celému metrickému priestoru X pre r > 1. Odtial aj
pomenovanie ,,diskrétny* priestor — ku kazdému jeho bodu totiz moZno najst okolie obsahujice jedine
tento bod sam.

Definicia 1.2.5. Nech (X, d) je metricky priestor a S C X je mnozina. Hovorime, Ze mnozina S je
otvorend v X, ak pre vSetky = € S existuje £ > 0 také, ze D(z,e) C S.

Priklad 1.2.6. V kazdom metrickom priestore (X,d) je kazdé okolie D(a,r) pre a € X ar > 0
otvorenou mnozinou. Pre Tubovolné x € D(a,r) totiz musi byt d(a,x) < r. Zvolme ¢ > 0 tak, aby
e <r—d(a,x). Potom D(x,e) C D(a,r), pretoze pre vietky y € D(x,¢) z trojuholnikovej nerovnosti
dostavame

d(a,y) <d(a,z)+d(z,y) < d(a,z)+¢e <d(a,x)+ (r—d(a,z)) =r.

Situacia je schematicky znazornena na obrazku 1.3.

/-~ D(x,e) .

//\/w)
g
/\.\/ \
; N

Obr. 1.3: Kazdé okolie D(a,r) bodu a je otvorenou mnoZinou.

Priklad 1.2.7. Podobne mozno ukézat, Ze v kazdom metrickom priestore (X, d) st otvorené aj vietky
mnoziny {x € X |d(a,z) >r} preac X ar > 0.

Priklad 1.2.8. Prazdna mnozina ) a celd nosn&d mnozina X st trivialne otvorené v kazdom metrickom
priestore (X, d).

Tvrdenie 1.2.9. Nech (X, d) je metricky priestor. Mnozina S C X je potom otvorend v X prdve vtedy,
ked je zjednotenim nejakého systému okoli bodov priestoru X (lubovolnej kardinality).

Doékaz. Ak je S zjednotenim systému okoli bodov X, pre vietky x € S musia existovat a € X ar > 0
také, ze © € D(a,r) € S. Okolie D(a,r) je podla prikladu 1.2.6 otvorenou mnoZzinou, a teda musi
existovat € > 0 také, ze D(z,e) C D(a,r) C S: mnozina S je otvorena.

Ak je naopak mnozina S otvorend, mézeme pre vsetky xz € S néjst e, > 0 také, ze D(z,e,) C S.
Potom

S=J D= ex),

€S

pretoZe kazdé x € S je prvkom D(z,¢e,). O
Veta 1.2.10. Nech (X,d) je metricky priestor. Potom:
(i) Lubovolné zjednotenie otvorengjch mnozin v X je otvorend mnoZina v X.

(11) Lubovolny koneény prienik otvorenych mnozin v X je otvorend mnoZina v X.
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Dékaz. Tubovolny bod x zjednotenia otvorenych mnoZin musi patrit do nejakej z tychto otvorenych
mnoZin. Preto existuje € > 0 také, ze D(x,¢) je podmnoZinou tejto mnoziny a tym padom aj poévodne
uvazovaného zjednotenia.

Lubovolny prvok x prieniku otvorenych mnozin Si,..., S, musi patrit do kazdej z tychto mnozin,
ateda pre k = 1,...,n existuje ¢ také, ze D(x,ex) C Sk. Ak teda oznacime ako £ najmensiu spomedzi
hodnét e1, ..., &y, musi byt D(xz,e) CS1N...NS,. O

Definicia 1.2.11. Nech (X, d) je metricky priestor a S C X je mnoZina.

a) Hromadnygm bodom mnoziny S v X nazveme [ubovolné x € X také, Ze pre vSetky € > 0 obsahuje
prstencové okolie D'(x,¢) aspon jeden bod mnoziny S.

b) Izolovangm bodom mnoziny S nazveme bod x € S, ktory nie je hromadnym bodom mnoziny S
v X.

¢) Mnozina S je uzavretd v X, ak je mnozina X \ S otvorena v X.

d) Uzdverom mnoziny S v X nazveme mnoZinu S danii zjednotenim S s mnozinou vietkych jej
hromadnych bodov v X.

Priklad 1.2.12. Z prikladu 1.2.7 je zrejmé, ze v kazdom metrickom priestore (X, d) je uzavreté okolie

D(a,r) uzavretou mnozinou pre vietky a € X a r > 0.

Priklad 1.2.13. Z prikladu 1.2.8 vidiet, Ze mnoziny () a X st v kaZdom metrickom priestore (X, d)
stCasne otvorené aj uzavreté.

Priklad 1.2.14. Lahko vidiet, Ze kazd4 podmnoZina diskrétneho metrického priestoru je sti¢asne
otvorena aj uzavreta.

Tvrdenie 1.2.15. Nech (X,d) je metricky priestor a S C X je mnoZina. MnoZina S je uzavretd v X
prdve vtedy, ked obsahuje vSetky svoje hromadné body v X .

Doékaz. MnoZina S je uzavretd v X prave vtedy, ked je mnoZina X \ S otvorena. To je pravda préave
vtedy, ked pre vietky z € X \ S existuje ¢ > 0 také, ze D(z,e) C X \ S, ¢ize D'(x,€) neobsahuje
ziaden bod mnoziny S. To je prave vtedy, ked Ziadne 2z € X \ S nie je hromadnym bodom S, t.j. ked S
obsahuje v8etky svoje hromadné body. O

Tvrdenie 1.2.16. Nech (X, d) je metricky priestor a S C X je mnoZina. Potom je mnoZina S uzavretd.

Doékaz. Nech x € X je hromadny bod mnoziny S. Pre vietky € > 0 potom D’(x,e) obsahuje aspoii
jeden bod a € S. Potom bud a € S, alebo je bod a hromadnym bodom mnoZiny S, a teda pre
vietky § > 0 obsahuje D’(a, ) aspon jeden bod mnoziny S; v druhom pripade zvolme § tak, aby bolo
d < min{d(a,x),e—d(a,x)}. Zistujeme potom, ze D'(z, ) obsahuje aspoii jeden bod mnoziny S; kedze
je € > 0 I'ubovol'né, je z hromadnym bodom mnoZiny S, a teda patri do S. Mnozina S teda obsahuje
vietky svoje hromadné body a je uzavreta podla tvrdenia 1.2.15. O

Tvrdenie 1.2.17. Nech (X, d) je metricky priestor a S C X je mnoZina. Potom:
(i) Mnozina S je uzavretd v X prdve vtedy, ked S = S.

(i) Uzdver S mnoZiny S je najmendou uzavretou mnoZinou T spliiajiicou S CT C X.

Dokaz. Tvrdenie (i) je bezprostrednym désledkom tvrdenia 1.2.15 a definicie uzéveru. Na dékaz (i7)
si stac¢i uvedomit, ze vdaka tvrdeniu 1.2.15 a definicii uzaveru musi kazda uzavretd nadmnozina S
obsahovat S, z ¢oho T O S; opa¢né inkluzia je dosledkom tvrdenia 1.2.16. O
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Veta 1.2.18. Nech (X,d) je metricky priestor. Potom:
(i) Lubovolné konetné zjednotenie uzavretych mnozin v X je uzavretd mnoZina v X .
(11) Lubovolny prienik uzavretych mnozin v X je uzavretd mnoZina v X .

Doékaz. Ide o bezprostredny dosledok vety 1.2.10 a definicie uzavretych mnozin. O

Definicia 1.2.19. Nech (X, d) je metricky priestor a S C X je mnoZina.

a) Vnaitorngm bodom mnoziny S v X nazveme Iubovolny bod x € S taky, Ze pre nejaké ¢ > 0 je
D(z,e) C S.

b) Vnitrom mnoZiny S v X nazveme mnozinu Int(S) vSetkych jej vnutornych bodov.

¢) Hraniéngm bodom mnoZiny S v X nazveme lubovolny bod =z € X taky, Ze pre vSetky ¢ > 0
obsahuje D(x,¢) aspoii jeden bod v S a aspon jeden bod v X \ S.

d) Hranicou mnoZiny S v X nazveme mnozinu 95 vsetkych jej hrani¢nych bodov.
Tvrdenie 1.2.20. Nech (X, d) je metricky priestor a S C X je mnoZina. Potom:

a) Vnitro Int(S) mnoziny S je otvorend mnozZina v X.

b) Vniitro Int(S) mnoziny S je najvicSou podmnoZinou S otvorenou v X.

¢) MnoZina S je otvorend v X prdve vtedy, ked S = Int(S).

d) MnoZiny Int(S) a 0S si disjunktné a S = Int(S) U dS.

e) Hranica S mnoZiny S je uzavretd mnoZina v X.

f) Plati S = 9(X \ 9).

g) MnoZina S je uzavretd v X prdve vtedy, ked 0S C S.

Dokaz. Prenechavame c¢itatelovi ako cvicenie. O

1.3 Konvergencia v metrickych priestoroch

S vyuzitim aparatu okoli mézeme definiciu limity postupnosti v metrickom priestore (X, d) sformulovat
napriklad nasledovne:

Definicia 1.3.1. Nech (X,d) je metricky priestor a (x,)22, je postupnost bodov X. Hovorime, Ze
postupnost (z,)5%, konverguje k bodu = € X, ak pre vetky ¢ > 0 existuje ng € N také, ze pre vSetky
prirodzené n > ng je z, € D(z,¢). V takom pripade tiez hovorime, Ze x je limitou postupnosti (z,)5
v X a piSeme x = lim,,_,o 5, alebo x,, — = pre n — oo.

Uvedena podmienka na postupnost (x,)52, je samozrejme ekvivalentna tomu, ze pre vietky € > 0
existuje ng € N také, Ze pre vSetky n > ng je d(z,z,) < e.

Priklad 1.3.2. V metrickych priestoroch R a C s obvyklou metrikou Specializaciou definicie 1.3.1
evidentne ziskavame zvycajna definiciu limity postupnosti.
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Priklad 1.3.3. Zvyc¢ajny pojem limity tiez zrejme dostaneme v priestore R™ pre m € N\{0} s euklidov-
skou metrikou. UkaZeme teraz, Ze ten isty pojem limity dostaneme aj pri manhattanskej a éebyéevovej
metrike: budu konvergovat rovnaké postupnosti, a to k rovnakym limitam. Skuto¢ne: pre Tubovolny
vektor x = (1, ..., %) uvazujme jeho normy

m
Il = lael,  Ixl2 =
k=1

m
;xi, 1% | 00 :k_nllaxm|xk|.

=1,...,

Zrejme
m|x[loe = [[x[[1 = [[x[l2 = [[x[|co- (1.2)

Nech teraz (x,)5°, je Tubovolna postupnost vektorov z R™. Ak x,, — x pre n — oo pri manhattanskej
metrike, musi pre vSetky € > 0 existovat ng € N také, ze pre vSetky prirodzené n > ng je

lIxn — x]|[1 <e.

Z (1.2) potom vyplyva, Ze aj
[xn —x[l2 <e

a X, — X pre n — oo pri euklidovskej metrike. Rovnako konvergencia k x pri euklidovskej metrike
implikuje konvergenciu k x pri CebySevovej metrike. Ak napokon x,, — x pre n — oo pri CebySevovej
metrike, pre vSetky ¢ > 0 existuje ng € N také, Ze pre vSetky prirodzené n > ng je

Ixn — X||loo < &/m,

z ¢oho podla (1.2) dostavame
lIxn — x][[1 <e.

Postupnost (x,,)5, teda konverguje k x pri niektorej z uvazovanych metrik prave vtedy, ked kon-
verguje k x pri ktorejkolvek d'alsej z tychto metrik. V skuto¢nosti sme pri nagej argumentécii vyuZzili
ekvivalenciu metrik, ¢o je pojem, ktorym sa budeme zaoberat neskor.

Priklad 1.3.4. Nech (X, d) je diskrétny metricky priestor. Lahko potom vidiet, Ze postupnost (x,,)2
bodov priestoru X konverguje k bodu x € X prave vtedy, ked existuje ng € N také, ze pre vetky
n > ng je £, = x; postupnost sa teda musi ustélit na hodnote x.

Ako je dobre zname, konvergentnost postupnosti redlnych cisel je ekvivalentna splneniu Cauchyho-
Bolzanovho kritéria konvergencie. Ako uvidime, v metrickych priestoroch je splnenie tohto kritéria
vo vSeobecnosti iba nutnou podmienkou konvergencie postupnosti — postupnosti, ktoré ho spliaju
nazveme cauchyovskymi.

Definicia 1.3.5. Nech (X,d) je metricky priestor a (x,)22, je postupnost bodov X. Hovorime, zZe
postupnost (z,,)5, je cauchyovskd, ak pre vietky € > 0 existuje ng € N také, ze pre vietky prirodzené
n,m > ng je d(zp, Tm) < €.

Tvrdenie 1.3.6. Nech (X,d) je metricky priestor. KaZdd konvergentnd postupnost bodov X je potom
cauchyovskd.

Dokaz. Ak x, — x pre n — oo, musi pre vietky ¢ > 0 existovat ng € N také, ze pre vSetky prirodzené
n,m > ng je d(z,z,) < /2 a d(x,x,) < €/2. Z trojuholnikovej nerovnosti a symetrickosti metriky d
potom d(zp, Tm) < d(zp, ) + d(z, 2ym) = d(z, z,) + d(z, 25) < €. O

Priklad 1.3.7. UvaZzujme otvoreny interval (0,1) ako podpriestor metrického priestoru R s obvyk-
lou metrikou. Postupnost (1/n)5 ; je potom cauchyovska, ale nie je konvergentna v priestore (0,1).
V priestoroch [0,1], [0, 1), alebo R by uz i§lo o konvergentni postupnost.
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Tvrdenie 1.3.8. Nech (X, d) je metricky priestor a (an)3>, je konvergentnd postupnost bodov X takd,
Ze mnozina A = {a, | n € N} je nekonecnd. Potom je limita postupnosti (an)52 hromadngm bodom
mnoziny A.

Dékaz. Nech limy, o a, = a a nech a nie je hromadny bod mnoziny A. V takom pripade existuje
e > 0 také, ze D'(a,e) N A = (). Podl'a definicie limity postupnosti ale pre to isté £ > 0 musi existovat
no € N také, ze pre vSetky prirodzené n > ng je a,, € D(a,¢). VSetky tieto hodnoty st ale v A priamo
z definicie tejto mnoziny. Z toho vyplyva, Ze pre vSetky n > ng musi byt a, = a a mnozina A je tym
padom konecna. O

Pojem limity zobrazenia medzi dvoma metrickymi priestormi je oproti pojmu limity postupnosti
bodov metrického priestoru o nie¢o menej doélezity; pre uplnost ho ale tiez aspont v kratkosti presku-
majme.

Definicia 1.3.9. Nech (X,d) a (X’,d') st metrické priestory, S C X je mnozina a f: S — X’ je
zobrazenie. Nech a je hromadny bod mnoziny S v metrickom priestore X. Hovorime, Ze zobrazenie f
nadobuda v bode a limitu b € X', ak pre vSetky € > 0 existuje 6 > 0 také, Ze pre vietky x € D'(a,d)NS
je f(x) € D(b,e). V takom pripade piSeme b = lim,_,, f(z) alebo f(x) — b pre x — a.

Veta 1.3.10 (Heineho definicia limity). Nech (X,d) a (X', d’) si metrické priestory, S C X je mnoZina
a f: 8 — X' je zobrazenie. Nech a je hromadny bod mnoZiny S v metrickom priestore X a b € X'.
Potom limy,_,, f(z) = b prdve vtedy, ked pre vSetky postupnosti (zy)5>, bodov S\ {a} konvergujice
k bodu a je limy, o0 f(xy) = b.

Dékaz. Predpokladajme najprv, ze lim,_,, f(x) = b a uvazujme I'ubovolnu postupnost (z,)52, bodov
S\ {a} konvergujucu k a. Pre v8etky 6 > 0 potom existuje ng € N také, ze pre vSetky prirodzené
n > ng je d(a,x,) < §. Z konvergencie funkcie f v bode a k b dalej vyplyva, Ze pre vietky ¢ > 0
existuje § > 0 také, ze pre vetky € S\ {a} s d(a,z) < 0 je d(b, f(z)) < €. Spojenim tychto dvoch
vlastnosti dohromady zistujeme, Ze pre vsetky € > 0 existuje ng € N také, ze pre vSetky prirodzené
n > ng je d(b, f(z,)) < €. Postupnost (f(xy))22, teda konverguje k bodu b.

Naopak predpokladajme, Ze pre vietky postupnosti (z,)52, bodov S\ {a} konvergujice k a je
f(zn) — b pre n — oco. Za ucelom sporu predpokladajme, Ze limita lim,_,, f(z) neexistuje, alebo nie
je rovna b. To znamené, Ze existuje e > 0 také, Ze pre vSetky & > 0 existuje bod x € D'(a,6)N S
taky, ze f(z) € D(b,e). Pre dané ¢ s touto vlastnostou potom moézeme postupne volit § = 1/n pre
n = 1,2,3,... a ziskat tak postupnost (z,)5, bodov S\ {a} takid, ze pre vietky n € N\ {0} je
d(a,zy,) < 1/n a stacasne d(b, f(z,)) > €. Tato postupnost (x,)5>, evidentne konverguje k a, avsak
postupnost (f(z,))5, zrejme nemdze konvergovat k b — spor s nasim pévodnym predpokladom. [J

1.4 Uplné metrické priestory

Vratime sa teraz ku konvergencii postupnosti bodov metrického priestoru a preskiimame vyznamni
triedu metrickych priestorov, pre ktoré je konvergencia postupnosti ekvivalentna jej cauchyovskosti.
Takéto metrické priestory nazveme uplngmi.

Definicia 1.4.1. Metricky priestor (X, d) je dpiny, ak je kazda cauchyovska postupnost (z,)5, bodov
priestoru X konvergentna v X.

Priklad 1.4.2. Metrické priestory R a C s obvyklymi metrikami st aplné.

Priklad 1.4.3. Diskrétny metricky priestor (X, d) nad I'ubovolnou nosnou mnozinou X je dplny,
pretoze pre kazda cauchyovskt postupnost (x,,)52, bodov X musi evidentne existovat ng € N také, ze
pre vsetky prirodzené n, m > ng je x, = &, = x. Takdto postupnost potom konverguje k bodu .
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Veta 1.4.4. Nech (X,d) je uplny metricky priestor a Y C X. Podpriestor (Y,d|yxy) priestoru X je
potom plny prdave vtedy, ked je mnoZina Y uzavretd v X.

Dékaz. Predpokladajme najprv, ze Y C X je mnozina taka, ze priestor (Y, d|yxy) je uplny. Aby sme
dokéazali, Ze je mnozina Y uzavretd v X, stadi podla tvrdenia 1.2.15 dokazat, Ze Y obsahuje vSetky
svoje hromadné body v X. Nech je teda a hromadny bod mnoziny ¥ v X. Pre vSetky € > 0 potom
D'(a,e)NY # 0. Pre n =1,2,3,... postupne zvolme a,, € D'(a,1/n) NY. Postupnost bodov (a,)3
mnoziny Y potom v priestore X evidentne konverguje k bodu a. Podla tvrdenia 1.3.6 tak musi byt
cauchyovska. Z tuplnosti podpriestoru Y teda vyplyva, ze (ay)5, musi konvergovat aj v priestore Y. Je
jasné, Ze jedinou moznou limitou postupnosti (a,)5, je a — preto a € Y. Mnozina Y je teda skutocne
uzavreta.

Nech je naopak mnozina Y uzavretd v X. Uvazujme I'ubovolnt cauchyovskii postupnost (a,)o
bodov mnoziny Y. Ako postupnost v tiplnom metrickom priestore X musi (a,)5> konvergovat k ne-
jakému bodu a € X. Na dokaz uplnosti podpriestoru Y potrebujeme ukazat, ze a € Y. Ak je mnoZina
A = {ay | n € N} kone¢na, evidentne a € A C Y. Ak je tato mnozina nekone¢né, musi byt a podla
tvrdenia 1.3.8 hromadnym bodom mnoziny A, a teda aj mnoziny Y O A. Z uzavretosti mnoziny Y
teda vyplyva, Ze skutoCne a € Y a podpriestor Y je tplny. O

Definicia 1.4.5. Nech (X, d) je metricky priestor a S C X. Priemer mnoziny S je hodnota
d(S) =sup{d(z,y) | x,y € S} € R>o U {o0}.
Veta 1.4.6. Nech (X,d) je metricky priestor. Nasledugice tvrdenia si potom ekvivalentné:
(1) Metricky priestor (X, d) je uplny.

(i) Pre lubovolny nekonecny retazec Ay 2O Ay D A D ... neprdzdnych uzavretych mnoZin v X
spliiagici d(Ayn) — 0 pre n — oo je prienik [\, An neprazdny.

(7it) Pre lubovolny nekoneény retazec Ay O Ay O Az D ... neprdzdnych uzavretjch mnoZin v X
spliiagiici d(A,) — 0 pre n — oo obsahuje prienik Moy An prdve jeden prook.

Dokaz. Dokazme najprv, Ze z tvrdenia (¢) vyplyva tvrdenie (i7). Predpokladajme, Ze je priestor (X, d)
Gplny a uvazujme nekoneény refazec Ag O A; O Ay D ... uzavretych mnozin v X splitajici d(A,) — 0
pre n — oo. Pre vSetky n € N zvolme prvok a, € A,. Postupnost (a,)>2, je potom cauchyovska,
pretoZe z konvergencie priemerov mnozin A, k nule vyplyva, Ze pre vSetky ¢ > 0 existuje ng € N také,
Ze pre vietky prirodzené n > ng je d(A,) < €; pre vetky m > n > ng teda tiez

d(an, am) <sup{d(z,y) | v,y € Ay} = d(An) <e.

Z tuplnosti priestoru X teda vyplyva, ze postupnost (a,)5>, konverguje k limite a € X. Ak je teraz
mnozina A = {a,, | n € N} kone¢na, musi existovat nyg € N také, ze a,, = a pre vietky n > ng. Z toho
vyplyva, Ze a € A, pre vietky n € N, a teda aj a € (),~, A,. Ak je naopak mnozina A = {a, | n € N}
nekonecna, musi byt a podla tvrdenia 1.3.8 jej hromadnym bodom. Navy$e musi byt pre vietky m € N
nekonena aj mnozina A(m) = {ay, | n > m} a bod a tak musi byt aj jej hromadnym bodom. KedZe ale
A(m) C Ay, je bod a hromadnym bodom mnoZiny A,, a z uzavretosti mnoziny A,, vyplyva a € A,,.
Kedze je m € N Tubovolné, opét dostavame a € (0~ An.

Z tvrdenia (i) evidentne vyplyva tvrdenie (iii): kedze d(A,) — 0 pre n — oo, nemdze prienik
Moo Arn obsahovat dva rézne prvky, ktoré by museli mat nenulovi vzdialenost.

Dokazme napokon, Ze z tvrdenia (ii7) vyplyva tvrdenie (7). Predpokladajme platnost tvrdenia (i)
a uvazujme [ubovolnt cauchyovski postupnost (z,,)22, bodov priestoru X. Pre vsetky n € N polozme
Xy :={xm | m > n}. Evidentne potom Xp O X; O X9 D ... a z cauchyovskosti postupnosti (x,)°,
Tahko vidiet, Ze d(X,,) — 0 pre n — co. Podla tvrdenia (i) tak existuje bod z € (2, X,,. DokéZeme,
ze ide o limitu postupnosti (z,)22 . Skuto¢ne: pre vietky ¢ > 0 existuje ng € N také, ze pre vSetky
n > ng je d(X,) < e. Specialne d(X,,) < ¢, a teda aj d(z,z,) < € pre vietky n > ng. Naozaj teda
Tp — T pre n — oo a veta je dokazana. O
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Nasim dalsim cielom bude dokéazat, Ze priestory ako napriklad R™ pre n € N\ {0} a rozli¢cné
Minkowského metriky st dplné. Tento fakt ale odvodime z o nie¢o vSeobecnejsiecho pozorovania.

Nech p > 1 je realne ¢islo. Pre Iubovolné prirodzené n > 1 a lubovolnych n metrickych priestorov
(X1,dy),...,(Xn,d,) potom modZeme na nosnej mnozine

X1><X2><...><Xn

definovat tzv. sucinovi p-metriku d pre vietky (z1,...,2n), (Y1,...,yn) € X1 X ... x X,, predpisom
n 1/p
d((@1,- - 2n), (Y1, -5 Yn)) = (Z (dk(wk,yk))p> = [[(da(@1,91), - - - dn(@n, yn))lp-
k=1
Overme, Ze skuto¢ne ide o metriku. Kedze pre k = 1,...,n je di(zk, yr) = 0 prave vtedy, ked xp = yp,
je jasné, ze d((x1,...,zn), (Y1,...,yn)) = 0 prave vtedy, ked (x1,...,2,) = (y1,...,yn). Podobne
zo symetrickosti metrik dq,...,d, zrejme vyplyva symetrickost metriky d. Z trojuholnikovej nerov-
nosti v jednotlivych metrickych priestoroch Xi, ..., X, a z Minkowského nerovnosti pre R™ napokon
pre vSetky (1,...,2n), (Y1, Yn), (21, .., 2n) € X1 X ... X X,, dostavame
d((xla--wxn)v(zlv'--v )) H(dl(l‘l,Zl), (xnwzn))np
< |[(d (21, 91) + dl(yh 21); o Qo (Tns Yn) + dn(Yns 20))lp =
H(dl('zlayl)a (xnayn)) (dl(ylazl)w"adn(ynazn))np S
S H(dl (xlv yl)v (xna yn))Hp + ||(d1 (yla Zl)7 s 7d’n(yna Zn))”p —

=d((x1,...,2n), (yl,...,yn)) +d((y1,---sYn), (21,5 2n)).

Pre p = oo definujeme st¢inovii CebySevovu metriku pre (1, s @), (Y1, -y Yn) € X1 X ... X Xy
predpisom

d((xh e 73771)7 (y17 e 7yn)) = kll}a,x dk(l’k7yk) = ”(d1($17y1)7 st 7dn(xn?yn))H00

Dokaz, ze skutoc¢ne ide o metriku, prenechavame citatelovi.

Veta 1.4.7. Nech (X1,d1),...,(Xg,dy), kde k > 1, su iplné metrické priestory a p € [1,00) U {oo}.
Nech d je sicinovd p-metrika na X1 X ... x Xp. Potom je metricky priestor (X1 x ... x Xg,d) iplny.

Doékaz. Vsimnime si najprv, Ze nech je p akékol'vek, pre vietky (z1,...,2%), (y1,-.-,yk) € X1 X... X X
urcite
[(di(z1,91), - -+ di(zh, yk)) oo < H(di(z1,91), - dis(@i, yi))lp < Ell(di(z1, 1), - - dic(h, Yk) [l oo

Cize

]l'nland (:I"]7y]) < d((l‘l, R 7:Ek)’ (y17 cee ayk’)) <k- Jinlax dj (:I:]7yj) (13)
Nech (x5,)22, je cauchyovska postupnost prvkov priestoru Xj x ... x Xj. Pre vietky n € N polozme
Xn =: (zp[l],...,zp[k]). Pre vietky ¢ > 0 potom existuje ng € N také, Ze pre vietky n,m > ng je
d(Xp,Xm) < €. Podla (1.3) potom pre vietky n,m > ng aj

_max d](mn[]]yxm[]]) <g,
Jj=1,...,k

a teda
d](xn[J]axm[J]) <e

pre j = 1,..., k. Postupnosti (a:n[]])zo o st teda cauchyovské pre j = 1,...,k a z tplnosti priestorov
X1,..., Xy vyplyva, ze pre j = 1,...,k existuje z[j] € X také, Ze pre n — oo je x,[j] — =z[j]. To
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znamend, ze pre j = 1,...,k a v8etky € > 0 existuje ng[j] € N také, ze pre vsetky n > nglj] je
dj(zn[j], z[j]) < €/k. Ak teraz za ng vezmeme najvicsie spomedzi ¢isel ng[l], ..., no[k], zistime, Ze
dj(zy[j], x[j]) < e/k pre vietky n >ng a j =1,...,k. Pre vietky n > ng preto aj

max d;(znlf], z[5]) <e/k

j=1,k
a podla (1.3) teda pre x = (z[1],..., z[k]) dostavame
d(xp,X) < €.

Kedze je € > 0 ubovolné, je postupnost (x,)52, konvergentna; a kedze je (x5)52, [ubovolna cauchy-
ovska postupnost v X7 X ... x Xg, je tento metricky priestor aplny. O

Priklad 1.4.8. Nech n € N\ {0}, p € [1,00) U {o0} a d je p-metrika na R™. Metrika d je potom
evidentne sucinovou p-metrikou pre n kopii metrického priestoru R s obvyklou metrikou. Kedze je
metricky priestor R uplny, musi byt podla vety 1.4.7 uplny aj metricky priestor (R", d).

Nase prvotné skiimanie tplnych metrickych priestorov ukoné¢ime pozorovanim zasadného vyznamu:
lubovolny metricky priestor moZno ziplnit, t.j. rozsirit na uplny metricky priestor. Este prv si vSak
musime vyjasnit, ¢o presne budeme mat pod tymto ztuplnenim resp. rozsirenim na mysli. Neuspokojime
sa pritom s pozorovanim, Ze kazdy metricky priestor je podpriestorom nejakého Gplného priestoru, ale
budeme sa snazit pridat ¢o moZno najmenej novych bodov. To vyjadrime poziadavkou, aby bol pévodne
uvazovany metricky priestor vo svojom zuplneni husty. Naopak — v stlade s dobrymi zvykmi pri skimani
matematickych struktiar — umoZnime za ucelom sprehladnenia celej konstrukcie ,,premenovanie bodov*
poévodne uvazovaného priestoru; ten teda nemusi byt priamo podmnozinou svojho ziplnenia, ale musi
byt nejakej podmnoZzine ztplnenia ,,izomorfny*, pricom pod ,,izomorfizmom* budeme v tomto pripade
chapat surjektivne izometrie definované nizsie.!

Definicia 1.4.9. Nech (X, d) je metricky priestor a S C X. Mnozina S je hustd v X, ak S = X.

Definicia 1.4.10. Nech (X,d), (X', d’") st metrické priestory. Izometriou medzi priestormi X a X'
nazveme ubovolné zobrazenie ¢: X — X' také, ze pre vietky z,y € X je d'(¢o(x), p(y)) = d(z,y).

Lahko vidiet, Ze kazda izometria musi byt injektivna. Surjektivne izometrie st teda nutne bijek-
tivne a moZno ich povazovat za druh ,izomorfizmu“ metrickych priestorov (rozumnych konceptov
sizomorfizmu“ ale pri metrickych priestoroch existuje viacero).

Definicia 1.4.11. Nech (X, d) je metricky priestor. Zuplnenim priestoru (X, d) nazveme [ubovolny
uplny metricky priestor (X', d’), pre ktory existuje izometria ¢: X — X’ taka, Ze mnoZina ¢(X) je
v priestore X’ husta.

Nizsie budeme dokazovat, ze ku kazdému metrickému priestoru mozno skonstruovat jeho ziplnenie.
Konstrukciu pritom do velkej miery zalozime na nasledujtcej leme.

Lema 1.4.12. Nech (X,d) je metricky priestor a (x,)52y a (Yn)org SU cauchyovské postupnosti v X.
Potom existuje limita

nh_{lgo d(Tn, yn)-
Dokaz. Ked7ze st obidve uvazované postupnosti cauchyovské, pre vietky ¢ > 0 existuje ng € N také, Ze
pre vietky n,m > ng je d(xp, xm) < €/2, ako aj n; € N také, ze pre vietky n,m > nq je d(yn, ym) < €/2.

'V pripade potreby by sme body obrazu pévodného metrického priestoru v jeho ziplneni samozrejme mohli
,premenovat nazad“ a ziskat tak duplny metricky priestor, ktory je skutoénym nadpriestorom pévodne uvaZovaného.
Avsak jediné, ¢o by sme tym dosiahli, by bolo zna¢né zneprehladnenie konstrukcie.



16 1.4 Uplné metrické priestory

Nech N je vacsie spomedzi ¢isel ng, ny. Pre vetky n,m > N potom d(zy, Tm) < €/2 & d(yn, ym) < €/2.
V désledku toho s vyuzitim trojuholnikovej nerovnosti pre vsetky n,m > N dostdvame

d($n, yn) < d(xna $m) + d(:ﬂm, ym) + d(yma yn) < d(l‘m, ym) +e

a naopak
ATy Ym) < d(Tm, ) + d(Zn, Yn) + d(Yn,y Ym) < d(Tn, yn) + €.

Kedze je € ITubovolné, je postupnost (d(zp, yn))o>, bodov tplného metrického priestoru R cauchyovska,
a teda musi konvergovat k nejakej limite. O

Nech (X, d) je Tubovolny metricky priestor. Uvazujme mnozinu cau(X) vSetkych cauchyovskych
postupnosti bodov X. Definujme na nej relaciu ~ nasledovne: pre dvojicu cauchyovskych postupnosti
(2n)o%g a (yn)oZ polozime (2,)5% ) ~ (yn)ol, prave vtedy, ked

lim d(zn,yn) =0.

n—oo
Ako trividlne cvicenie prenechavame ¢itatelovi dokaz, Ze ~ je relacia ekvivalencie na cau(X).
Oznacenie 1.4.13. Nech (X, d) je metricky priestor. Potom U(X) := cau(X)/ ~.

Definujme teraz na U(X) zobrazenie dy(x): U(X)? — Rxo pre vietky ()52, (yn)p2o € cau(X)
predpisom
dy(x) ([(xn)nZolw » [(Yn)nZol ) = Hm d(zn, yn)-

n—o0

Citatelovi prenechévame ako cvicenie dokaz, Ze zobrazenie dy(x) nezdvisi od vyberu reprezentantov
a Ze ide o metriku na U(X).

Veta 1.4.14. Nech (X, d) je metricky priestor. Potom je metricky priestor (U(X),dy (x)) ziplnenim
metrického priestoru (X,d).

Dékaz. Dokdzme najpru, Ze je metricky priestor (U(X), dy(x)) tplny. Uvazujme Iubovolni cauchyov-
skt postupnost ([(zm,n)neol~)m—g bodov priestoru U(X). Pre vSetky € > 0 potom existuje mg(e) € N
take, ze pre vietky m,m’ > mo(e) je vzdialenost [(zmn)plgl~ 0d [(Zm/m)pzgl~ pri metrike dpy(x)
mensSia ako €. To znamena, Ze

lim d(@mpn, Ty ) < €.
n—oo

Pre vietky m € N je navySe postupnost ()5 cauchyovska. Existuje teda ng(m) € N také, ze
pre vietky prirodzené n,n’ > ng(m) je

Ad(Tmn, T ) < 1/m.

Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, zZe pre vSetky prirodzené m < m/’ je ng(m) < no(m’).

Uvazujme teraz postupnost (Z,, nq(m))m=o- DokdZme najprv, Ze tato postupnost je cauchyovska.
Nech € > 0 je I'ubovolné a nech M € N je také, ze 1/M < e/4 a sucasne M > mg(e/4). Vezmime
Tubovolné m’ > m > M. Pre vsetky n > ng(m’) potom

d(xm,no(m’)v mm’,no(m’)) < d(wm,no(m’% :Um,n) + d(l‘mm, xm’,n) =+ d(xm’,n? xm’,no(m’)) <
< 1/m+ d(@mp; Ty ) + 1/m" < 2/M + AT 5 T ) <
<€e/24 d(Tmp, Tyt p)- (1.4)

Pritom
m d(@mpn, Ty n) < €/4,

n—o0



Metrické priestory 17

takze musi existovat n > ng(m') také, ze A(Trmns T ) < €/4. Podla (1.4) teda zistujeme, ze pre
vietky m’ > m > M je
d(mm,no(m’)a xm’,no(m’)) < 35/4

S pouzitim trojuholnikovej nerovnosti potom

d(xm,ng(m)a xm’,no(m’)) < d(xm,no(m)7 xm,no(m’)) + d(xm,no(m’)a xm’,no(m’)) <

< 1/m + d(mm,no(m’)a :L’m/mo(m/)) <e/d+3c/d=¢

a kedze je ¢ > 0 Tubovolné, je postupnost (T, nq(m))m=o cauchyovska. V nasledujicom budeme pri
tejto postupnosti namiesto indexovej premennej m pouZivat premenni n.

Dokazeme, ze postupnost ([(zm,n)meol~)m=o konverguje v priestore U(X) k bodu [(y, nq(n))meol~>
z ¢oho bezprostredne vyplynie tplnost priestoru U(X). Za tym tcelom je potrebné ukazat, Ze

Jiy lsn s ) =0 (15)

Nech £ > 0 je Tubovolné. Zvolme M € N tak, aby 1/M < &/2 a aby pre vsetky k, k' > M bolo
ATk g (k) Tt mo (k) < €/2. Pre vietky m > M zvolme N € N tak, aby N > M a N > ng(m).
Pre v8etky n > N potom z trojuholnikovej nerovnosti

d($m,n7 xn,no(n)) < d(l‘m’n, xm,no(m)) + d(xm,no(m)a xn,no(n)) < 6/2 + 6/2 =¢.

Pre v8etky m > M teda

nh_{I;O A(Zrm,ns mn,no(n)) Se€

a kedZe je e Tubovolné, je rovnost (1.5), ako aj tplnost priestoru U(X), dokazana.
Zostdva ndjst izometriu @: X — U(X) taku, Ze mnozina ¢(X) je hustd v U(X). Dokazeme, ze
hladan4 izometria je pre vSetky x € X dana predpisom

() = [(@)nZo]~-

Je trividlnym cvi¢enim dokazaft, ze skuto¢ne ide o izometriu. Aby sme dokazali, Ze mnozina ¢(z) je
v priestore U (X)) hustéa, potrebujeme dokéazat, Ze pre kazda cauchyovska postupnost (z,,)22, prvkov X
je [(zn)2% o]~ prvkom alebo hromadnym bodom mnozZiny ¢(X).

Dokazeme, Ze [(xy)22 o]~ je prvkom alebo hromadnym bodom mnoziny

E = {{(zr)nZol~ | k € N}

a tym padom aj mnoziny ¢(X). Skuto¢ne: kedze je postupnost (x,)22, cauchyovska, musi pre vetky
e > 0 existovat ng € N také, ze pre vSetky n > ng je d(xp,, zn) < £/2. Potom

lim d(xp,,xn) <€/2,
n—o0

kde existencia limity vyplyva z lemy 1.4.12. Vzdialenost bodov [(zp,)5eol~ € E a [(2)52 ]~ priestoru
U(X) je preto mensia ako €. Pre vetky € > 0 tak okolie D([(xy)22(]~,¢) obsahuje aspon jeden bod
mnoziny E. Ak je niektorym z nich bod [(z,)2 ]~ sam, je [(zn)52o]~ € E; v opacnom pripade je
[(zn)52 o]~ hromadnym bodom mnoziny E v U(X). O

Hoci sa prave opisana konstrukcia méze zdat trochu umeld, jej vysledky sa vo vécSine pripadov
zhodujd s tym, ¢o by sme od zuplnenia intuitivne ocakévali. Tak napriklad pre lubovolny iping met-
ricky priestor X je U(X) stale len metrickym priestorom X (resp. jeho obrazom pri vhodnej izometrii).
Kazdéa cauchyovska postupnost (z,,)72, bodov priestoru X totiz konverguje k nejakej limite L a I'ahko
vidiet, Ze v takom pripade musi byt [(2,)2% o]~ = [(L)2% o]~ € ©(X). Citatel tiez pomocou analogickej
argumentéacie Tahko overi, Zze pre I'ubovolny podpriestor Y tuplného metrického priestoru X moZno
priestor U(Y) stotoznit s uzéverom priestoru Y v X, ¢ize s najmensim uplnym podpriestorom X
obsahujtacim Y.
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1.5 Spojité zobrazenia na metrickych priestoroch

Spojité zobrazenia medzi dvojicou metrickych priestorov definujeme, podobne ako pri limitach, pria-
mociarym zovseobecnenim definicie pre redlne funkcie realnej premennej.

Definicia 1.5.1. Nech (X,d) a (X',d') st metrické priestory, S C X je mnozina a f: S — X’ je
zobrazenie. Hovorime, Ze zobrazenie f je spojité v bode a € S, ak pre vSetky € > 0 existuje § > 0 také,
ze pre vietky x € D(a,8) NS je f(z) € D(f(a),¢).

Zobrazenie f je teda spojité v bode a € S prave vtedy, ked pre vSetky € > 0 existuje 6 > 0 také,
ze pre vietky x € S je d'(f(a), f(x)) < € kedykol'vek d(a,z) < 4. VSimnime si, Ze z uvedenej definicie
bezprostredne vyplyva, Ze kazdé zobrazenie je spojité v izolovanych bodoch svojho definiéného oboru;
hodnotu § totiz v takom pripade moZno zvolit tak, aby bolo D'(a,d) NS = (.

Podobne ako pre realne funkcie redlnej premennej platia nasledujice jednoduché ekvivalentné cha-
rakterizacie spojitosti v bode.

Tvrdenie 1.5.2. Nech (X,d) a (X',d") si metrické priestory, S C X je mnoZina a f: S — X' je
zobrazenie. Zobrazenie f je spojité v bode a € S prdve vtedy, ked je a izolovangm bodom mnoZiny S,
alebo je a hromadngm bodom mnoZiny S a lim,_,, f(z) = f(a).

Doékaz. Ako sme uz pozorovali, zobrazenie f je nutne spojité vo vetkych izolovanych bodoch svojho
oboru S. Staci teda ukazat, ze f: S — X’ je spojité v hromadnom bode a € S mnoziny S prave vtedy,
ked limg_,q f(x) = f(a). Avsak spojitost zobrazenia f v bode a znamena, Ze pre vsetky € > 0 existuje
d > 0 také, ze pre vietky = € D(a,d) NS je f(x) € D(f(a),e). Kedze trividlne f(a) € D(f(a),e),
mozno tuto vlastnost ekvivalentne sformulovat s z € D’(a,d) N S. To uz vak je priamo z definicie
limity zobrazenia ekvivalentné tomu, ze lim,_,, f(z) = f(a). O

Tvrdenie 1.5.3. Nech (X,d) a (X',d') su metrické priestory, S C X je mnoZina a f: S — X' je
zobrazenie. Zobrazenie f je spojité v bode a € S prdve vtedy, ked pre vSetky postupnosti (z,)5>, bodov
mnoZiny S spliiajice limy, o0 T, = a je lim, o0 f(2,) = f(a).

Dékaz. Ak je a izolovanym bodom mnoziny S, musi pre kazdt postupnost (z,)52, bodov S splhajtcu
lim,, 00 2, = a existovat ng € N takeé, Ze pre vietky n > ng je x,, = a. Evidentne teda lim,,_,~ f(z,) =
f(a). Ak je naopak a € S hromadnym bodom mnoziny S, je podla tvrdenia 1.5.2 zobrazenie f spojité
v bode a prave vtedy, ked lim,_,, f(z) = f(a). To je podla Heineho definicie limity ekvivalentné tomu,
ze pre vietky postupnosti (z,,)72 bodov S\ {a} je lim,, o f(zy) = f(a) kedykolvek lim,, o0 z,, = a.
To je vSak dalej ekvivalentné tomu, ze tato vlastnost plati pre vSetky postupnosti (z,)5, bodov S: pre
Tubovolnu taktato postupnost totiz bud z,, = a pre vsetky dostatocne velké n, alebo podpostupnost
jej prvkov roznych od a konverguje k a; v oboch pripadoch lahko vidiet, ze lim,,_,o f(zn) = f(a). O

Definicia 1.5.4. Nech (X,d) a (X',d') st metrické priestory, S C X je mnozina a f: S — X' je
zobrazenie. Hovorime, Ze f je spojité na mnozine T' C S, ak je spojité v kazdom bode a € T'. Hovorime,
ze f je spojité, ak je spojité na S.

Priklad 1.5.5. Kazdé zobrazenie f: X — X' z diskrétneho metrického priestoru (X, d) do lubovolného
metrického priestoru (X', d’) je spojité, pretoZze kazdy bod priestoru X je izolovany.

Priklad 1.5.6. Kazda izometria f: X — X’ medzi dvojicou metrickych priestorov (X,d) a (X', d)
je spojité zobrazenie. Nech totiz zvolime a € X lubovolne, tak pre vietky ¢ > 0 a vietky z € X
z nerovnosti d(a, z) < € vyplyva d'(f(a), f(z)) = d(a,x) < €.

Nasledujica veta sice lahko vyplyva z tvrdenia 1.5.3, no napriek tomu ide o doleziti charakterizaciu
spojitych zobrazeni: spojité zobrazenia st zobrazenia zachovavajtce limity postupnosti.
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Veta 1.5.7. Nech (X, d) a (X', d’) si metrické priestory, S C X je mnozina a f: S — X' je zobrazenie.
Zobrazenie f je spojité prave vtedy, ked pre vsetky postupnosti (z,)5>, bodov mnozZiny S spliiajiice
limy, 00 p, = & pre nejaké x € S je limy, o0 f(xn) = f(x). To znamend:

Jm 1) = £ (Jim =)
kedykolvek limita lim,_, o x,, existuje a patri do S.

Dékaz. Bezprostredne z tvrdenia 1.5.3 a definicie spojitého zobrazenia. O

Dokazme teraz dalsiu dolezitu charakterizaciu spojitych zobrazeni medzi metrickymi priestormi,
na ktorej je okrem iného zalozené definicia spojitych zobrazeni medzi topologickymi priestormi. Obme-
dzime sa pritom na zobrazenia, ktorych oborom je cely metricky priestor. V pripade potreby uvazovat
zobrazenia definované na podmnoZine metrického priestoru je vZdy moZné interpretovat tuto podmno-
zinu ako podpriestor pévodne uvazovaného priestoru a aplikovat nasledujticu vetu na tento podpriestor.
Je v8ak v takom pripade potrebné mat na pamaéti, Zze systémy otvorenych a uzavretych mnozin sa ta-
kymto zuzenim podpriestoru moézu podstatne zmenit.

Veta 1.5.8. Nech (X,d) a (X',d') si metrické priestory a f: X — X' je zobrazenie. Potom siu
nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

(1) Zobrazenie f je spojité.
(ii) Pre vsetky otvorené mnoZiny T C X' v priestore X' je mnoZina f~1(T) otvorend v X.
(iii) Pre vietky uzavreté mnoziny T C X' v priestore X' je mnozina f~Y(T) uzavretd v X.

Dokaz. Predpokladajme najprv, Ze je zobrazenie f spojité a uvazujme lubovolnil otvorenti mnoZzinu
T C X'. Pre vietky a € f~1(T) potom existuje b € T také, ze f(a) = b. Ked#7e je mnozina T otvorena,
musi existovat ¢ > 0 také, ze D(b,e) C T'. Zo spojitosti zobrazenia f na druhej strane vyplyva existencia
§ > 0 takého, ze pre vietky = € D(a,6) je f(x) € D(b,e) C T, a teda D(a,d) C f~1(T). KedZze je bod
a € f~1(T) Tubovolny, je mnozina f~1(T') otvorena. Implikicia z (i) do (i) je dokdzana.

Dokéazeme teraz implikaciu z (i3) do (éi7). Predpokladajme, Ze plati tvrdenie (i7) a uvazujme lubo-
volni uzavreti mnozinu 7' C X'. Jej komplement X'\ T je potom otvorend mnozina a podla (i7) tak
musi byt otvorena aj mnozina f~(X’\ T). Mnozina f~1(T) = X \ f~1(X’\ T) tak musi byt uzavreta.

Predpokladajme napokon, Ze plati tvrdenie (74i); mnozina f~!(T) je teda uzavreta v X pre vietky
uzavreté T C X'. Zvolme lubovolné a € X a e > 0. Mnozina X'\ D(f(a),€) je potom uzavreta v X’
a v X je tak uzavreta mnozina f~1(X’\ D(f(a),e)) = X \ f1(D(f(a),e)). Mnozina f~1(D(f(a),e))
je preto otvorena, pricom evidentne musi byt a € f~'(D(f(a),e)). Musi preto existovat § > 0 také, Ze
D(a,8) C f~Y(D(f(a),¢)). To znamena: pre vietky a € X a vietky ¢ > 0 existuje § > 0 takeé, Ze pre
vietky x € D(a,0) je f(x) € D(f(a),e). Zobrazenie f je spojité. O

Priklad 1.5.9. Spojité zobrazenie f: X — X’ medzi dvojicou metrickych priestorov (X,d) a (X', d’)
nemust zobrazovat otvorené mnoZiny na otvorené mnoziny. Jednoduchym prikladom takéhoto zobra-
zenia moze byt napriklad 'ubovolna konstantna funkcia na R. Zobrazenie f také, ze f(S) je otvorena
mnozina pre vSetky otvorené mnoziny S, sa nazyva otvorené. Spojité a sucasne otvorené bijekcie st
v literature zname ako homeomorfizmy.

V kontexte metrickych priestorov teraz definujeme silnejsi variant spojitosti — rovnomerni spojitost.
Definiciu (oby¢ajnej) spojitosti zobrazenia f: X — X’ mozno pre dvojicu metrickych priestorov (X, d)
a (X', d) sformulovat takto: pre vietky a € X a vSetky e > 0 existuje § > 0 také, Ze pre vSetky
x € D(a,d) je f(z) € D(f(a),e). Prirovnomernej spojitosti je kvantifikacia cez vsetky a € X presunuta
az za existenciu 6 > 0; poZaduje sa teda, aby k danému € > 0 bolo moZné vybrat spoloéné 6 > 0 pre
vsetky a € X.
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Definicia 1.5.10. Nech (X, d) a (X', d’) st metrické priestory a f: X — X' je zobrazenie. Hovorime,
ze [ je rovnomerne spojité, ak pre vSetky € > 0 existuje § > 0 také, Ze pre vSetky a € X a vSetky
z € D(a,0) je f(z) € D(f(a), ).

Priklad 1.5.11. Kazd4 izometria je o¢ividne rovnomerne spojita.

Priklad 1.5.12. Funkcia 1/x je na intervale (0, 1) spojita, ale nie je rovnhomerne spojita.

1.6 Ekvivalencie metrik

V priklade 1.3.3 sme ukazali, ze v R™ pre n € N\ {0} dostaneme ten isty pojem limity bez ohladu
na to, ¢i na tejto mnozine uvazujeme euklidovskt, manhattanski, alebo Cebyéevovu metriku; v sku-
to¢nosti by sme rovnako dobre mohli uvazovat aj Tubovolntt Minkowského p-metriku. V tomto oddiele
zavedieme dva pojmy ekvivalencie metrik, ktoré si zakladom pre vysledky podobného typu. Najprv
definujeme pojem topologickej ekvivalencie; limity pri topologicky ekvivalentnych metrikich sa vzdy
rovnaké a nemen{ sa pri nich ani trieda spojitych funkcii. Nasledne definujeme o nieco silnejsiu lips-
chitzovski ekvivalenciu, ktora bude mat oproti topologickej ekvivalencii vyhodu TahSej overitelnosti.

Definicia 1.6.1. Nech X je mnoZina a dy,dy: X2 — Rsq s metriky na X. Metriky d; a da st
topologicky ekvivalentné, ak pre vsetky S C X je mnozina S otvorend v (X,d;) prave vtedy, ked je
otvorena v (X, da).

Veta 1.6.2. Nech X je mnozina a di,ds: X? — Rxq st topologicky ekvivalentné metriky na X. Nech
()22 je lubovolnd postupnost bodov mnoziny X a x € X. Potom x,, — x pre n — oo v metrickom
priestore (X, dy) prdve vtedy, ked x, — x pre n — oo v metrickom priestore (X, dz).

Dokaz. Pre vietky a € X a r > 0 oznafme ako Dj(a,r) okolie bodu a o polomere r v priestore (X, d;)
a ako Ds(a,r) oznacme také isté okolie v (X, d3). Nech z,, — x pren — oo v (X, d;). Nech ¢ > 0 je dané
Tubovolne. Vdaka topologickej ekvivalencii metrik d; a ds je mnozina Da(z,e) otvorend aj v (X, dy).
Existuje preto § > 0 taka, ze Dy(z,d) C Da(z, ). Kedze postupnost (z,,)5>y v (X, d1) konverguje k z,
musi pre dané 0 existovat ng € N také, ze pre v8etky prirodzené n > ng je x, € Di(x,d) C Da(x,€).
Preto x,, — z pre n — oo aj v priestore (X, dy). Na dokaz opa¢nej implikacie sta¢i vymenit d; a dy. O

Veta 1.6.3. Nech X, X' sii mnoZiny, di,ds2: X? — Rxq st topologicky ekvivalentné metriky na X
a d),dy: (X')? — Rsq st topologicky ekvivalentné metriky na X'. Nech f: X — X' je zobrazenie.
Potom je [ spojité ako zobrazenie f: (X,d1) — (X',d}) prave vtedy, ked je spojité ako zobrazenie
[ (X,do) = (X', d}).

Dokaz. Ide o dosledok viet 1.5.7 a 1.6.2. O

Definicia 1.6.4. Nech X je mnozina a di,ds: X2 — R>o st metriky na X. Metriky di a da st
lipschitzovsky ekvivalentné, ak existuji realne Cisla s,t > 0 také, Ze pre vSetky x,y € X je

sdy(x,y) < di(x,y) < tda(z,y).

Tvrdenie 1.6.5. Nech X je mnoZina a di,ds: X2 > R>o su metriky na X. Metriky di a dp si
lipschitzovsky ekvivalentné prdave vtedy, ked existuji redlne &isla u,v > 0 také, Ze pre vsetky x,y € X
je di(z,y) < uda(w,y) a da(x,y) < vdi(z,y).

Dékaz. Ak st metriky dy a ds lipschitzovsky ekvivalentné pre nejaké konstanty s,t > 0, staéi vziat
u=1tawv = 1/s. Ak naopak existuja konstanty u,v zo znenia tvrdenia, staci vziat t = v a s = 1/v
a metriky st lipschitzovsky ekvivalentné s konstantami s a ¢. O

Citatel Tahko dokaze, Ze lipschitzovské ekvivalencia je skuto¢ne relaciou ekvivalencie na mnoZzine
vSetkych metrik na X.
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Priklad 1.6.6. Vsetky p-metriky pre p € [1,00)U{oc} na R"™ pre n € N\{0} st vzajomne lipschitzovsky
ekvivalentné, ¢o je napriklad doésledkom nerovnosti (1.3) pozorovanych v dokaze vety 1.4.7.

Priklad 1.6.7. Nech d je diskrétna metrika na mnozine X . Lahko vidiet, Ze tato metrika je pre vietky
q > 0 ekvivalentna metrike d’: X2 — Rxq danej pre vietky =,y € X ako

/ _J qa akxz#y,
d($’y)_{0 ak © =y.

Z toho dovodu sa aj takéto metriky d’ obyc¢ajne nazyvaji diskrétnymi metrikami.

Veta 1.6.8. Nech X je mnozina a dy,ds: X? — R>q st lipschitzovsky ekvivalentné metriky na X.
Potom su metriky di1 a dg topologicky ekvivalentné.

Dékaz. Pre vietky a € X ar > 0 ozna¢me ako Dj(a,r) okolie bodu a o polomere 7 v priestore (X, d;)
a ako Da(a,r) oznacme takeé isté okolie v (X, da). KedZe st metriky d; a dg lipschitzovsky ekvivalentné,
existuju konstanty s,t > 0 také, Ze pre vSetky x,y € X je

Sd2(‘r’y) < dl(l‘ay) < td2(x7y)

Nech S C X je otvorend mnozina v metrickom priestore (X,d;). Pre v8etky a € S potom existuje
e > 0 také, ze Di(a,e) C S. Potom vsak aj Ds(a,e/t) C S a mnozina S je otvorena v metrickom
priestore (X, dz). Opacné implikicia sa dokaze symetricky. O

Priklad 1.6.9. Opacné implikdcia k implikicii z predchadzajucej vety nie je pravdivia. UvaZujme
napriklad podpriestor Z metrického priestoru R s beznou metrikou. Metrika d na Z je tu teda dané
ako d(p,q) = |p — q| pre vsetky p,q € Z. Tato metrika je topologicky ekvivalentna diskrétnej metrike
na Z, kedze vsetky podmnoziny Z si v metrickom priestore (Z,d) zrejme otvorené. Metrika d vsak
evidentne nie je lipschitzovsky ekvivalentné diskrétnej metrike na Z.

1.7 Kompaktné metrické priestory

Podmnoziny R™ pre n € N\ {0} alebo C, ktoré st uzavreté a sifasne ohraniené, sa nazyvaji aj
kompaktnymi. Takéto mnoziny vykazuju mnozstvo doélezitych vlastnosti: z kazdej postupnosti prvkov
kompaktnej podmnoziny R™ alebo C napriklad mozno vybrat konvergentnii podpostupnost; je tiez
dobre zname, ze funkcie spojité na kompakte st v skutocnosti rovnomerne spojité.

V nasledujicom budeme skiimat vhodné zovSeobecnenie tohto pojmu kompaktnosti v kontexte met-
rickych priestorov. Kritériom vhodnosti takéhoto zovSeobecnenia pre nés pritom bude préve zachovanie
uvedenych vlastnosti kompaktnych podmnozin R™ a C.

Za nagu definiciu kompaktného metrického priestoru zvolime vlastnost, ktora je na prvy pohlad
spominanym vlastnostiam kompaktnych podmnozin klasickych analytickych oborov trochu vzdialené.
Pojde ale o najobvyklejsiu definiciu v kontexte metrickych priestorov, ktora umoziuje priamociare
zoveobecnit pojem kompaktnosti aj na priestory topologické. Nasledne si ukdZeme niekolko ekviva-
lentnych charakterizacii kompaktnych metrickych priestorov, z ktorych kazda by sme mohli zvolit za
definiciu kompaktnosti. Prave tieto charakterizacie ndm pomozu vidiet, Ze pojem kompaktnych met-
rickych priestorov je ozajstnym zovSeobecnenim kompaktnosti pod R™ a pod C.

Definicia 1.7.1. Nech (X, d) je metricky priestor. Otvorengym pokrytim priestoru X nazveme lubo-
volny systém (S; | i € I) otvorenych podmnozin priestoru X taky, ze

Jsi=x.
i€l
Otvorengm podpokrytim pokrytia (S; | @ € I) nazveme lubovolné otvorené pokrytie (S; | i € I')

priestoru X také, ze I’ C I. Otvorené pokrytie (S; | ¢ € I) priestoru X nazveme koneéngm, ak je I
koneéna mnozina.
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Definicia 1.7.2. Metricky priestor (X, d) je kompaktny, ak kazdé jeho otvorené pokrytie mé aspon
jedno kone¢né podpokrytie.

Priklad 1.7.3. Kazdy kone¢ny metricky priestor, ¢ize metricky priestor s kone¢nou nosnou mnozinou,
je evidentne kompaktny.

Priklad 1.7.4. Ak X je mnoZina a dy,ds: X2 — Rx( sti topologicky ekvivalentné metriky na X, je
priestor (X, d;) kompaktny prave vtedy, ked je kompaktny priestor (X, ds).

Onedlho ukéZzeme, Ze st kompaktnymi aj vSetky ohrani¢ené a sticasne uzavreté podpriestory pries-
torov R™ pre n € N\ {0} a C s beznymi metrikami. Najlahsie to ale vyplynie z ekvivalentnych
charakterizacii kompaktnych metrickych priestorov, ktoré dokazeme vo vete 1.7.11 niz8ie. Najprv si ale
dokadZme dve o nieco jednoduchsie tvrdenia o kompaktnych metrickych priestoroch.

Tvrdenie 1.7.5. Nech (X,d) je kompaktny metricky priestor a Y C X je uzavretd mnoZina v X.
Potom je metricky priestor (Y, d|y«y) tieZ kompaktny.

Doékaz. Nech .# = (S; | i € I) je Tubovolné otvorené pokrytie priestoru Y. To znamen4, Ze pre vSetky
i € I je S; CY mnozina otvorena v Y; ku kazdej takejto mnozine .S; evidentne existuje mnozina T; C X
otvorend v X taka, ze T;NY = S;.2 Tieto mnoziny T; pre i € I tvoria spolu s mnozinou X \ Y otvorené
pokrytie priestoru X, z ktorého mozno vybrat koneéné otvorené podpokrytie = (U; | j € J).
Neprazdne spomedzi mnozin U; NY pre j € J potom evidentne tvoria kone¢né podpokrytie pé6vodného
pokrytia . priestoru Y. O

Tvrdenie 1.7.6. Nech (X1,d1) je kompaktny metricky priestor, (Xa,dz) je lubovolny metricky priestor
a f: X1 — Xa je spojité zobrazenie. Potom je priestor (f(X1),da|fx,)xf(x,)) kompaktny.

Dokaz. Uvazujme Iubovolné otvorené pokrytie . = (S; | i € I) priestoru f(X7). Rovnako ako v dokaze
predchadzajiceho tvrdenia musi pre kazdé ¢ € I existovat mnozina T; C Xo otvorend v Xo taka, Ze
T;N f(X1) = S;. Pre vietky i € I pritom f~Y(T;) = f~1(S;). Vdaka spojitosti zobrazenia f a vete 1.5.8
je teda .7 = (f"NT;) | i € I) = (f71(S;) | i € I) otvorenym pokrytim priestoru X;. Priestor X; je
kompaktny, a teda musi existovat konetné podpokrytie 7" = (f~1(S;) | j € J) pokrytia .#’. Je potom
zrejmé, ze 7 = (S; | j € J) musi byt konetnym podpokrytim pokrytia .. O

Na sformulovanie ekvivalentnych charakterizacii kompaktnych metrickych priestorov budeme po-
trebovat pojem totdlne ohraniceného metrického priestoru.
Definicia 1.7.7. Nech (X, d) je metricky priestor a S C X. MnoZina S je:
a) Ohranicend v X, ak existuje realne ¢islo r > 0 také, ze pre vietky z,y € S je d(z,y) < r.
b) Totdlne ohranicend v X, ak pre vetky € > 0 existuje konecnd podmnozina S. C S taka, ze

S C U D(a,e).

a€S:
Metricky priestor (X, d) je:
a) Ohraniceny, ak je mnozina X ohrani¢ena v X — Cize ak existuje redlne ¢islo r > 0 také, ze
pre vietky x,y € X je d(z,y) < r.

b) Totdlne ohraniceny, ak je mnozina X totalne ohrani¢ena v X — ¢ize ak pre vietky € > 0 existuje
konecnd podmnozina X, C X taka, ze

X = |J D(a,e).

ae X,

2Pre vietky = € S; mozeme napriklad vziat €, > 0 také, Ze pre okolie Dy (z,e,) bodu z o polomere €, v metrickom
priestore Y je Dy (z,e5) C S;. Oznatme ako Dx(z,e,) prisludné okolie v metrickom priestore X. Mnozinu 7; potom

moézeme definovat ako T; = Uzesi Dx(z,e5).



Metrické priestory 23

Tvrdenie 1.7.8. Nech (X, d) je metricky priestor. Potom je kaZdd jeho totdlne ohranicend podmnoZina
S C X ohranicend.

Dékaz. Nech z,y € S. Z totalnej ohrani¢enosti mnoziny .S potom napriklad vyplyva existencie konecnej
podmnoziny S; C S takej, ze

Sc |J D(a,1).

a€S
Lahko vidiet, ze ak |S1| = n, tak nutne d(z,y) < 2n. O

Priklad 1.7.9. Pojem totéalne ohrani¢eného priestoru je silnejsi, nez pojem ohrani¢eného metrického
priestoru: je napriklad zrejmé, Ze l'ubovolny diskrétny metricky priestor s nekone¢nou nosnou mnozinou
je ohraniCeny, avSak nemdze byt totélne ohranifeny (pre £ < 1 mdze kazdé z okoli obsahovat nanajvys
jeden bod).

Priklad 1.7.10. Podmnozina priestoru R pre n € N\ {0} s euklidovskou metrikou, pripadne pod-
mnoZina priestoru C s beznou metrikou, je totalne ohrani¢ena prave vtedy ked je ohraniena. Dokaz
prenechavame ¢itatelovi ako jednoduché cvicenie.

Nasledujtica veta hovori o troch ekvivalentnych charakterizacidch kompaktnosti metrickych pries-
torov. Z prikladu 1.7.10 a vety 1.4.4 vyplyva, ze podpriestor priestoru R" pre n € N\ {0} s euklidovskou
metrikou, pripadne priestoru C s beznou metrikou, je totalne ohraniceny a tplny prave vtedy, ked je
nosna mnozina tohto podpriestoru ohrani¢ena a uzavreta. Pre podpriestory R™ pre n € N\ {0} a C
teda moZno ekvivalentntt podmienku (iv) nasledujicej vety preformulovat ako ohrani¢enost a uzavre-
tost nosnej mnoziny, ¢im sa dostavame k beznej definicii kompaktnych podmnozin R" a C. Implikaciu
z (1) do (i4i) navySe mozno v nasledujiucej vete pre podpriestory tychto metrickych priestorov inter-
pretovat ako znenie Bolzanovej-Weierstrassovej vety.

Veta 1.7.11. Nech (X,d) je metricky priestor. Potom su nasledugice tvrdenia ekvivalentné:
(1) Priestor X je kompaktny.

(13) KaZdd nekonecnd podmnozina X md hromadny bod v X .

(iii) Z kaZdej postupnosti bodov X mozno vybrat konvergentnii podpostupnost.

(iv) Priestor X je sucasne uplny a totdlne ohraniceny.

Doékaz. Dokazeme retaz implikacii (i) = (i1) = (ii1) = (iv) = (4).

Predpokladajme, Ze je priestor X kompaktny a uvazujme ubovolni jeho nekone¢nii podmnozinu
S C X. Za ucelom sporu predpokladajme, Ze S nema hromadny bod v X. Potom je kazdy bod =z
mnoziny S izolovany, a teda prel existuje e, > 0 také, ze D(x,e,) NS = {x}. Pre kazdé y € X \ S
tiez vieme zvolit e, > 0 tak, aby D(y,e,) NS = 0. Systém ./ = (D(x, ;) | € X) je potom evidentne
otvorenym pokrytim mnoziny X — pre kazdé x € X totiz obsahuje kruhové okolie so stredom v w;
nemozno v8ak z neho vybrat kone¢né podpokrytie, pretoze jedinou mnozinou pokrytia . obsahujticou
bod x € S je okolie D(x,e,). To je spor s kompaktnostou priestoru X. Implikacia z (i) do (i7) je
dokazané.

Na dokaz implikacie z (i) do (ii¢) predpokladajme, ze mé kazda nekoneéna podmnozina priestoru X
aspon jeden hromadny bod v X. Uvazujme I'ubovolnt postupnost (a,)22, bodov priestoru X a polozme
A :={a, | n € N}. Ak je mnozina A kone¢né, musi existovat a € X takeé, Ze pre nekoneéne vela réznych
n € N je a, = a. V takom pripade je teda (a)>2, konvergentnou podpostupnostou postupnosti (a, )5 .
Ak je mnozina A nekone¢na, musi mat podla (i7) hromadny bod a € X. Pre v8etky prirodzené k > 1
potom mozeme zvolit ny € N tak, aby np > ng_1 > ... > n; a stcasne d(an,,a) < 1/k. Je potom
zrejmeé, ze ap, — a pre k — oo a postupnost (a, )2, mé konvergentni podpostupnost.

3Niekedy sa hovori, Ze je priestor X sekvencidlne kompaktny; rozliSovanie medzi kompaktnostou a sekvencialnou
kompaktnostou ma svoje korene v teérii topologickych priestorov, kde tieto dva pojmy nie st ekvivalentné.
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Predpokladajme teraz platnost tvrdenia (iii) a dokdzme (iv). Aby sme dokéazali, Ze priestor X
musi byt aplny, uvazujme Tubovolna cauchyovski postupnost (ay)22, bodov priestoru X. Podla (i)
z nej mozno vybrat konvergentni podpostupnost konvergujucu k nejakej limite a. Z toho vyplyva, Ze
pre vietky ¢ > 0 existuje nekone¢ne vela roznych n € N takych, ze d(a,,a) < /2. Sucasne viak vdaka
cauchyovskosti postupnosti (ay)22, pre to isté ¢ > 0 existuje ng € N také, ze pre vietky n,m > ng
je d(an, am) < €/2. Z toho vyplyva, Ze pre vSetky n > ng je d(an,a) < . Kedze je € > 0 lubovolné,
konverguje aj postupnost (a,)°, k limite a. A kedZe je l'ubovolna aj cauchyovska postupnost (a,)5,
je priestor X tuplny.

Potrebujeme este dokazat, ze v pripade platnosti (#i7) musi byt priestor X totalne ohraniceny.
Predpokladajme, Ze to tak nie je. Nech € > 0 je také, ze X nemozno vyjadrit ako

X = U D(x,¢)

reXe

pre ziadnu kone¢nit mnozinu X. C X. Zvolme bod ag € X Tubovolne. Potom musi existovat bod
a1 € X taky, ze a1 € D(ap,¢€), pretoze inak by islo o spor s volbou £ > 0. Predpokladajme, ze uz
mame dané body ag,...,a, € X pre nejaké n € N. Potom moézeme vybrat a,i1 € X tak, aby

an+1 ¢ U D(ak7€)7

k=0

pretoZze v opacnom pripade by opét islo o spor s volbou € > 0. Takto dostdvame nekoneéni postupnost
(an)pey bodov priestoru X taku, ze pre vietky n € N a vietky m € {0,...,n — 1} je d(am,an) > €.
Ziadna podpostupnost postupnosti (an)22y potom nemoze byt cauchyovska a podla tvrdenia 1.3.6 teda
ani konvergentna. To odporuje predpokladu platnosti tvrdenia (4i).

Zostava dokazat implikaciu zo (iv) do (7). Predpokladajme, Ze je priestor X tplny a totalne ohra-
niceny. Za uc¢elom sporu predpokladajme, Ze priestor X nie je kompaktny — existuje teda jeho otvorené
pokrytie . = (S; | ¢ € I), z ktorého nemozno vybrat Zziadne kone¢né otvorené podpokrytie. Z totélnej
ohranicenosti priestoru X vyplyva existencia koneénej mnoziny X; C X takej, ze

X = | D).

reX)

Keby boli v8etky z mnozin D(z, 1) podmnoZinou kone¢ného zjednotenia mnozin S; pre i € I' C I, vedeli
by sme takto skonstruovat kone¢né podpokrytie pokrytia .. Existuje preto okolie D1 = D(x,1) pre
nejaké x € X také, Ze na jeho pokrytie je potrebnych nekone¢ne vela mnozin systému .. Z totalnej
ohranic¢enosti priestoru X potom opét dostéavame existenciu konecnej mnoziny Xo C X takej, Ze

X = |J D(z,1/2),

r€Xo

z ¢oho
Dy = |J (D(z,1/2) N Dy).
z€Xo

Rovnaky argument ako vyssie ukazuje, Ze na pokrytie aspon jednej z mnozin D(x,1/2) N D; je po-
trebnych nekone¢ne vela mnozin systému .7 . Pre prislusné = polozme Dy = D(z,1/2) N D;. Takto
mozeme pokracovat a skonStruovat nekoneény retazec neprazdnych mnozin D1 O Dy O D3 D ... taky,
7e pre vietky n € N\ {0} je priemer mnoziny D,, najviac 2/n a stcasne je na pokrytie mnoZiny D,
potrebnych nekonecne vela mnoZin systému .. Z tplnosti metrického priestoru X a vety 1.4.6 potom
vyplyva existencia bodu

o0

a€ () Da
n=1
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Bod a musi byt prvkom niektorej z mnozin S; pre i € I, kedZe tie tvoria otvorené pokrytie priestoru X.
Z otvorenosti mnoziny S; potom vyplyva existencia € > 0 takého, ze D(a,e) C S;. KedZe sa v8ak
priemery mnozin D, pre n — oo limitne blizia k nule, musi existovat ng € N také, Ze pre vSetky
n > ng je D, C D(a,e) C S;. To je spor, pretoZze na pokrytie mnoziny D,, je potrebnych nekone¢ne
vela mnozin systému .7 . O

V nasledujicom dokiZeme este jednu dolezitu vlastnost kompaktnych metrickych priestorov: kazdé
spojité zobrazenie na kompaktnom metrickom priestore je rovnomerne spojité.

Veta 1.7.12. Nech (X,d) je kompaktnyg metricky priestor, (X',d") je lubovolny metricky priestor
a f: X — X' je spojité zobrazenie. Potom je zobrazenie f rovnomerne spojité.

Doékaz. Spojitost zobrazenia f: X — X’ znamena, Ze pre vietky a € X a vetky € > 0 existuje 5 > 0
také, ze pre vietky x € D(a,d,) je f(z) € D(f(a),e/2). Systém (D(a,d,/2) | a € X) je teraz otvorenym
pokrytim priestoru X a vdaka kompaktnosti tohto priestoru tak musi existovat jeho konecné otvorené
podpokrytie (D(a,d,/2) | a € X') pre nejakt kone¢nit mnozinu X’ C X. Pre vietky x € X teda musi
existovat a € X’ také, ze © € D(a,d,/2). Ak polozime § := min{d,/2 | a € X'}, tak pre vietky y € X
také, Ze d(x,y) < 0 navySe musi byt y € D(a,d,). Pre vietky x,y € X s d(z,y) < J teda existuje
a € X' také, ze x,y € D(a,d,), a teda

d(f(x), [(y)) < d(f(x), fa)) + d(f(a), [(y)) <e/2+e/2=e.

Zobrazenie f je na X rovnomerne spojité. O

1.8 Banachova veta o pevnom bode
Dokazeme teraz jeden z kluc¢ovych vysledkov teorie metrickych priestorov — Banachovu vetu o pevnom
bode, ktord pre urcité Speciadlne spojité zobrazenia f na tuplnych metrickych priestoroch garantuje

existenciu pevného bodu, ¢ize bodu x takého, ze f(x) = x.

Definicia 1.8.1. Nech (X,d) a (X’,d’) st metrické priestory a f: X — X' je zobrazenie. Hovorime,
7e zobrazenie f je:

a) Lipschitzovsky spojité, ak existuje redlna konstanta L > 0 taka, Ze pre vSetky z,y € X je
d'(f(z), f(y)) < Ld(z,y).
b) Neexpanzivne, ak je lipschitzovsky spojité pre L = 1, ¢ize ak pre vSetky z,y € X je

d'(f(z), f(y)) < d(,y).

V pripade (X,d) = (X', d') navySe hovorime, Ze zobrazenie f: X — X je:

c) Kontraktivne alebo kontrakcia, ak je lipschitzovsky spojité pre nejaké 0 < L < 1, ize ak existuje
L €[0,1) také, ze pre vietky z,y € X je

d(f(x), f(y)) < Ld(z,y).

Konstanta L z definicie lipschitzovsky spojitych a kontraktivnych zobrazeni sa nazyva aj Lipschitzovou
konstantou.
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Je zrejmé, ze kazda kontrakcia je neexpanzivna a kazdé neexpanzivne zobrazenie je lipschitzovsky
spojité. Citatel naopak lahko néajde priklad funkcie f: R — R, ktora je lipschitzovsky spojita, ale
nie je neexpanzivna, pripadne ktord je neexpanzivna, ale nie je kontraktivna. Je tiez evidentné, Ze
kazd4 izometria na metrickom priestore obsahujicom aspoii dva rézne body je neexpanzivna, ale nie
je kontraktivna.

V suavislosti s uvedenymi definiciami si eSte potrebujeme ujasnit, pre¢o hovorime o lipschitzovskej
spojitosti — ako ukazuje nasledujtce tvrdenie, kazdé lipschitzovsky spojité zobrazenie je spojité.

Tvrdenie 1.8.2. Nech (X,d) a (X', d") si metrické priestory a f: X — X' je lipschitzovsky spojité
zobrazenie. Potom je zobrazenie f spojité.

Dékaz. Nech L > 0 je Lipschitzova konstanta taka, ze d'(f(z), f(y)) < Ld(x,y) pre vietky z,y € X.
Nech a € X a e > 0 st [ubovolné. Zvolme § := ¢/L. Pre vietky = € X také, ze d(a,z) < § je potom

4(f(a), f(2)) < Ld(a,a) < Lo —e.
Zobrazenie f je teda spojité. O

Banachovu vetu o pevnom bode teraz sformulujeme ako tvrdenie hovoriace o $pecidlnej vlastnosti
kontraktivnych zobrazeni na wuplnyjch metrickych priestoroch.

Veta 1.8.3 (Banachova veta o pevnom bode). Nech (X,d) je iplnyg metricky priestor a f: X — X je
kontrakcia. Potom existuje prave jeden pevny bod x* € X zobrazenia f, ¢iZe prave jeden bod x* € X
taky, Ze

flx™) =2a".

Ak navyse pre lubovolné xog € X definujeme postupnost (x,)5, predpisom

Tnt1 = f(xn)

pre vsetky n € N, je
lim z, = z*
n—oo

a ryjchlost konvergencie mozno odhadnit pomocou nerovnosti

n

dn7*§
(Tp,x™) T T

d(zo,x1)

platnej pre vietky n € N, kde L € [0,1) je Lipschitzova konstanta prislichajica ku kontrakcii f.

Doékaz. Nech f je kontrakcia s Lipschitzovou konstantou L. UkdZeme najprv, Ze f nemodze mat dva
rozne pevné body. Sporom: nech z} # x5 € X su take, ze f(z7) = 27 a f(a3) = x5. Potom

d(f(x1), f(23)) = d(a1, 23) £ Ld(x7,23),

¢o je spor s predpokladom, Ze f je kontrakcia s Lipschitzovou konstantou L.

Dokazme dalej konvergenciu postupnosti (z,)52, pre fubovolne zvolené zy € X. KedZe je metricky
priestor X tuplny, stac¢i ukazat, Ze je tato postupnost cauchyovska. Pre vSetky n € N z kontraktivnosti
zobrazenia f dostavame

d(Tnt1; Tnt2) = d(f(2n), f(2n11)) < Ld(@n, Tni1),

kde L je Lipschitzova konstanta prislichajica k zobrazeniu f. Indukciou teda Tahko dokdZeme, Ze
pre vetky n € N je
d(l’n, xn+l) < Lnd(ﬂﬁo, 371).
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Pre vsetky n < m € N potom z trojuholnikovej nerovnosti dostavame

d(Xn, Tm) < d(Tpy Tps1) + A(Tpt1, Tp2) + oo+ d(Tm—1, Tm) <
< Lnd(l'o,l'l) + Ln+1d(ﬂj‘0, .’L‘l) + ...+ Lm_ld(.’ljo, 1‘1) =
= L'+ L+ L*+.. .+ L™ " YHd(ze,21) =

S L —— <
L -7 d(azg,azl)_l_

Ld(xo,xl), (16)

pricom
n
nh_)rglo jd(xo,ml) =0.
Pre vSetky ¢ > 0, v8etky dostatocne velké n a vSetky m > n je teda d(xy,,x,,) < € a postupnost je
cauchyovské.

Vieme teda, ze postupnost (z,,)52 , konverguje k nejakému bodu * € X. Aj bez toho, aby sme si boli
isti, Ze je * pevnym bodom zobrazenia f, mdéZeme odhadnit rychlost konvergencie tejto postupnosti.
Vdaka (1.6) totiz

L'fL
1-L

d(xnaxm) < d(x07x1)

pre vSetky prirodzené n < m. Preto

n

1-L

d(xp,z")=d (xn, lim xm> < d(xg,z1).
m—oQ

Na zaviSenie dokazu Banachovej vety uz len teda staci ukazat, Ze x* musi byt pevnym bodom

zobrazenia f. Tu ale pre vSetky n € N s pouzitim trojuholnikovej nerovnosti dostavame
d(a”, f(27)) < d(2", Zny1) + d(wng1, f(27) < d(@7, 2ng1) +d(f(20), f(27)) <

<d(z*,rp+1) + Ld(xp, 2%) = 0
pre n — oo. Preto d(z*, f(z*)) = 0 a v dosledku toho z* = f(z*): bod z* je naozaj pevnym bodom
zobrazenia f. O

1.9 Vybrané aplikdcie Banachovej vety

Banachova veta o pevnom bode mé mnozZstvo aplikicii v matematike aj mimo nej. K najznéamejsim
patria jej aplikdcie v samotnej matematickej analyze — vetu mozno napriklad pouzit na dékaz Picardovej
vety o existencii a jednoznacnosti rieSeni obyc¢ajnych diferencialnych rovnic urcitého typu a je zékladom
aj pre stuvisiacu Picardovu metddu postupnijch aproximdcii. Dolezitou je tiez aplikidcia Banachovej vety
na dokaz vety o implicitnej funkcii. My si teraz ukazeme niekol'ko odlisnych aplikicii Banachovej vety
o pevnom bode. Za¢neme jednoduchou kuriozitou a postupne prejdeme k uzitoc¢nej$im aplikaciam.

Priklad 1.9.1. Na sto6l v Bratislave polozime mapu Bratislavy. Vdaka Banachovej vete o pevnom bode
existuje prave jeden bod na tejto mape, ktory zobrazuje miesto v ramci Bratislavy, na ktorom je realne
umiestneny. Mapu Bratislavy, pokial sa nachadza vo vodorovnej polohe na tzemi Bratislavy, totiz
mozno povazovat za kontraktivne zobrazenie na metrickom priestore vSetkych zemepisnych siradnic
v ramci Bratislavy (resp. v jej Casti, ktora je na mape zobrazena).

Priklad 1.9.2. Banachovu vetu o pevnom bode moZzno vyuZzit na dékaz konvergencie niektorych
numerickych metod rieSenia rovnic. Uvazujme napriklad diferencovatelnt funkciu f: [a,b] — [a,b]
na uzavretom intervale [a,b] pre nejaké redlne ¢isla a < b. Predpokladajme navySe existenciu kon-
Stanty L € [0,1) takej, Ze pre vetky z € [a,b] je |f'(z)| < L. Zobrazenie f je potom na [a,b] urcite
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kontraktivne: pre vSetky dvojice ¢isel a’ < b’ z intervalu [a, b] vyplyva z Lagrangeovej vety o strednej
hodnote existencia ¢ € (a’,b') takého, ze
) = f(a)
f'(e) = Ty _—d

a

z ¢oho pre vietky takéto a’ < b’ pre nejaké ¢ € (a/,b') dostavame aj

[f(V) = @) = If' ()b = a| < L' — aF;

podmienka a’ < V' je tu pritom evidentne nepodstatna.
Pre Tubovolnu funkciu f: [a,b] — R splhajicu uvedené podmienky teda moZzeme riesit rovnicu

flz) == (1.7)

tak, Ze zvolime Tubovolné xy € [a,b] a postupne iterujeme vztah x,11 = f(x,). Banachova veta
o pevnom bode zarucuje, Ze hodnoty x, budi pre n — oo konvergovat k pevnému bodu funkcie f, ¢ize
k jedinému rieSeniu (1.7). NavySe nam aj poskytuje odhad rychlosti tejto konvergencie, ¢o moze byt
zékladom pre numerické rieSenie uvedenej rovnice.

V praxi samozrejme CastejSie nastéava potreba riesit rovnice typu

f(z) =0.
Aj takato rovnicu ale ¢asto mozno previest na rovnicu typu (1.7), napriklad
flz)+x ==

Ak funkcia f(z) + x splia na nejakom intervale uvedent podmienku na jej derivicie, mozno na nume-
rické rieSenie tejto rovnice aplikovat postup opisany vyssie.

V praxi sa obvykle pouzivaji trochu rafinovanejsie iterativne metdédy numerického rieSenia rovnic
(najznéamejsou a stucasne jednou z najjednoduchsich je Newtonova metdda).

Priklad 1.9.3. Uvazujme pre ¢ = 1,...,n bezkontextovii gramatiku G; s mnoZinou neterminalov
N ={ai,...,a,}, mnozinou terminalov 7', po¢iatofnym neterminélom «; a prepisovacimi pravidlami
ar = x| T ] o | Tmg
oo — r21 | 22 | . | T2, mso
an = Tpi | Tna | oo | Tomns

kdeprei=1,....,naj=1,..., myjex;; € (NUT)*.
Ak teraz pre nejaké indexy 4, j je ;; = UoQu, U1k, U2 . . . Us_ 10k, Us PTE Nejaké ug, ..., us € T
a ki,...,ks € [n], polozme

Ri,j = {UO}Ykl {ul}Yk2 {UQ} e {us,l}Yks{us}.

Klasicky vysledok teorie formélnych jazykov zndmy ako Ginsburgova-Riceova veta hovori, Ze ak ozna-
¢ime pre i = 1,...,n ako ||G;|| jazyk generovany gramatikou G;, tak vektor

(1G], - 11Ga 1"

je (vzhladom na inkluziu) najmensim rieSenim systému rovnic

Y, = R171 U RLQ U...U Rl,ml
Y, = R271 U R272 U...U Rg,m

Y, = le U ng Uu...u Rn,m"
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oneznamych Y7, ..., Y, nad 27", Tento vysledok mozno dokazat klasickymi metodami teorie forméalnych
jazykov, pripadne s pouzitim viet o pevnych bodoch v dplnych ¢iastocne usporiadanych mnozinich
(cpo). KedZe pre nés je Ginsburgova-Riceova veta dolezitd iba kvoli kontextu, obmedzime sa iba
na vysvetlenie toho, preco je vektor (||Gil|, ..., ||Gn|)T rieSsenim uvedeného systému.

Jazyk ||G;|| pre ¢ = 1,...,n z definicie pozostava zo vSetkych terminalnych slov odvoditelnych
z neterminalu «;. Ak teda dosadime ||Gi||,...,||Gul| za Yi,...,Y;, do Ri; U... U Ry, dostaneme
jazyk vSetkych terminélnych slov odvoditelnych z niektorého zo slov x;1,...,Z;m,. Ten je evidentne
rovny jazyku vSetkych terminalnych slov odvoditelnych z «;, ¢iZe ||G;||. Z toho vyplyva, Ze vektor
(1G1ll; - -, IGnl)T je naozaj riesenim.

Banachova veta o pevnom bode pride na rad pri dékaze silnejSieho tvrdenia pre bezkontextové
gramatiky bez vymazdvagicich pravidiel typu ay — € a bez retazovijch pravidiel typu ay — oy (eviden-
tne ide o ,,skoro-normélny* tvar bezkontextovych gramatik). Tvrdime, Ze pre bezkontextové gramatiky
takéhoto typu je

(UGl Gal))”

jedingm ,,bezepsilonovym‘ rieSenim prislusného systému rovnic, ¢iZze jeho jedinym rieSenim z (2T+)".
Na dokaz vyuzijeme metricky priestor na (27 )" z prikladu 1.1.17 (jazyky mozno stotoznit s formal-
nymi mocninovymi radmi nad B). Citatelovi prenechavame ako cviCenie dokaz, Ze (2T+)” tvori dplny
podpriestor priestoru (277)".

Oznacme pre i =1,...,na j=1,...,m; ako R; j(L1,...,Ly) jazyk, ktory dostaneme dosadenim
jazykov Ly, ..., L, za premenné Yi,...,Y, do R; ;. Zobrazenie ¢: (2T+)” — (2T+)” dané ako

(L1,...,Ln)T — (R171(L1,...,Ln) U... URl,m1(L17-~7Ln)a-~7
Ryi(Li,...,Lp)U...U Ry, (L1,..., L))"

je potom kontraktivne. Ak st totiz (Li,...,Ly)T a (Ki,...,K,)T dva vektory jazykov a najkratsie
slovo, na ktorom sa ,niektory jazyk L; 1i8i od K;“, ma dlzku ¢ > 1, musi maf takéto najkratsie slovo
pre dvojicu vektorov ¢((L1,...,Ly)T) a o((K1,...,K,)T) dizku aspon £+ 1, prave kvoli neexistencii
vymazéavacich a retazovych pravidiel. To znamena, Ze vzdialenost obrazov oboch vektorov pri zobrazeni
( v uvazovanom metrickom priestore je nanajvys poloviéna oproti vzdialenosti povodnych vektorov
a zobrazenie ¢ je preto kontraktivne.

Vdaka Banachovej vete o pevnom bode potom existuje prave jedno rieSenie uvazovaného systému
rovnic, ktoré patrf do (277)". Vzhladom na to, Ze vektor (||Gy|, ..., |Gal)T je vidy takymto rieSenim,
musi byt jedinym ,bezepsilonovym® rieSenim daného systému prave tento vektor.

Priklad 1.9.4. Argumenticiu z predoslého prikladu mozno rozsirit aj na pripad bezkontextovych
gramatik s vahami, ktoré moZno stotoznit so systémami rovnic nad S{X*) pre nejaky polokruh S
a abecedu X. Rovnako ako v predchadzajucom priklade zistujeme, Ze pokial danéd gramatika neob-
sahuje vymazéavajice a retazové pravidld, musi mat prisluSny systém prave jedno rieSenie patriace
do (S{XT))", kde n je pocet netermindlov gramatiky. Toto rieSenie moZno povazovat za definiciu
formélneho mocninového radu realizovaného danou bezkontextovou gramatikou s vahami. Keby sme
naopak chceli uvazovat neobmedzené gramatiky s vahami, museli by sme podstatne obmedzit triedu
uvazovanych polokruhov (napriklad na tzv. spojité polokruhy, ktoré su¢asne tvoria cpo a da sa v nich po-
uzit argumentécia okolo Ginsburgovej-Riceovej vety, pripadne aspon na spocitatelne ipiné polokruhy).
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Kapitola 2

Univerzalna algebra

Univerzalnu algebru mozno definovat ako odvetvie abstraktnej algebry, ktoré sa namiesto vlastnosti
algebier urcitej triedy — napriklad grup, pologrup, okruhov, atd. — zaobera spolo¢nymi vlastnostami
roznych tried algebier. Do popredia sa tak namiesto algebier samotnych dostavaju ich triedy, predov-
Setkym tzv. variety algebier. Algebry sa tu pritom chapu v najvSeobecnejSom moZznom slova zmysle —
ako mnoziny vybavené nejakymi systémami operacii na nich.

Z literatury o univerzalnej algebre spomenme predovsetkym ucebnice [5, 9, 16, 2, 7] a skripté [6].
Uvod do univerzalnej algebry prostrednictvom jazyka tedrie kategorii mozno najst v [3]. Zaklady uni-
verzalnej algebry motivované pouZitim v teérii kone¢nych pologrup sa spracované aj v knihe [1].

2.1 Panoptikum algebraickych struktar

Pripomenme si niektoré uz zname triedy algebier. Za¢nime algebrami, v ktorych je na nosnej mnozine
dana jedina binarna operacia:

(i) Grupoid' (alebo magma) je mnozina X vybavena bindrnou operaciou -: X2 — X — ¢ize usporia-
dana dvojica (X, ).

(i) Pologrupa je grupoid (S, -) taky, Ze bindrna operacia - je asociativna. Pre vSetky a,b,c € S teda
a-(b-c)=(a-b)-c

(iii) Monoid je pologrupa (M,-), v ktorej existuje neutralny prvok 1p; vzhladom na - — pre vSetky
a € Mieteda lps-a=a-1py =a.

(iv) Grupa je monoid (G,-), v ktorom pre kazdy prvok a existuje k nemu inverzny prvok a~! taky,
zeal-a=a-a" ' =1¢g

7 uvedenych Styroch tried algebier mozno pomerne rychlo urobit osem pridanim podmienky komuta-
tivnosti binarnej operacie -, t. j. vyzadovanim rovnosti a - b = b - a pre vSetky a, b z nosnej mnoziny.

K tymto pojmom eSte mozeme pridat pojem polozvdzu. V redi tebrie usporiadani by sme mohli
polozvéz definovat ako ¢iasto¢ne usporiadani mnozinu (S, <) taku, Ze pre [ubovolnu dvojicu prvkov
a,b € S existuje v (S, <) ich suprémum a V b — ¢iZe najmensi prvok s € S taky, Ze sacasne a < s
aj b < s. PresnejSie v takom pripade ide o takzvany suprémouvy polozvdz; rovnako dobre by sme mohli
uvazovat aj infimovy polozviz, ¢o je ¢iastoéne usporiadand mnoZzina (S, <) taka, Ze pre vietky a,b € S
existuje ich infimum a A b — ¢iZe najvacsi prvok i € S taky, Ze sicasne a > i a b > i. Nie je tazké
vidiet, Ze ak zabudneme na usporiadanie < a sustredime sa iba na operédciu V resp. A, dostaneme
rovnaku triedu algebier; pre I'ubovolny suprémovy polozviz (S, <) je totiz (S, >) infimovy polozviz
a naopak. AvSak hlavny dévod, preco pojem polozvizu na tomto mieste vébec spominame, je moZznost
jeho alternativnej algebraickej definicie.

!Tento termin mé este jeden nesuvisiaci a mozno o trochu &astejsi vyznam v teérii kategorii.
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(v) Polozviz je komutativna a zaroven idempotentna pologrupa (S, -). Ide teda o grupoid (S, -) taky,
7e pre vietky a,b,c€ Sjea-(b-¢c)=(a-b)-c,a-b=b-aaa-a=a.

Citatel Tahko overi, 7e ak (S, <) je suprémovy polozviz, tak (S, V) je polozvéz a ak (S, <) je infimovy
polozvéz, tak (S, A) je polozviz. Ak je naopak (.5, ) polozviz, moézeme skonstruovat suprémovy polozvéz
(S, <) taky, 7Ze pre vSetky a,b € S je a Vb= a- b: pre vietky a,b € S staci polozit a < b prave vtedy,
ked a-b = b. Podobne mdzeme I'ubovolny polozviz (S, -) chapat aj ako infimovy polozviz (S, <) taky,
7e pre vietky a,b € S je a Ab = a - b: staci polozit a < b prave vtedy, ked a - b = a.

V kontexte univerzélnej algebry je obvyklé povazovat neutralne prvky (a iné konstanty) za nularne
operacie a zobrazenie na inverzny prvok za unarnu operéaciu. Monoid tak piSeme ako trojicu (M, -, 1)
a grupu ako §tvoricu (G, -, 71, 1). Zistujeme potom, Ze vietky doposial uvedené definicie algebier mozno
vyjadrit identitami, ktoré musia platit pre vSetky k-tice prvkov nosnej mnoziny pre nejaké k € N
v pripade, Ze si na ne aplikované niektoré z operacii. Takto chapané definicie nami uvazovanych
algebier st zhrnuté v nasledujicej tabulke.

Grupoid (X,-) S X2 X —
Pologrupa (S, -) 8% =8 Va,b,ce S:a-(b-c)=(a-b)-c
Monoid (M,-,1) i M?* - M, VabjceM:a-(b-c)=(a-b)-c,

1: MM VaeM:a-1=a; 1l-a=a
Grupa G,-," 41 :G*— G, Va,bceG:a-(b-c)=(a-b)-c,
1G>G VYaeG:a-1l=a;1-a=a,
1:GY =G, VaeG:a-a'=1ata=1
Polozvaz  (S,-) 28258 Va,b,ce S:a-(b-c)=(a-b)-c,
Ya,be S:a-b=10b-a,
YVaoeS:a-a=a

Tabul'ka 2.1: Definicie grupoidu, pologrupy, monoidu, grupy a polozvizu obvyklé v univerzalnej algebre.

V tomto duchu potom moZno sformulovat aj definicie niektorych tried algebier s viac nez jednou
binarnou operaciou:

(vi) Polokruh je pética (S, +,-,0,1), kde S je mnozina a +,-: S = S, 0,1: S° — S st binarne resp.
nularne operécie na S také, ze (S, +,0) je komutativny monoid, (S,-,1) je monoid a pre vSetky
a,b,ce Sjea-(b+c)=a-b+a-c,(a+b)-c=a-c+b-c,a-0=0a0-a=0.

(vii) Okruh (s jednotkou) je Sestica (R,+,:,—,0,1), kde R je mnozina a +,-: R> - R, —: R — R,
0,1: R® — R st binarne, unarne, resp. nularne operécie na R také, 7e (R, +, —,0) je komutativna
grupa, (R, -, 1) je monoid a pre vietky a,b,c € Rjea-(b+c)=a-b+a-ca(a+b)-c=a-c+b-c.

Hoci definicia pola vyzera na prvy pohlad podobne ako definicia okruhu, ukazuje sa, Ze ¢isto pomocou
identit podobnych ako vyssie ju sformulovat nemozno. Problémom je tu poziadavka, Ze multiplikativna
grupa mé byt tvorena vSetkymi prvkami réznymi od nuly. Momentilne neméme ani len aparat na to,
aby sme poriadne definovali, ¢o to identita vobec je — a teda uz toboz nie na to, aby sme uvedené
tvrdenie dokézali. Obidva tieto nedostatky ale napravime v priebehu tejto kapitoly.

Ako posledny z prikladov algebier si tu este uvedme definiciu zvdzov. Podobne ako pri polozvéazoch
ide o objekty opisatelné jazykom teorie usporiadani: ¢iasto¢ne usporiadand mnozina (L, <) je zvéz, ak
ide o suprémovy a zaroven aj o infimovy polozviz. Ukazuje sa, Ze tato poziadavka je — v rovnakom
zmysle ako pri polozvézoch vyssie — ekvivalentna nasledujtcej algebraickej definicii.

(viii) Zvaz je trojica (L, V, A\) taka, ze (L,V) aj (L, A) st komutativne pologrupy a pre vSetky a,b € L
platia absorpéné zdikony aV (aANb) =aaaA (aVb)=a.
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Skutoc¢ne: l'ahko vidiet, Ze pre [ubovolny zviz (L, <) v zmysle definicie prostrednictvom usporiadani
musi algebra (L, V, A) splhat uvedené podmienky. Ak je naopak (L, V,A) zviiz v zmysle algebraickej
definicie, st operacie V a A nutne idempotentné — pre vietky a € LjeaVa=aV (a A (aVa)) = a,
aNa=aA(aV(aAa)) =a—aalgebry (L,V), (L,A) sa teda polozvézy. Pre a,b € L je navySe aVb =b
prave vtedy, ked a Ab = a: z a Vb= "0 totiz dostavame a Ab = a A (a V b) = a a podobne pre obrateni
implikaciu. Usporiadana mnozina (L, <) taka, Ze pre vietky a,b € L je a < b prave vtedy, ked aVb = b
resp. a A b = a, je tak suprémovym aj infimovym polozvizom, a teda aj zvizom.

2.2 Zakladné pojmy univerzalnej algebry

Budeme teraz studovat algebry v o nieco vSeobecnejSom kontexte — iba ako nosné mnoziny spolu s ne-
jakym systémom operacii na nej. Typ algebry pritom bude uréeny mnozinou symbolov pre uvazované
operacie a aritou operécii, ktoré mozu tieto symboly realizovat.

Definicia 2.2.1. Typ — alebo signatira — algebry je dvojica (7,«), kde 7 je mnozina operacénijch
symbolov a a: T — N je zobrazenie prirad ujice kazdému operaénému symbolu f € 7 jeho aritu a(f).
Ak o(f) = n pre nejaké n € N, hovorime, Ze f je n-drny operacngj symbol (pripadne nularny?, unarny,
binarny, resp. ternarny pre n = 0, 1,2, 3).

V pripade, Ze nebude hrozit nedorozumenie, budeme pre typ algebry namiesto (7, a) pisat iba 7.
Aj v takom pripade budeme aritu jednotlivych opera¢nych symbolov f € 7 oznacovat ako af(f).
Zobrazenie « teda v takom pripade povazujeme za dané. Je vSak podstatné mat aj pri tejto konvencii
na pamaéti, Ze to st prave arity jednotlivych operacii, ktoré st na urcenie typu algebry podstatné.

Oznacenie 2.2.2. Systém prvkov (a; | i € I) budeme v nasledujicom zapisovat aj ako (a;)ic;.

Definicia 2.2.3. Algebrou typu 7 nazveme dvojicu o/ = (A, (f“z’{)f@), kde A je nosnd mnoZina (alebo
univerzum) algebry o a pre vietky f € 7 je

f< A A

a(f)-arna operéacia na nosnej mnozine A nazyvané realizdaciou alebo interpretdiciou opera¢ného sym-

bolu f v algebre <.

Poznamka 2.2.4. Mnohi autori v definicii algebry predpokladaji neprazdnost nosnej mnoziny. Upus-
tenie od tejto poZiadavky ale nevedie k Ziadnym neprekonatelnym problémom.

Obdas budeme opera¢né symboly a ich realizacie v jednotlivych algebrach stotoziovat a namiesto
< pisat iba f. Casto tiez budeme niektoré Specialne operacie zapisovat v tvare, ktory je pre ne
obvyklej$i, nez f(ay,...,a,). Napriklad pre binarne operacie o: A2 — A budeme vic§inou namiesto
zapisu o(a,b) pouzivat infixovy zapis a o b. Podobne napriklad pre unirnu operaciu ~! v grupéch
budeme namiesto ~!(a) pisat a~?!, atd.

Hoci vo vSeobecnosti priptstame aj algebry s nekonecne vela operaciami, najdolezitejSie pre nas
budu algebry, ktorych typom je koneéna mnozina opera¢nych symbolov. V takom pripade pouzivame
nasledujiicu, o ¢osi menej tazkopadnu, notéaciu.

Oznacenie 2.2.5. Nech 7 je typ taky, ze 7 = {fi,..., fx} pre nejaké k € N a operactné symboly
fis--, fu, pricom pre i = 1,...,k je a(f;) = n;. Algebru &7 typu 7 potom namiesto & = (A, (f) fer)
zapisujeme ako &7 = (A, fi1,..., fr). Vzhladom na to, Ze arita operéacii je to jediné, ¢o z takéhoto zapisu
algebry nemusi byt zrejmé, tiez v takom pripade hovorime, Ze algebra <7 je typu (ni,...,ng).

2Niekedy tiez konstantny.
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Priklad 2.2.6. Algebry prazdneho typu 7 = () pozostavaji iba z nosnej mnoziny — ide teda o mnoZiny
samotné, ktoré budeme povazovat za velmi §pecidlnu triedu algebier.

Priklad 2.2.7. Grupoidy st prave algebry typu (2) — to jest typu 7 = {-}, kde () = 2. Ide totiz
o prave vietky algebry & = (A,-”) také, ze -7 : A2 — A je binarna operécia na A.

Priklad 2.2.8. Pologrupy st tiez algebrami typu (2), ale musia navyse spliiat podmienku asociativnosti
prislusnej binarnej operacie. Takymito triedami algebier, ktoré st okrem typu dané aj nejakou mnozinou
identit, sa budeme zaoberat neskor.

Priklad 2.2.9. Monoidy tvoria podtriedu vsetkych algebier typu (2,0), ¢ize typu 7 = {-,1}, kde
a(-) = 2 a a(1) = 0. Napriklad pre monoid & = (N, +,0) potom je -“ = + a 1 = 0.

Priklad 2.2.10. Grupy tvoria podtriedu algebier typu (2,1,0), ¢ize typu 7 = {-, %, 1}, kde a(:) = 2,
a(™h) =1 a a(l) = 0. Napriklad pre grupu &7 = (Z,+, —,0) potom je -7 = +, “17 o 419 =0,

Priklad 2.2.11. Okruhy (s jednotkou) tvoria podtriedu algebier typu (2,2,1,0,0); to znamené typu
T={+,,—,0,1}, kde a(+) =a(-) =2, a(—-) =1 a a(0) = (1) = 0.

Priklad 2.2.12. Vektorové priestory nad polom F mozno povazovat za algebry s nekoneénym systémom
operacii: ide o podtriedu algebier typu 7 = {+,0, —}U{z- | x € F}, kde a(+) =2, «(0) =0, a(—) =1
a pre vietky x € F je a(z-) = 1.

Pre kazdy typ 7 existuje a7z na izomorfizmus® jedind jednoprvkova algebra o = ({8}, (f)e,),
kde pre vietky f € 7 je f“(e,...,8) = o. Takéto algebry nazyvame trividlnymi. Algebru nazveme
prdazdnou, koneénou, resp. nekonecnou prave vtedy, ked méa dani vlastnost jej nosna mnoZina.

Tvrdenie 2.2.13. Nech T je typ. Prdzdna algebra typu T potom existuje prave vtedy, ked T neobsahuje
nuldrne operacné symboly.

Dékaz. Ak 7 neobsahuje nularne symboly, pre vietky f € 7 je 0°() =@ a za f: 02(F) — @ mozeme
vziat jediné zobrazenie z préazdnej mnoziny do prazdnej mnoziny. Dostavame tak dobre definovani
algebru o = (0, (f¥) ter). Ak naopak 7 nularne symboly obsahuje, pre kazdu algebru 27 s prazdnou
nosnou mnozinou a pre kazdé nularne f € 7 by muselo byt f?: (0 — @, pricom mnozina 0° je
jednoprvkové; takéto zobrazenie teda neexistuje. O

Definicia 2.2.14. Nech & = (4, (f”)f@) je algebra typu 7. Podalgebrou algebry &7 nazveme algebru
B = (B,(f?)ser) typu 7, kde B C A je mnozina také, Ze pre vietky f € 7 a aq,. .. ,Qq(f) € B je

f7 (a1, aap) € B

a pre vietky f € 7 je
B o
7 =171 gaw-

Podalgebra algebry 7 je teda dand podmnozinou B jej nosnej mnoziny A uzavretou na vSetky
operacie, na ktorej st uvazované zizenia vsetkych pdévodnych operacii. Uvedomme si tiez, Ze poziadavka
uzavretosti B na nularne operacie znamena prislusnost tychto konstant do B.

Priklad 2.2.15. Podalgebra typu (2,1,0) grupy ¢ = (G, -, %, 1) je podla uvedenej definicie dana
ako algebra # = (H,”, =" 1) typu (2,1,0), kde H C G je mnoZina obsahujica prvok 1 uzavreta
na binarnu operaciu - a na unarnu operaciu ~!, kde - je ztizenim - na H?, Rl =p1 pre vSetky h € H
a1’ = 1. Je teda jasné, ze musi ist o podgrupu grupy %.

3Presnt definiciu izomorfizmu este uvedieme nizsie. Citatel by ju ale s najvii¢Sou pravdepodobnostou uhéadol aj sam;
v pripade jednoprvkovych algebier nep6jde o ni¢ iné, nez o premenovanie ich jediného prvku a operécii na fiom.
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Priklad 2.2.16. Uvazujme monoid .#Z = (M, -, 1), ktory je sucasne aj grupou. Podalgebra typu (2,0)
monoidu .#Z je potom z podobnych doévodov ako vySSie podmonoidom monoidu .#. Nemusi ale ist
o grupu. Vezmime napriklad .# = (Z,+,0). Potom (N,+,0) je podalgebra typu (2,0) a stucasne
podmonoid monoidu .#, ktory nie je grupou.

Definicia 2.2.17. Nech o/ = (A, (f‘d)f@) je algebra typu 7 a X C A. Podalgebrou algebry o/
generovanou mnozinou X nazveme najmensiu podalgebru (X) = (M, (f<X>)fET) algebry o7 taku, Ze
X CM.

Tvrdenie 2.2.18. Nech &/ = (A, (fd)f@) je algebra typu 7 a X C A. Podalgebra (X) algebry of
generovand mnozZinou X viZdy existuje a jej nosnd mnozina je dand ako

M= N B.

(B,(f)fer) je podalgebra o
XCB

Dokaz. Mnozina M je uzavretd na vietky operacie f¥ pre f € 7. Ak je totiz f € T nejaka n-arna
operacia a x1,...,T, € M st lubovolné, nutne aj x1,...,z, € B pre vietky B C A, ktoré obsahuju
X a st nosnou mnozinou nejakej podalgebry &; preto aj fﬂ(ml, ..., Tp) € B pre vSetky takéto mno-
ziny B. Kedze toto plati pre l'ubovolné B uvedeného typu, dostavame prislugnost f< (x1,...,x,) do M.
Na druhej strane je priamo z definicie mnoziny M zrejmé, ze pre I'ubovoInt podalgebru (B, (f)fer)
algebry &7 splhajucu X € B musi byt M C B. Preto M spolu s prislusnymi zaZeniami operacii f<
pre f € T naozaj tvori najmensiu podalgebru 7 obsahujicu X, ¢ize algebru (X). O

Definicia 2.2.19. Nech o = (A, (f“)jer) a B = (B,(f?)ser) st nejaké dve algebry spolo¢ného
typu 7. Zobrazenie ¢: A — B sa nazyva homomorfizmom algebry &/ do algebry £, ak pre vSetky
f €T avietky ai,...,a45) € A je

o (17 (@ saap) ) = 17 ((a) o (aap)

V takom pripade tiez piSeme ¢: &/ — A.

Citatel isto lahko samostatne overt, Ze pre Iubovolnt dvojicu homomorfizmov algebier ¢: & — %
a: B — € je ich zlozenie ¥ o p: &/ — € opéat homomorfizmus.

Priklad 2.2.20. Pre algebry & = (A,-, 7 '4,14) a & = (B,0, '2,15) typu (2, 1,0) musi homomor-
fizmus o: @/ — % pre vietky a,b € A splhat p(a-b) = p(a)op(b), (a™'4) = ¢(a) '8 a p(14) = 15.
Ak st teda &7 a Z grupy, ide vzdy o homomorfizmus grip. Je navySe znédme, %e hoci v definicii ho-
momorfizmu grap staci podmienka ¢(a - b) = p(a) o p(b), st v takom pripade zvy$né dve podmienky
o(a™11) = p(a)~'# a p(14) = 15 automaticky splnené. Homomorfizmy algebier typu (2,1,0) z grupy
do grupy si teda prave vSetky grupové homomorfizmy medzi tymito dvoma grupami.

Priklad 2.2.21. UvaZujme dvojicu vektorovych priestorov %/, ¥ nad polom F chapanych ako algebry
U = (U, (f%)jer)a? = (V,(f")ser) typu 7 = {+,0,—}U{z- | € F}. Homomorfizmus p: % — ¥
algebier typu 7 potom musi pre vietky u,v € U splhat o(u +% v) = ¢(u) +” ¢(v), (0%) = 07,
o(=%u) = —"p(u) a p(z-%u) = 2" p(u) pre vietky = € F. Je teda zrejmé, Ze homomorfizmami
algebier typu 7 z vektorového priestoru do vektorového priestoru st préave vsetky linedrne zobrazenia
medzi nimi.

Priklad 2.2.22. Uvazujme ubovolnu algebru & = (A, (f)re-) I'ubovolného typu 7. Potom je iden-
tické zobrazenie id4: A — A homomorfizmom z algebry <7 do samej seba (ide teda o endomorfizmus).
Skutocne: pre vietky f € 7 a vietky ay,...,aqp) € A je

ida(f(ar, .- aacp)) = fla1,. .. aa()) = fida(ar), ..., ida(aqsy))-
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Definicia 2.2.23. Nech o = (A, (f“)fer) a B = (B,(f”)ter) st nejaké dve algebry spolo¢ného
typu 7. Homomorfizmus ¢: &/ — 2% nazveme izomorfizmom, ak je bijektivny. Algebry <7, % nazveme
izomorfngmi, ak existuje izomorfizmus ¢: o/ — . V takom pripade piSeme o/ = A.

Je jednoduchym, ale vcelku uzitoénym cvi¢enim dokézat, Ze zloZenie izomorfizmov je izomorfizmus,
Ze inverzné zobrazenie k izomorfizmu je takisto izomorfizmus a ze =2 je v dosledku tychto vlastnosti
relaciou ekvivalencie na triede vSetkych algebier typu 7.

Priklad 2.2.24. Identické zobrazenie z prikladu 2.2.22 je evidentne bijektivne. Ide teda o izomorfizmus
z o/ do < (to jest o automorfizmus).

Definicia 2.2.25. Nech (4 );cs je lubovolny systém algebier spolo¢ného typu 7, kde pre v8etky i € 1
je o = (Ai, (£) ter). Priamym sicinom systému (4% );c; nazveme algebru

I] = (H A, (fnie’%)fej ’

i€l i€l

kde pre vietky f € 7 a vietky a;,, € Ajpreieclak=1,...,a(f) je

fniey% ((ai71)iel, ceey (ai,a(f))ief) = (fQ/I (Cli,h e ,ai,a(f)))

Priamy sii¢in algebier teda pozostava z kartezianskeho sti¢inu ich nosnych mnozin spolu s opericiami
po zlozkach. Pokial budeme hovorit iba o siddine, budeme mat vzdy na mysli priamy sucin. Existuja
vSak aj iné typy sucinov. Priamy sucin nazveme konecngym resp. nekonecngym, ak mé prislusni vlastnost
indexova mnoZina I. Prazdnym stéinom algebier Tubovolného typu 7 je vZdy nejaka blizSie neuréené
— avSak pevne dand — trividlna algebra typu 7; aZ na izomorfizmus je tato algebra uréena jednoznacne.

el

Definicia 2.2.26. Nech (<%);cr je systém algebier spolo¢ného typu 7, kde pre vsetky ¢ € I je
ot = (A;, (f”i)f@); nech j € I. Pod j-tou projekciou na [[;.; %% rozumieme zobrazenie

- HAl — Aj
il
dané pre v8etky systémy prvkov a; € A; pre i € I ako
mj ((ai)ier) = a;.

Tvrdenie 2.2.27. Nech (&)icr je systém algebier spolocného typu T taky, Ze pre vSetky i € I je
ot = (A;, (f"zii)feT); nech j € I. Zobrazenie j-tej projekcie mj na [[,c; <% je potom homomorfizmom
mj: H oty —

el
algebry [1,c; < do ofj. Ak navyse A; # 0 pre vsetky i € I\ {j}, je homomorfizmus m; surjektivny.

Dékaz. Uvazujme ubovolny operac¢ny symbol f € 7 a Iubovolny systém prvkov a;; € A; pre i € I
ak=1,...,a(f). Potom

M (fnief‘di ((ai,l)iela cee (ai,a(f))iel)> =T <<f&{i<ai,17 e 7ai,o¢(f)))l,el) =
= Faj0, - ajap)
= [ (mj ((ain)ier) s - -7 ((@i.a(p))ier))
¢o dokazuje, ze 7; je skutofne homomorfizmus. Ak navySe A; # () pre vSetky ¢ € I\ {j}, zvolme
pre vietky ¢ € I\ {j} nejaky pevne dany prvok a; € A;. Pre vietky a; € A; je potom
a; = ((ai)ier) ,

¢o dokazuje surjektivnost homomorfizmu 7;: [[,c; %% — o7}, O
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2.3 Kongruencie, faktorové algebry a prva veta o izomorfizme

Checeli by sme teraz definovat faktorové algebry podobnym spdsobom ako boli definované faktorové
grupy alebo faktorové okruhy. Klasické definicie faktorovej grupy podla normaéalnej podgrupy alebo
faktorového okruhu podla idealu by vSak boli do kontextu univerzalnej algebry zovSeobecnitelné iba
tazko. Namiesto toho sa pozrime od zékladu na to, ¢o je samotnou ideou faktorizacie algebier: ide
o zovSeobecnenie rozkladu mnoZiny na triedy ekvivalencie. Mnoziny st algebrami typu 7 = (3, pricom
za faktorovi mnoZzinu mnoziny S by sme chceli povazovat Tubovolny rozklad S/= mnoziny S na triedy
Tubovol'nej relacie ekvivalencie = — napriklad taky, ako je znazorneny na obrazku 2.1.

Obr. 2.1: Rozklad mnoziny S na triedy ekvivalencie =. Prvky mnoZiny S st tu znézornené , koleckami, pri¢om
x = y prave vtedy, ked su tieto dva prvky sucastou rovnakej ,,bunky*, t. j. triedy rozkladu S podla =. Faktorova
mnoZina S/= mnoZiny S je mnoZinou prave vsetkych takychto ,buniek*.

Trieda ekvivalencie = obsahujica prvok a € S je danad ako mnozina [a]l= = {x € S | z = a}
a faktorova mnozina S/= je potom dana ako

S/=={la]=] a € S}.

Mnozina S/= je teda akymsi ,oddialenym pohladom® na mnozinu S, pri ktorom uZ nerozlisujeme
medzi prvkami z rovnakej triedy ekvivalencie, ale stale rozliSujeme medzi prvkami z réznych tried
ekvivalencie.

Ak namiesto mnoziny S vezmeme algebru &7 = (A, (f“)fer) — mozno si tu predstavit napriklad
grupu alebo okruh — chceli by sme jej faktorové algebry definovat tak, aby predstavovali rovnaky
,oddialeny pohlad“ na algebru &. AvSak pri jednej zékladnej podmienke: visledkom faktorizdcie by
opdt mala byt algebra rovnakého typu. To znamené, Ze algebry uz nebudeme moct faktorizovat podla
Tubovolnej relacie ekvivalencie =, ale iba podla takych relacii ekvivalencie, pri ktorych budeme ve-
diet s vyslednymi triedami [a]= pre a € A pocitat ako v algebre typu 7. Napriklad z grap by sme
faktorizaciou mali dostat opét grupu — alebo aspoii algebru typu (2,0,1).%

Vysledné algebra na mnozine tried by nemala byt tplne hocijaké, ale mala by respektovat ideu
faktorovej algebry ako reprezentacie ,,oddialeného pohladu“ na pévodnu algebru. To znamené, Ze ak
z niektorej triedy ekvivalencie , vidime* jeden prvok — nejakého reprezentanta a tejto triedy — a z inej
triedy ,,vidime“ iny prvok b, mali by sme aplikovanim binérnej operacie o na dané dve triedy dostat
triedu obsahujicu a o b. Podobn4 vlastnost by mala platit aj pre operacie lubovolnej inej arity.

4Tieto podmienky st v skuto¢nosti ekvivalentné, vyplynie to ale aZ z nagich neskorgich tvah.
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Tto vlastnost mozno vyjadrit ako nezavislost operacii f< pre f € T od vyberu reprezentantov tried
ekvivalencie reldcie =: pre vietky a1, ..., aq(f),b1,-..,ba(p) € A splhajtce ap = by pre k=1,..., a(f)
musi byt

f”(al,...,aa(f))Ef”(bl,...,ba(f)). (2.1)

Potom totiz mozeme korektne — to jest nezévisle od vyberu reprezentantov — definovat

o= 4
/ / ([a1]57 SRR [aa(f)]E) =\ (ala s 7aa(f))]:
Tymto sa dostdvame k doélezitému pojmu kongruencii na algebre, ¢o budu prave relacie ekvivalencie
na jej nosnej mnozine spliiajice pre vietky f € 7 vlastnost (2.1).

Definicia 2.3.1. Nech & = (A, (f“y)f@) je algebra typu 7. Kongruenciou na / nazveme relaciu
ekvivalencie = na mnozine A takd, Ze pre vSetky f € T avSetky a1, ..., aq(s),b1,...,0q(p) € A splhajtce
ar = b pre k=1,...,a(f) je f&{(al,...,aa(f)) = f“y(bl,...,ba(f)).

Kongruencie na algebre teda tvoria podtriedu relacii ekvivalencie na jej nosnej mnoZzine tvorenad
tymi relaciami, podla ktorych bude mozné dantu algebru korektne faktorizovat. NeZ sa ale dostaneme
k zavedeniu samotného pojmu faktorovej algebry, preskiimajme kongruencie o ¢osi detailnejsSie. Za¢nime
jednoduchou alternativnou charakterizaciou kongruencii a niekolkymi prikladmi.

Tvrdenie 2.3.2. Nech o = (A, () ser) je algebra typu 7. Reldcia ekvivalencie = na A je kongruencia
prave vtedy, ked pre vsetky f € 7, k =1,...,a(f), vSetky x1,..., k1, Tht1,-- -, Ta(s) € A aag, by € A
Splﬁa'jdce ag = bk je fd<$17 s s Th—1,0ky Tht-1, - - - 7xo¢(f)) = f@{(xlv sy Te—1, bk7xk+17 s 7$o¢(f))

Doékaz. Ak je = kongruencia, evidentne spliia aj podmienku zo znenia tohto tvrdenia. Zostava dokazat
opa¢ni implikaciu. Ak ale = spliia podmienku zo znenia tohto tvrdenia, tak pre vietky f € 7 a vietky
A1y -5 Aa(f), 01,5 ba(p) € A také, Ze pre i = 1,...,a(f) je a; = b;, dostavame

f’Q/(al,ag,ag, e ,aa(f)) = f'%(bl,ag,ag, .. ,aa(f)) =
= fﬂ(blab%a?n s 7aoc(f)) =
= 7 (b1,b2,b3, ..., ba(p))-
Relécia = je teda kongruencia. O

Priklad 2.3.3. Kongruencia na pologrupe (S,-) je podla definicie 2.3.1 relacia ekvivalencie = na S
taka, ze pre vietky a,b,a’,t/ € S splhajuce a =a’ ab=10jeaja-b=d -V. Podla charakterizacie
z tvrdenia 2.3.2 ide o prave vSetky relacie ekvivalencie = na S také, Ze sa sucasne splnené nasledujiice
dve podmienky:

(i) Pre vietky a,a’ € S splhajice a = a’ a vietky b€ Sjea-b=a’-b.
(i) Pre vietky b,b' € S splhajice b=10" a vietky a € Sjea-b=a-b.

V kontexte pologrip sa relacia ekvivalencie spliiajica prvi z tychto podmienok nazyva pravou kongru-
enciou a relacia ekvivalencie splitajucu druhtt z podmienok lavou kongruenciou. Tvrdenie 2.3.2 teda
hovori, ze relacia ekvivalencie na pologrupe je kongruencia prave vtedy, ked je to Tava a stcasne prava
kongruencia.
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Priklad 2.3.4. Na pologrupe (N, +) st kongruenciami napriklad nasledujuce relacie ekvivalencie:
(1) Relacia =; taka, ze a =; b prave vtedy, ked a = 0 =b alebo a # 0 # b.
(77) Relacia =, taka, ze a =2 b prave vtedy ked a = b (mod 2).
(7i7) Relacia N x N ako najhrubsia — t. j. najvic¢sia — kongruencia na pologrupe (N, +).
(iv) Relacia rovnosti ako najjemnejsia — t. j. najmensia — kongruencia na pologrupe (N, +).

Priklady (#ii) a (iv) st v podstate univerzalne a podobne definované relacie su najhrubSou resp. naj-
jemnejSou kongruenciou na I'ubovolnej algebre.

Priklad 2.3.5. Kongruencia na monoide (M, -,1) je podla definicie 2.3.1 relacia ekvivalencie = na M
taka, ze a-b = a’ -V kedykolvek a = a’ a sticasne b = b’ pre nejaké a,b,a’,b’ € M a zaroven taka, Ze
1 = 1. Podmienka 1 = 1 je ale splnena trividlne pre vSetky relacie ekvivalencie: nularne operacie si
z hladiska kongruencii bezvyznamné. Relacia ekvivalencie = je teda kongruenciou na monoide (M, -, 1)
prave vtedy, ked je kongruenciou na pologrupe (M, ).

Priklad 2.3.6. UkdZeme, 7e aj kongruenciami na grupe (G,-,~!,1) st prave vietky kongruencie
na pologrupe (G,-). Podla definicie 2.3.1 a pozorovania z predchédzajiceho prikladu je kongruen-
ciou na (G, -, 71 1) relacia ekvivalencie = na G taka, 7e a - b = a’ - V' kedykolvek a = a’ a stcasne
b= pre nejaké a,b,a’,b' € G a a~' = b~! kedykolvek a = b pre nejaké a,b € G. Aby sme dospeli
ku kyZzenému zéveru, potrebujeme ukazat, ze druhé z uvedenych vlastnosti je désledkom prvej. Ak ma
ale relacia ekvivalencie = prvia z tychto vlastnosti a a = b, dostavame 1 = a-a~' = b-a~!. Teda
1=b-a ', z¢hobl=b1-1=b"1b.-a7' =a', atedanaozaja ! =b"15

Priklad 2.3.7. Pozorovanie z predoslého prikladu rozhodne neplati pre lubovolnu algebru (A, -, u, 1)
typu (2,1,0), a to hoci aj v pripade, Ze (A, -, 1) je monoid. Napriklad monoid (N, +, 0) mézeme rozsirit
o unarnu operaciu v: N — N taku, ze

u(n):{ 1 akn=0,

n  inak.

Je potom zrejmé, Ze kongruencia =, na pologrupe (N, +) z prikladu 2.3.4(éi), ktora je podla pozorovania
z prikladu 2.3.5 kongruenciou aj na monoide (N, +,0), nie je kongruenciou na algebre (N, +,u,0).

Priklad 2.3.8. Z pozorovani u¢inenych v prikladoch 2.3.5 a 2.3.6 vyplyva, Ze kongruenciami na okruhu
(R,+,-,—,0,1) st prave vietky relacie ekvivalencie = na R také, Ze pre vietky a,b,a’,V’ € R splhajice
a=d ab=Vjea+b=d +Vaa-b=d V.

Priklad 2.3.9. Pre vietky n € N\ {0} je relacia ekvivalencie = na Z taka, ze pre vsetky a,b € Z je
a = b prave vtedy, ked a = b (mod n), evidentne kongruenciou na okruhu (Z,+,-,—,0,1).

Definicia 2.3.10. Nech &/ = (A, (f”)f@) je algebra typu 7 a R C A x A je binarna relacia na A.
Kongruenciou na o7 generovanou reldciou R nazveme najmensiu — ¢iZe najjemnejsiu — kongruenciu

(R) . na algebre o7 taku, ze R C (R) .
Tvrdenie 2.3.11. Nech of = (A, (f’d)f@) je algebra typu 7 a R C A x A je bindrna reldcia na A.

Kongruencia (R) . na algebre of vidy existuje a

(R) o = N 0.
o je kongruencia na </
RCo

SPriamociarejsie toto pozorovanie vyplyva zo stvisu medzi kongruenciami a homomorfizmami, na ktory poukazeme
nizsie.
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Dékaz. Lubovolny prienik kongruencii je evidentne opét kongruencia. Na druhej strane je zrejmé, ze
kazdé kongruencia obsahujuca R musi obsahovat kongruenciu

N .

o je kongruencia na o/
RCpo

Preto je tento prienik najjemnejSou kongruenciou na o/ obsahujiucou R, ¢ize kongruenciou (R),. [

Mézeme teraz pristupit k definicii faktorizacie algebry &/ nejakého typu 7 podla kongruencie =
na /. Pre kongruencie pritom pouZivame — rovnako ako pre vietky ostatné relacie ekvivalencie — beznu
notéciu [z]= pre triedu ekvivalencie = obsahujiicu prvok x nosnej mnoziny algebry <.

Definicia 2.3.12. Nech & = (A, (f”)f@) je algebra typu 7 a = je kongruencia na «. Faktorovou
algebrou algebry 7 podla kongruencie = nazveme algebru &7 /= = (A/=, (f”{/z)f@), kde pre vSetky
f €T avietky ai,...,a45) € A je

7= (s faagn)2) = [£7 (01,1 s aagp)]

Tvrdenie 2.3.13. Definicia 2.3.12 je korektnd — definicia operdcii /= nezdvist od vijberu reprezen-
tantov jednotlivijch tried a o |= = (A/=, (f”/z)fg) je opdt algebrou typu 7.

Doékaz. V pripade, Ze dokézeme nezavislost definicie f</= od vyberu reprezentantov, bude druh4 ¢ast

tvrdenia zrejma. AvSak vzhladom na to, Ze je = kongruencia, musi pre vietky b1 = ay, ..., by () = aqo(p)
byt
f% (al, PN ,aa(f)) = fﬂ (bl, PN vba(f)) y
z ¢oho
fﬂ/z <[b1]5 9ty [ba(f)]5> = |:fd (blu v 7boz(f))i| = = |:f% (CLl, RIS aa(f))]E =
= fﬁ{/E ([al]; ey [aa(f)]z>
a tvrdenie je dokazané. O

Zakonc¢ime tento oddiel dokazom doélezitého pozorovania, ktoré mozno na neformalnej tirovni zhrnut
takto: kongruencie a surjektivne homomorfizmy su rovnakymi objektmi nazeranymi z dvoch réznych
uhlov pohladu. Najprv si ukdZzme sposob, ako z kongruencie ziskat surjektivny homomorfizmus.

Veta 2.3.14. Nech o7 = (A, (f”)f@) je algebra typu 7 a = je kongruencia na &/ . Prirodzen4 projekcia
v: A— A/=, definovand pre vSetky a € A predpisom

je potom surjektivnym homomorfizmom v: of — o/ /= algebier typu 7.

Dokaz. Pre vsetky f € T a vSetky ai,...,aq(5) € A je

v (f"?{(al,...,aa(f))> = [f"z{(al,...,aa(f))]z N ([al]z,..., [aa(f)]
= f"?{/E (V(al),...,u(aa(f)))

M1l
N—
I

a v je skutofne homomorfizmus algebry 7 do o/ /=. Jeho surjektivnost je zrejma, pretoze pre vietky
a€ Ajeac€[alz, ateda [a]= = v(a). O
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Ku kazdému homomorfizmu algebier ¢: &7 — % teraz definujeme jeho jadro ker . Tym ale nebude
ako pri klasicky definovanych jadrach homomorfizmov grip alebo okruhov $pecidlna podalgebra, ale
bude nim urcita kongruencia na «/. Nasledne dokadZeme prvi vetu o izomorfizme — univerzalny variant
vety dobre znamej pre grupy alebo okruhy — podl'a ktorej bude algebra o7 /ker ¢ vzdy izomorfna obrazu
homomorfizmu ¢. Ak je teda homomorfizmus ¢ surjektivny, mozno ker ¢ povazovat za kongruenciu,
ktora v istom slova zmysle ,opisuje ten isty objekt* ako homomorfizmus .

Definicia 2.3.15. Nech o = (A, (f“)ter), Z = (B,(f?)er) st algebry typu 7 a ¢: o — B je
homomorfizmus. Jadrom homomorfizmu ¢ nazveme relaciu ker ¢ = {(a,b) € A% | p(a) = p(b)}.
Tvrdenie 2.3.16. Nech o = (A, (f)ser), B = (B, (f?)ser) st algebry typu 7 a @: o — B je
homomorfizmus. Potom je reldcia ker ¢ kongruenciou na < .

Dékaz. Nech f € 7 a (a1,b1),...,(aq(p), ba(y)) € ker . Potom p(a1) = p(b1), ..., 0(aqs)) = ¢(bats))
a

P(f7 (a1, aa(p)) = F2(0(ar), ..., 0(an(p) = F2(0(b1), -, (bacp)) = @(f7 (b1, - bags)));
z ¢oho

(f%(al, ce ,aa(f)), f‘%(bl, ce 7ba(f))) € ker .

Relacia ker ¢ je teda skuto¢ne kongruenciou na 7. O

Obrazom homomorfizmu ¢: & — 9 nazveme podalgebru algebry % s nosnou mnozinou ¢(A),
kde A je nosnd mnozina algebry 7. Je jednoduché cvi¢enie dokazat, Ze v takom pripade ide naozaj
o podalgebru. Obraz homomorfizmu ¢: o/ — % oznafime im ¢.

Veta 2.3.17 (Prva veta o izomorfizme). Nech o = (A, (f)ter), B = (B, (f%)ser) st algebry typu
ap: o — B je homomorfizmus. Potom <f [ker ¢ = im .

Dokaz. Pre vietky a € A polozme 9 ([alker,) = @(a). Je zrejmé, Ze tato definicia nezéavisi od vyberu
reprezentanta triedy [a]er, @ Ze takto ziskané zobrazenie 1: A/kerp — ¢(A) je bijektivne. Lahko
napokon dokézeme, Ze ide o homomorfizmus : 7 /ker ¢ — im ¢: pre vietky f € T a ay,...,a45) € A
je

. (fp//kew ([al]kew e [aa(f)]kerw>> =9 <[f~07 (a1,... ,aa(f))}kew> =

=¢ <f"7/ (alv---vaa(f))) =
:f%(SO(al)a"'ﬂO(aa(f))) -
= fime <"¢ ([al]kercp> oo ([a@(f)]kergo>> :

Zobrazenie 1 je teda skutocne izomorfizmus. O

Poznamka 2.3.18. Dokaz predchadzajtcej vety by sme mohli preformulovat aj tak, Zze by sme na-
miesto notéacie pre triedy kongruencie ker ¢ pouzivali prirodzena projekciu v: &7 — o7 /ker p. V takom
pripade by sme zistili komutativitu nasledujtaceho diagramu.

UJ \
Y .
o [ker @ ----=--1 y im @

Kongruencie na algebre typu 7 a surjektivne homomorfizmy medzi takymito algebrami su teda
naozaj ,,odlisnymi pohladmi na ten isty objekt“. Kedykolvek mame dani kongruenciu = na <7, je
prirodzenda projekcia v: & — o /= surjektivnym homomorfizmom; kedykolvek méme naopak dany
surjektivny homomorfizmus ¢: & — £, je algebra # = imp izomorfna algebre o /ker p. Stvis
kongruencii so surjektivnymi homomorfizmami mozno ilustrovat aj obrazkom 2.2.
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o

Obr. 2.2: Na ilustraciu prvej vety o izomorfizme.

V Kklasickej algebre sa faktorové grupy a okruhy obycajne nedefinuji s pouzitim kongruencii. Na-
miesto toho sa grupy faktorizuji podla ich normalnych podgrip a okruhy sa faktorizuju podla idealov.
Ukazeme teraz, ze tieto zvyc¢ajné pristupy nie st nijak ndhodné, ale st oba v skuto¢nosti ekvivalentné
faktorizacii podla kongruencii. UkaZeme, Ze kedykolvek je = kongruencia na grupe resp. na okruhu,
tak jej trieda obsahujica prvok 1 resp. 0 nutne tvori normalnu podgrupu resp. idedl. Naopak tiez
ukazeme, Ze l'ubovolnti norméalnu podgrupu grupy a l'ubovolny ideal okruhu mozno vyuZit na definiciu
kongruencie takej, ze dana normalna podgrupa resp. ideal tvori triedu obsahujicu prvok 1 resp. 0.

Priklad 2.3.19. Uvazujme I'ubovolni normalnu podgrupu H grupy (G,-, ~',1).% Z klasickej algebry
je zname, ze binarna relacia = na G taka, Zze a = b prave vtedy, ked aH = bH, je relaciou ekviva-
lencie s triedami [a]= = aH pre vietky a € G. UkdZeme, Ze v skuto¢nosti ide o kongruenciu. Podla
pozorovania z prikladu 2.3.6 sta¢i ukazat, ze ide o kongruenciu na pologrupe (G, -).

Nech a,b,a’,b' € G st také, e a = a’ a b= 1. Potom aH = o'H a bH = b H. Vdaka normalnosti
podgrupy H teda dostavame

abH = aHb=d'Hb=d'bH = db'H

a preto aj ab = d'b/. Relacia = je teda naozaj kongruencia, pricom evidentne H = [1]=.
Uvazujme teraz naopak Tubovolni kongruenciu = na grupe (G, -, !, 1) a dokézme, Ze [1]= je nutne
normalnou podgrupou grupy G. Ak a,b € [l]z, tak a = 1 a b = 1, z ¢oho s vyuZitim definicie
kongruencie dostavame a~! = 17! = 1 a nésledne aj a~'b = 1, ¢o znamen4, Ze a~'b € [1]=. Trieda
[1]= je teda podgrupou grupy G.
Zostava dokéazat, Ze ide o normalnu podgrupu. To urobime tak, Ze pre vSetky a € G dokadZeme

rovnosti a[l]= = [l]za = [a]=. Na jednej strane pre vSetky x = 1 mame ax = a a xa = a, z ¢oho
alllz C [d]=, ako aj [1]=za C [a]=. Ak naopak y € [a]=, tak y = aa™ 'y = a a a~ 'y = 1. Zistujeme
teda, ze y = aa"ly € a[ a symetricky dokdzeme aj y € [1]za. Takto dostavame aj opa¢né inkluzie

J=
=

alllz 2 [a]z a [1]za 2 [a

Priklad 2.3.20. Uvazujme teraz [ubovolny ideal I v okruhu (R, +,-, —,0,1).” Z klasickej algebry je
opat zname, Ze binarna relacia = na R taka, Ze a = b prave vtedy, ked a+1 = b+ 1, je relaciou ekviva-
lencie. Aby sme dokazali, Ze ide o kongruenciu na okruhu R, stadi podla pozorovania z prikladu 2.3.8
dokéazat, ze ide o kongruenciu na pologrupéach (R,+) a (R, ).

Ak st pritom a, b, a’, V' € R prvky také, Zze a = a’ ab =V, tak a+b = o/ +1’ vyplyva uz z pozorovani
uc¢inenych v priklade 2.3.19, pretoze (R, +, —,0) je komutativna grupa a ideal I je jej podgrupa, ktora

SPripomeiime si, Zze podgrupa H grupy G je normdlna, ak pre vietky a € G je aH = Ha.
"Mnozina I C R tvori idedl v okruhu R, ak pre vietky a,b el az € Rjea+bel,a- s clax-acl.
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musi byt vdaka komutativnosti (R, +, —,0) nutne normalna. Z toho nésledne dostavame a — o’ =
ab—0 =0,¢izea—d €l ab—1 €l. Potom ale aj

ab—ad't =ab—0b)+ (a—d )V e,

z ¢oho ab — a'b' = 0 a v dosledku toho ab = a'b’. Relacia ekvivalencie = je teda naozaj kongruencia
na okruhu R.

Naopak teraz predpokladajme, Ze je dana kongruencia = na okruhu R. Ukazeme, Ze [0]= je ideal
v R. Pre v8etky a, b € [0]= ale musi platit a = 0 a zarovenr b = 0, z ¢oho uz priamo dostavame a+b = 0,
ateda aj a+b e [0]=. Ak dalej a € [0]z az € R, tak a =0, z ¢oho a-x = 0, ako aj - a = 0, ¢ize
a-z € [0z az-ac|0]=. Trieda [0]= kongruencie = teda naozaj tvori ideal v R.

Ukazme si eSte, ze pri monoidoch vo v8eobecnosti nemozno nahradit kongruencie ich triedami
obsahujicimi neutralny prvok.

Priklad 2.3.21. Uvazujme monoid (N, +,0). Na fiom existuje nekone¢ne vela réznych kongruencii =
takych, ze [0]= = {0}. Napriklad mézeme pre vietky n € N a v8etky a,b € N polozit a =,, b prave
vtedy, ked a = b alebo a,b € N\ {0,...,n}.

2.4 Algebry termov

Pre kazdy typ 7 teraz definujeme Specialne algebry, ktoré su svojim spdésobom predobrazom vsetkych
ostatnych algebier typu 7 — takzvané algebry termov typu 7.

Definicia 2.4.1. Nech 7 je typ a X je mnozina taka, ze X N7 = (). Mnozina T, (X) vsetkych termov
typu 7 nad mnoZinou premennych X je jazyk nad (vo vSeobecnosti nekone¢nou) abecedou obsahuju-
cou vSetky premenné z X, vSetky operacné symboly z 7, symboly pre zatvorky a ¢iarku, definovany
nasledovne:

(i) Pre vietky z € X je x € T-(X).
(i) Pre vietky f € 7 a vietky t1,...,to(r) € Tr(X) je slovo f(t1,...,tap)) € Tr(X).
(747) Ni¢ iné nie je v T (X).

Naga dohoda, podla ktorej budeme pre niektoré druhy operacii pouzivat obvyklejsiu notaciu, sa
premietne aj do nasho chapania termov. Napriklad pre typ 7 = {-, 7}, 1} s aritami a(-) = 2, a(7!) = 1
a a(1) = 0 budeme term -(z,y) pisat aj ako = -y a term ~!(z) aj ako 1.

Priklad 2.4.2. Pre vSetky typy 7 zodpoveda T;()) vyrazom budovanych na konstantach, ¢ize nu-
larnych operacénych symboloch. Tato mnozina je teda neprazdna prave vtedy, ked v 7 existuje aspon
jeden nulérny opera¢ny symbol.

Na termoch typu 7 nad X moéZzeme prirodzenym spoésobom definovat algebru typu 7 — kazdy
opera¢ny symbol interpretujeme ako operaciu vytvorenia prislusného termu. Takuto algebru nazveme
algebrou termov typu 7 nad mnoZzinou premennych X a budeme ju oznacovat ako 7, (X).

Definicia 2.4.3. Nech 7 je typ a X je mnoZina také, ze X N7 = (). Algebrou termov typu 7 nad mno-
zinou premennych X nazveme algebru 7, (X) = (T (X), (fyT(X))feT) typu 7, kde pre vietky f € 7
aty,... 7ta(f) S TT(X) je

F7EN b1, tag) = Flts o tacp):
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Klacovou vlastnostou algebier termov je viastnost univerzdlneho zobrazenia, ktora je sformulovana
v nasledujucej vete. Ak oznacime ako ¢: X < T.(X) vlozenie mnoziny X do mnoziny 75 (X), hovori
tato veta nasledovné: pre vSetky zobrazenia ¢: X — A, kde A je nosnd mnozina algebry o7, exis-
tuje jediny homomorfizmus algebier @: Z,(X) — & taky, Ze trojuholnik v nasledujucom diagrame
komutuje.

X s T(X) Z.(X)
A o

V pripade, Ze nebudeme striktne rozlisovat zobrazenia medzi mnozinami od homomorfizmov algebier,
mozeme tento diagram nakreslit v nasledujicej zjednoduSenej — a v kontexte univerzalnej algebry
obvyklejSej — podobe.

X —— Z.(X)

0 ?
3

o

Veta 2.4.4. Nech of = (A, (f”)f@) je algebra typu T a X je mnoZina takd, Ze X N7 = (). Pre vietky
zobrazenia ¢: X — A potom existuje prdave jeden homomorfizmus algebier g: T:(X) — o/ taky, Ze
pre vietky x € X je B(z) = ¢(x).

Dékaz. Definujme zobrazenie @: T (X) — A induktivne ako @(z) = ¢(x) pre vietky x € X a ako

72 (f(tla cee 7ta(f))) = f{(/ (@(tl)v oo 7¢(ta(f)))

pre vietky f € Taty, ...ty € Tr(X). Zrejme potom ide o homomorfizmus algebier : 7 (X) — <7,
pretoze pre vietky f € T a ty, ...ty € TH(X) je

B (ST, tagn) =7 (s tage) = F7 (@), Pltag) -

Zostéava dokazat jedinec¢nost homomorfizmu @. Nech ¢: Z,(X) — & je Tubovolny homomorfizmus
taky, ze pre vietky z € X je ¢(x) = p(z). Okamzite potom zistujeme, ze ¢ (z) = P(x) pre vietky
€ X;ak dalej f €T aty,... tyy) € Tr(X) st termy take, Ze Y(t1) = P(t1), ..., V(o)) = Ptain),
z vlastnosti homomorfizmu dostavame

O (. tap)) = <f‘%(X)(t1,---,ta(f))> =7 (W(t), ..., V(taip)) =

= 7 (@(t1), - Bltars) =@ (f(t1- - tap)) -
Preto ¢(t) = p(t) pre vietky t € Z-(X), z ¢oho ¢ = . O

Vdaka prave dokazanej vlastnosti sa algebra termov 7, (X) nazyva aj (absolitne) volnou algebrou
typu 7 nad mnoZinou generatorov X. VoInymi algebrami sa e$te budeme podrobnejsie zaoberat neskor.
Homomorfizmus @: 7 (X) — &7, o ktorého existencii hovori predchadzajica veta, mozno chapat
ako vyhodnotenie termov v algebre &/ v pripade, Ze su za vSetky premenné x € X dosadené hodnoty
¢(z). Pre vietky premenné z € X toti# tento homomorfizmus splia p(z) = ¢(x) a pre vietky termy
= f(t1,.- - tagp) je P(t) = 7 (B(t1),. .. P(tacr)); ak st teda P(t1),...,P(ta(s)) vyhodnoteniami
termov t1,...,t4(s) v & vzhladom na ¢, je aj p(t) vyhodnotenim termu ¢ v & vzhladom na .
Velmi $pecidlny pripad homomorfizmu @ dostaneme vtedy, ked za mnoZinu premennych X vez-
meme nosnt mnozinu A algebry o/ a zobrazenie ¢ definujeme predpisom ¢(a) = a pre vetky a € A.
Namiesto premennych teda akoby vezmeme konstanty a termy budujeme na nich; homomorfizmus @
pritom takéto termy, ktoré mozno povazovat za reprezentacie vyrazov v algebre o/, vyhodnocuje v al-
gebre /. Homomorfizmus @ preto nazveme vyhodnocovacim homomorfizmom pre algebru o/ a budeme
ho oznacovat ako eval, .
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Definicia 2.4.5. Nech & = (A, (fﬂ)feT) je algebra typu T aida: A — A je identické zobrazenie na A.
Vyhodnocovacim homomorfizmom pre algebru o/ nazveme homomorfizmus eval,, :=ids: Z;(4) — .

2.5 Variety algebier

Posunieme sa teraz o tiroven abstrakcie vyssie a namiesto vlastnosti algebier z nejakej triedy sa za¢neme
zaoberat spolo¢nymi znakmi roznych tried algebier s uréitymi vlastnostami. Nagim hlavnym cielom
pritom bude charakterizovat a preskumat tie triedy, ktoré st okrem typu jednoznac¢ne urcené uz len ne-
jakou mnozinou identit platnych pre vietky ich prvky: napriklad splnenie identity = - (y - 2) = (z - y) - 2
—t.j.(z,-(y,2)) = -(-(z,y), 2) — pre v8etky prvky z, y, z nosnej mnoziny algebry typur = {-} s a(-) = 2
jednoznacne opisuje triedu vsetkych pologrip. V oddiele 2.1 sme videli, Ze podobnym spésobom mozno
opisat aj triedy vSetkych grupoidov — ¢o st jednoducho vsetky algebry typu (2) —, monoidov, grip,
polozvézov, polokruhov, okruhov, ¢i zvazov. Podobne aj vektorové priestory nad polom F, chapané
v zmysle prikladu 2.2.12, moZzno opisat pomocou nekonecnej mnoziny identit. Spomedzi zndmych tried
algebier ale ¢isto pomocou identit nebude moZné opisat polia alebo napriklad obory integrity.

Trieda algebier opisateIna pomocou identit sa nazyva wvarietou. Toto pomenovanie je sCasti in-
Spirované klasickou algebraickou geometriou, kde sa pod varietou rozumie mnozina rieSeni systému
polynomickych rovnic. Podobne aj varieta v naSom ponimani bude trieda uréend mmnozinou identit;
hlbsi stivis medzi oboma pojmami ale neexistuje.

Hoci za ciel nasledujucich tivah moZno povazovat charakterizaciu variet v tomto ponimani, je
v stcasnosti ¢astejsi opacny pristup, ktorého sa budeme drzat aj my: varietu nedefinujeme ako triedu
opisatelnt pomocou identit, ale prostrednictvom jej uzaverovych vlastnosti. Az nasledne dokdzZeme, Ze
triedy s uzaverovymi vlastnostami vyzadovanymi definiciou variety sii aj opisatelné pomocou identit
a naopak. Z charakterizacie variet sa teda stava ich definicia a naopak.

Obraz im ¢ homomorfizmu algebier ¢: &/ — % v nasledujicom oznac¢ujeme ako p(.2).

Definicia 2.5.1. Nech C je trieda algebier typu 7. Potom:

a) Trieda HC pozostava z prave vsetkych homomorfnych obrazov (/) pre o/ € C a lubovolny
homomorfizmus ¢: o/ — % algebier typu 7.

b) Trieda SC pozostava z préave vSetkych podalgebier # algebier o7 € C.

c¢) Trieda PC pozostava z prave vietkych sucinov [[,.; 4%, kde I je indexova mnozina a < € C
pre vsetky ¢ € I.

d) Trieda Pg,C pozostéva z prave vietkych koneénych sicinov [[;c; 4%, kde I je konecna indexova
mnozina a 7 € C pre v8etky prvky ¢ € I.

e) Trieda IC pozostéva z prave vSetkych algebier typu 7 izomorfnych nejakej algebre o € C.

Niektori autori zahfhaji operator I uz do definicii operatorov S, P a Pg,, ktoré definuju ako nase
IS, IP resp. IPg,,.
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Prave sme teda pre vSetky typy 7 zaviedli pat operatorov H, S, P, Pg,, I na univerze vSetkych
tried algebier typu 7. Ako prvé tvrdenie dokdzeme, Ze pri H, S, IP a IPg, ide o uzdverové operdtory.
Operétor F: 24 — 2 pre nejaku triedu U je uzdverovy, ak pre vietky C C U je FC D C (extenzivnost),
pre vietky C C D C U je FC C FD (izotonnost) a pre vietky C C U je FFC = FC (idempotentnost).
Podmienka extenzivnosti hovori, Ze uzaverovy operator prvky do triedy iba pridava; idempotentnost
hovori, Ze po aplikovani uzaveru je uz trieda uzavreté a izotéonnost hovori, Ze v takom pripade vzdy
pojde o najmensiu uzavreti nadtriedu povodnej triedy. Lahko teda vidiet, Ze F je uzéverovy operator
prave vtedy, ked pre vSetky C C U je FC najmensia trieda obsahujica C a uzavreta na F.

Tvrdenie 2.5.2. Operdtory H, S, IP a IPg, na univerze vsetkyjch tried algebier typu T su uzdverové.

Dékaz. Extenzivnost vyplyva pri H zo skutocnosti, ze pre vietky algebry o = (A, (f¥) fer) typu T
jeida: & — & homomorfizmus; pri S zo skuto¢nosti, Ze kazda algebra je podalgebrou seba samej;
pri IP a IPg, zo skuto¢nosti, Ze kazdu algebru &/ mozno vyjadrit ako

=] «.

ic{e}

[zoténnost vsetkych Styroch operatorov je zrejméa. Rovnost HH = H vyplyva zo skuto¢nosti, Ze zlozenie
dvoch surjektivnych homomorfizmov je opét surjektivny homomorfizmus.Rovnost SS = S vyplyva
zo skuto¢nosti, ze podalgebra podalgebry algebry & je evidentne vzdy aj podalgebrou algebry <.
Napokon rovnosti IPIP = IP a IPg,IPg, = IPg, vyplyvaji zo skutocnosti, Zze ak

Bi = H Ay j
Jjed;
pre vSetky ¢ € I, tak
[[z=]]1l=,= Il s
iel iel jeJ; (6,5)€U; e r ({7} x J5)

tato vlastnost pritom evidentne plati bez ohl'adu na to, ¢ st mnoziny I a J; pre ¢ € I [ubovolné, alebo
konec¢né. 0

Definicia 2.5.3. Trieda V algebier typu 7 je wvarieta, ak je uzavretd na operatory H, S a P, CiZe ak
HY=Sy=PV=V.

Ekvivalentne by sme definiciu variety mohli sformulovat aj prostrednictvom uzavretosti na opera-
tory H, S a IP — pre vSetky triedy C algebier typu 7 je totiz zrejme PC C IPC C HPC.

Pre Tubovolnu triedu C algebier typu 7 je wvarieta generovand triedou C — &iZze najmensia varieta
algebier typu 7 obsahujica triedu C — o¢ividne dané zjednotenim vSetkych tried F1F5 ... FiC cez vSetky
keNaFy,...,Fr € {H,S,P}. Vnasledujicom budeme dokazovat jednoduchsiu charakterizaciu tejto
generovanej variety, podla ktorej staci na C postupne aplikovat operatory P, S a H, a to zakazdym
iba raz. Prvym krokom pritom bude nasledujtce tvrdenie.

Tvrdenie 2.5.4. Nech C je trieda algebier typu 7. Potom SHC C HSC, PSC C SPC o« PHC C HPC.

Dékaz. Ak % € SHC, tak existuje algebra 7 = (A, (f)ter) € C a homomorfizmus ¢: & — 2 taky,
7e B = (B, (f‘@)fET) je podalgebrou ¢ (7). Nech A’ = ¢~!(B). Pre vietky f € T a ay, ... s ao(py € A
potom

@ (7 (@1 aap)) = F2 (plar), - plaag) = 17 (plar), -, plaa(s)) € B,

pretoze w(ai), ..., ¢(aq(f)) € B a & je podalgebrou ¢(&/). Preto

f&{ (a17 s 7aa(f)) € go_l(B) = A/’
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z ¢oho vyplyva, ze o' = (A, (f”/)f@), kde pre vietky f € T je

fﬂl = fW’(A’)a(f)u

je podalgebrou algebry 7. Kedze ale B C p(A) a A" = ¢~ 1(B), nutne ¢(A’) = B resp. p(<') = B.
Preto naozaj & € HSC.
Nech dalej & € PSC. Potom existuje mnoZina I taka, Ze pre vetky i € I existuje nejaka algebra
o; € C a jej podalgebra %; tak, ze
o =]

iel
Algebra 7 je potom ale evidentne podalgebrou st¢inu
[J 2
icl

a teda &/ € SPC.
Nech napokon & € PHC. Potom existuje mnozina I a pre v8etky ¢ € I algebra o7 = (A4;, (f%i)feT)
z triedy C spolu s homomorfizmom ¢;: o — Z; tak, Ze

B = [ ¢i().
icl

Definujme homomorfizmus

o: [[#— [ %

i€l el

pre vsetky (a; € A; | i € I) ako
ola; € Aj |iel) = (vila;) | i €1).

Evidentne potom
i€l
v dosledku ¢oho 4 € HPC. O

Definicia 2.5.5. Nech C je trieda algebier typu 7. Varietou generovanou triedou C nazveme najmensiu
varietu V takd, ze C C V. Varietu generovanu triedou C oznac¢ime VC.

Veta 2.5.6 (Tarski). Nech C je trieda algebier typu . Potom VC = HSPC.

Doékaz. Zrejme HSPC C VC. Aby sme dokazali rovnost tychto dvoch tried, staci ukazat, ze je trieda
HSPC uzavreté na operatory H, S a P. Z tvrdeni 2.5.2 a 2.5.4 ale dostivame HHSPC = HSPC,
SHSPC C HSSPC = HSPC a PHSPC C HPSPC C HSPPC C HSIPIPC = HSIPC C HSHPC C
HHSPC = HSPC. O

2.6 Identity a Birkhoffova veta o varietach

Budeme teraz dokazovat Birkhoffovu vetu o varietach, podla ktorej st varietami prave tie triedy alge-
bier, ktoré su opisatelné pomocou identit. AvSak na to, aby sme tato vetu vedeli vobec sformulovat,
potrebujeme upresnit, ¢o budeme pod identitami rozumiet.
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Definicia 2.6.1. Nech 7 je typ algebier. Identitou typu 7 potom nazveme I'ubovolnt dvojicu termov

(t1,t2) € T(X) x Z-(X) pre nejaktt mnozinu premennych X taki, ze X N7 = (). Namiesto (t1,t2)

piSeme aj t; ~ t.%

Definicia 2.6.2. Nech o = (A, (f“)e,) je algebratypu T atq = t2 € 7 (X) x Z;(X) je identita toho

istého typu 7 pre nejaké X také, ze X N7 = (). Hovorime, Ze identita t; ~ t5 je splnend v algebre <7,

ak pre vSetky zobrazenia p: X — A je p(t1) = P(t2). V takom pripade piSeme aj &7 =t = to.
Vdaka vete 2.4.4 st homomorfizmy v¢: 7;(X) — & jednozna¢ne uréené obrazmi ¢ (z) pre x € X.

Kazdé zobrazenie ¢: X — A naopak indukuje jediny homomorfizmus ¢: 7 (X) — &7. Z toho vyplyva,
Ze o |= t1 = to prave vtedy, ked 1 (t1) = ¢(t2) pre vietky homomorfizmy ¢: 7, (X) — .

Poznamka 2.6.3. Este inak moZeme splnenie identity algebrou vyjadrit aj nasledujtcim sposobom:
k Tubovolnému termu ¢ € Z;(X) mézeme na kazdej algebre o7 = (A, (f“)se,) typu 7 uvazovat nim
uréent termovii operdciu t“ : AX — A dant pre vietky zobrazenia ¢: X — A predpisom t7 (@) = §(t).
(Pre kone¢ntt mnozinu premennych X = {x1,...,z,} a zobrazenie ¢: x} — aj pre k = 1,...,n pritom
mozeme pre t9 () pisat aj t“(ai,...,a,).) Takito operacia teda zodpoveda vyhodnoteniu termu ¢
v algebre & pri dosadeni argumentov termovej operécie za jednotlivé premenné mnoziny X. Identita
t; ~ ty je potom splnend v algebre .o prave vtedy, ked t¥ = t&.

Definicia 2.6.4. Nech & = (A, (f)e,) je algebra typu 7 a T C Z(X) x Z;(X) je mnozina identit.
Potom & =T, ak & =t ~ to pre vSetky t; ~ty € T.

Definicia 2.6.5. Nech 7 je typ a T' C Z7:(X) x Z-(X) je mnozina identit. Pre triedu v8etkych algebier
typu 7 splhajucich identity z T budeme pisat

[T]; :=={« typur | & =T}
V pripade, 7ze T = {s1 = t1, 82 & ta,..., Sy, = t, } je koneéna mnozina identit, piSeme aj
[T]r = [s1 = t1,82 = ta,...,Sn = tn]r-
Dolny index 7 vynechavame v pripadoch, ked je typ algebry zrejmy z kontextu.

Priklad 2.6.6. Trieda vsetkych pologrup (S,-) je dana ako [z - (y-2) = (z-y) - 2], pre 7 = {-}
sa()=2.

Priklad 2.6.7. Trieda vSetkych monoidov (M, -, 1) je dané ako
[v-(y-2)~(x-y) 2z o 1~z 1 -z~z],
pre 7 ={,1}sa()=2aa(l) =0.

Priklad 2.6.8. Trieda vietkych grip (G, -, 7%, 1) je dané ako

1

[z-(y-2)=(z-y)-2z -1~z 1l 2~z z-2 1~ a !

1],
prer={," " 1}sal-)=2,a(")=1aa(l)=0.
Priklad 2.6.9. Trieda vsetkych grupoidov (X, -) je dana ako [0], pre 7 = {-} s a(:) = 2.

Hovorime, Ze identita t; ~ to typu 7 je ekvivalentnd identite t| =~ t, ak pre vSetky algebry <
typu 7 je & = t1 & ty prave vtedy, ked &7 = t] = t. Specialnymi dvojicami ekvivalentnych identit
st o¢ividne tie, ktoré sa od seba liSia iba nazvami jednotlivych premennych. KedZe navyse kazdy term
— a tym padom aj kaZda identita — obsahuje iba konecne vela roéznych premennych, zistujeme, Ze
pre Iubovolni spocitatelne nekoneént mnozinu premennych X spliajucu X N7 = § existuje ku kazdej
identite ¢1 & to typu 7 s fiou ekvivalentna identita t| ~ t;, € 7, (X) x Z-(X).

8Castejsie sa identity zapisuju ako t; = t»; v takom pripade ale treba pamitat na skutoénost, ze nejde o rovnost
termov, ale o rovnaké oznacenie inej relacie na termoch. Z tohto dévodu budeme namiesto = pouzivat oznacenie =2,
pri ktorom nedorozumenia ohladom vyznamu hrozit nebudu.
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Definicia 2.6.10. Nech C je trieda algebier typu 7 a X je mnozina premennych taka, ze X N7 = (.
Mnozinu v8etkych identit nad X platnych v C potom definujeme ako

Idx(C) := {t1 ~ts € To(X) x To(X) |V €C: of |t ~ ta).

Z vyssie uvedeného vyplyva, Ze mnozinu Idx (C) budeme vicsinou uvazovat pre nejaku (hoci aj
pevne dant) spocitatelne nekone¢ni mnozinu X — v takom pripade totiz Idx (C) obsahuje aZ na ekvi-
valenciu vSetky identity splnené vo vSetkych algebrach triedy C.

Nagim cielom teraz bude postupne dospiet k Birkhoffovej vete, podl'a ktorej st varietami prave tie
triedy algebier, ktoré su opisatelné ako [T] pre nejakt mnozinu identit 7" nad nekone¢nou mnoZzinou
premennych X. Ako prvy krok smerom k tejto vete teraz dokazeme, ze [1'] je vzdy varieta.

Lema 2.6.11. Nech 7 je typ, X je mnoZina takd, e X N7 =0 a T C 7:(X) x F:(X) je mnoZina
identit typu T nad mnoZinou premennych X. Potom je trieda [T] varieta.

Dokaz. Potrebujeme dokéazat uzavretost triedy [7'] na homomorfné obrazy, podalgebry a suciny.
Uvazujme najprv Tubovolna algebru &7 € [T] — ¢ize algebru && = (A, (f'“’/)f@) typu 7 taka,
ze @/ = T — a Tubovolny surjektivny homomorfizmus ¢: &/ — £ algebier typu 7. Dokazeme, Ze
v takom pripade musi byt aj algebra & = (B, (f7)te,) v triede [T] — t. j. Z = T. Na to staéi ukizat,
ze pre Tubovolnu identitu ¢t; ~ to € J,(X) x F:(X) je & | t1 = t2 kedykolvek & | t; =~ to.
Predpokladajme teda, Ze &/ = t; ~ to. Pre vietky zobrazenia 1/: X — A je potom 1 (t1) = 1(t2).
Uvazujme Tubovolné zobrazenie p: X — B; potrebujeme dokazat, Ze 9(t1) = 0(t2). Zo surjektivnosti
homomorfizmu ¢ ale vyplyva, Ze pre vSetky x € X existuje a € A také, Zze o(x) = p(a). Ozna¢me

Tubovolné takéto a ako &(x), ¢im dostavame zobrazenie £: X — A také, ze o = p o £. Teraz

0=pol=ypog,

pretoze @of: 7, (X) — % je homomorfizmus taky, Ze pre vietky = € X je (pof)(z) = (po&)(x), aviak
jedinym takymto homomorfizmom je podla vety 2.4.4 homomorfizmus ¢ o . Kedze o |= t1 =~ to, je

£(t1) = &(to). Zistujeme teda, ze

o(t1) = ¢(&(t)) = @(&(t2)) = alt2),

a to pre v8etky zobrazenia p: X — B. Nutne teda % = t; ~ ta a uzavretost triedy [7'] na homomorfné
obrazy je dokézané.

\
~
2|
N
N
S]]

' -
o = 4 > B
Ak je # = (B,(f”)ter) podalgebrou algebry « = (A, (f“)ser), v ktorej je splnena identita
t1 & to, musi byt tato identita splnené aj v 4: kazdé zobrazenie o: X — B totiZ jednozna¢ne urcuje
zobrazenie £: X — A také, ze £(x) = p(x) pre vietky z € X; pre v8etky ¢ € 7.(X) potom evidentne
aj £(t) = o(t). Ak teda & |=t1 ~ to, musi byt £(t1) = £(t2), a teda aj

o(t1) = &(t1) = &(t2) = 2(t2),
z ¢oho A = t1 = to. Uzavretost triedy [77] na podalgebry je dokdzana.
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Zostéava dokazat uzavretost triedy [7] na suciny. Pre vSetky i z nejakej mnoziny I vezmime algebru
ot = (A, (fdi)f@) typu 7 taku, ze o4 = T. Nech 90: X — [[;c; A je dané Tubovolne. Pre vietky
x € X ai € I oznaéme i-tu projekciu o(x) ako g;(z). Pre vSetky t; ~ t9 € T potom

o(t1) = (@i(tr) | 1 € I) = (ai(ta) [ i € I) = o(t2),

pretoze 7 =T pre vietky i € I. To znamena, 7Ze

H&fi):h%h

el
a kedZe je identita t; =~ ta € T Tubovolna, je uzavretost triedy [77] na stuéiny dokazana. O]

Dokazali sme teda, ze kazda trieda algebier uréend mnozinou identit je varieta. V nasledujiucom
budeme dokazovat, Ze aj naopak kazd4 varieta je urend nejakou mnozinou identit. Ako prvy krok
k tomuto vysledku sa pozrieme na mnoZinu vSetkych identit Idx()) nad mnoZinou premennych X,
platnych v nejakej variete algebier V, ako na binarnu relaciu na 7 (X) — fiou totiz ako mnoZzina dvojic
termov z Z;(X) aj formalne je. DokaZeme teraz, ze relacia Idx (V) je kongruenciou na 7, (X).

Tvrdenie 2.6.12. Nech V je lubovolnd varieta algebier typu 7 a X je mnoZina premennych takd, Ze
X N7 =0. Potom je Idx (V) kongruencia na algebre termov Z,(X). Navyse

Idx (V) = N =
= je kongruencia na 7 (X).
T.(X))= € V

Dokaz. Kedze l'ubovolny prienik kongruencii je zrejme opat kongruencia, stac¢i dokazat druhu ¢ast tvr-
denia. Uvazujme najprv ubovolnu identitu ¢; ~ t2 € Idx (V). Pre Iubovolni kongruenciu = na .7, (X)
spliiajicu .7, (X)/= € V potom t; = to, pretoZe prirodzena projekcia v: 7 (X) — 7, (X)/= je homo-
morfizmus a 7, (X)/= |= t1 = ty implikuje v(t;) = v(t2), ¢o uz je uvedenej skutocnosti ekvivalentné.
KedZze je = lubovolna kongruencia taka, ze 7, (X)/= € V, nutne aj

(tl, tg) S ﬂ =.
= je kongruencia na 7, (X).
T (X))= €V
Predpokladajme naopak, ze t; = to pre vSetky kongruencie = na 7;(X) také, ze 7, (X)/= € V.
Nech o = (A, (f)jer) € V je algebra ¢: X — A je zobrazenie. Faktorova algebra 7 (X)/ker @ je
potom podla prvej vety o izomorfizme izomorfna podalgebre im @ algebry 7. KedZe je teda V varieta
a o/ €V, musi byt aj Z-(X)/kerp € V, z ¢oho podla nasho predpokladu vyplyva (t1,t2) € ker,
t. j. P(t1) = B(t2). Kedze je zobrazenie p: X — A Tubovolné, zistujeme, ze &7 |= t1 = to; a kedze je
Tubovolna aj algebra & € V, je t1 =~ to € Idx (V). O]

Poznamka 2.6.13. V predchadzajicom tvrdeni je predpoklad, Ze V je varieta, zbytocne silny — vyuzili
sme totiz iba uzavretost V na operatory S a I.

Faktorizacia algebry .7;(X) podl'a kongruencie Id x (V) intuitivne zodpoveda stotozneniu vSetkych
termov, ktoré moZno jeden z druhého ziskat tak, Ze postupne nahradime niekolko ich podtermov
wekvivalentnymi“ termami; ,ekvivalencia® termov t;,to tu pritom znamené, Ze pre nejaké zobrazenie
¢: X = T7(X) aidentitu t) =t} € Idx (V) je p(t}) = t1 a B(ty) = to, alebo naopak. Vzhladom na to,
ze identita ¢} = t, je splnené vo vSetkych algebrach variety V, nie je prekvapivé, ze faktorova algebra
Z:(X)/Idx (V) bude mat vlastnost univerzalneho zobrazenia sformulovani v nasledujicom tvrdeni.

Tvrdenie 2.6.14. Nech V je lubovolnd varieta algebier typu 7 a X je mnoZina premennijch takd, Ze
X N7 = 0. Pre lubovolni algebru o/ = (A, (f)ser) € V a lubovolné zobrazenie ¢: X — A potom
existuje prave jeden homomorfizmus algebier ¢: I:(X)/1dx (V) — o taky, Ze pre vSetky x € X je
o(v(x)) = p(x), kde v: 7-(X) — Z:(X)/Idx (V) je prirodzend projekcia.
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Dékaz. Podla vety 2.4.4 mozno zobrazenie ¢: X — A rozsirit na homomorfizmus ¢: 7 (X) — &
taky, ze pre vSetky = € X je ®(z) = @(z). Podla prvej vety o izomorfizme je 7 (X)/kerg = imp
a z uzavretosti variet na operatory S a I tak dostavame 7;(X)/kerp € V. Z tvrdenia 2.6.12 preto
Idx (V) C ker @. Ak teda definujeme ¢: T7(X)/Idx (V) — A pre vietky ¢ € T;(X) ako

@ (Ithaxn) =20 (2.2)

pdjde nielen o korektne definované zobrazenie, ale aj o homomorfizmus ¢: 7;(X)/Idx(V) — <,
pretoze pre vietky f € T aty, ...ty € Z7(X) je

=9 <fyT(X)(t17 . 7ta(f))) = f&{ (@(tl)a s 7¢(ta(f))) =

= f ( ([tl]ldx(v)> P <[ta(f)]ldx(v))) :

Platnost rovnosti
p(v(x)) = o(z)
pre vietky x € X je bezprostrednym dosledkom (2.2) a rovnosti $(z) = ¢(x) pre vietky = € X.
Zostava teda uz len dokazat jedine¢nost homomorfizmu ¢. Strukturalnou indukciou vSak lahko
dokéazeme, ze z pozadovanej rovnosti ¢(v(z)) = ¢(x) pre vietky x € X vyplyva aj ¢(v(t)) = @(t)
pre vietky ¢t € Z;(X), ¢o uz je len inym vyjadrenim definicie (2.2) homomorfizmu ¢. O]

Prave dokézanu vlastnost univerzalneho zobrazenia moZzno vyjadrit aj komutativnostou nasleduja-
ceho diagramu, v ktorom ¢: X — Z;(X) je vloZenie X do 7, (X).

Algebra 7, (X)/Idx (V) sa pritom nazyva aj (relativne) volnou V-algebrou alebo algebrou volnou vo V.
Volnymi algebrami sa eSte budeme zaoberat podrobnejsie. AvSak uveden4 terminolégia uz predpokladéa
platnost nasledujiceho tvrdenia.

Tvrdenie 2.6.15. Nech V je lubovolnd varieta algebier typu 7 a X je mnoZina premennijch takd, Ze
X N7t =0. Potom Z.(X)/Idx (V) € V.

Dokaz. Nech K je mnozina vSetkych kongruencii = na 7 (X) takych, ze Z7;(X)/= € V. Vdaka
tvrdeniu 2.6.12 potom pre vSetky (t1,t2) € Idx (V) musi byt aj t; = to pre vSetky = € K a naopak ak
(t1,t2) € Idx(V), musi existovat kongruencia = € K taka, ze t; # t2. To znamen4, %e homomorfizmus

v Zo(X)/1dx (V) = [ %(X)/=,

=eK
dany pre vsetky ¢t € 7, (X) ako
6 (Hlay) = (= | =€ K),

je dobre definovany a injektivny. Algebra 7, (X)/Idx (V) je teda izomorfna podalgebre sucinu algebier
z V, a teda musi aj sama patrit do V. O
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Lema 2.6.16. Nech V je varieta algebier typu 7 a X je nekonecnd mnoZina takd, e X N1 = ().
Potom V = [Idx(V)]-.

Doékaz. Zrejme V C [Ildx(V)]; zostava teda uz len dokazat opa¢ni inklaziu V O [Idx(V)]. Nech
o/ € [Idx(V)]. Vdaka nekonecnosti mnoziny X potom aj & € [Ida(V)], ¢ize o |= Ida(V). Spe-
cidlne pre vyhodnocovaci homomorfizmus eval, : 7 (A) — & tak pre vSetky t; =~ to € Id4(V) do-
stavame evaly (t1) = evaly(t2), z ¢oho Id4(V) C kereval,. Podobne ako v dokaze tvrdenia 2.6.14
tak mozeme definovat homomorfizmus ¢: 7;(A4)/Ida(V) — & predpisom o([t]iq,(v)) = evaly(t)
pre vietky t € Z;(A). Homomorfizmus ¢ je pritom surjektivny, pretoZze vyhodnocovaci homomorfiz-
mus eval,, je surjektivny. To znamené, Ze &7 je homomorfnym obrazom algebry 7;(A)/Id (V). Avsak
Z:(A)/Id4(V) € V podla tvrdenia 2.6.15 — preto &7 € V a lema je dokazana. O

Mézeme pristipit k formulécii Birkhoffovej vety o varietach, vdaka vete 2.5.6 ¢asto nazyvanej aj
Birkhoffovou HSP vetou. Pdjde uz pritom o bezprostredny dosledok tvrdeni dokazanych vyssie.

Veta 2.6.17 (Birkhoffova veta o varietach). Nech C je trieda algebier typu 7 a X je nekonecnd mnoZina
takd, Ze X N1 = (. Potom je C varieta prive vtedy, ked existuje mnozina identit T C T;(X) x Z-(X)
takd, ze C = [T7]-.

Dékaz. Ak je C varieta, podla lemy 2.6.16 dostavame C = [Idx(C)],. Ak naopak C = [T'] pre nejakua
mnozinu identit 7' C 7 (X) x Z;(X), musi byt C varieta podla lemy 2.6.11. O

Priklad 2.6.18. Grupoidy, pologrupy, monoidy, grupy, polozvizy, polokruhy, okruhy, zvizy a vekto-
rové priestory tvoria variety algebier svojho typu.

Priklad 2.6.19. Polia netvoria varietu algebier, pretoze napriklad R je pole, ale R x R uz pole nie je;
trieda v8etkych poli teda nie je uzavreta na suciny.

Priklad 2.6.20. Pre lubovolny typ 7 evidentne existuje prave jedna trividlna varieta V = [z ~ y]
pozostévajica z prave vSetkych trivialnych algebier typu 7 a — v pripade, Ze typ 7 neobsahuje Ziaden
nuldrny opera¢ny symbol — z prazdnej algebry typu 7. Zvysné variety nazyvame netrividlnyms.

2.7 Podvariety

Definicia 2.7.1. Nech V je varieta algebier typu 7. Podvarietou variety V nazveme [ubovolni varietu
W algebier typu 7 taki, ze W C V.

Ak je W podvarieta variety V, pre vietky mnoziny premennych X spliajice X N7 = () je evidentne
Idx (V) C Idx (W). Citatel pritom l'ahko dokaze, ze

Tr(X)/ldx (W) = (Z-(X)/1dx (V)) / 1dx (W) /ldx (V) ,

kde Idx(W)/Idx (V) = {[tiliaxv) = [t2liaxv) | 1 = t2 € Idx(W)} — ide tu o 3pecidlny pripad
tzv. tretej vety o izomorfizme. To znamené, ze ak V = [T] a W = [U] pre nejaké mnoZiny iden-
tit U D T, je varieta W ako podvarieta variety V jednoznac¢ne urcené obrazmi jednotlivych identit
z U pri prirodzenej projekcii v: Z;(X) — Z;(X)/Idx (V). V mnohych pripadoch ako tento obraz
dostaneme [t]iq, (v) = [tlia,(v) Pre nejaky term ¢ € 7 (X). Takto sa teda di — za predpokladu, ze
sa pohybujeme pod varietou V — mnoZina identit potrebna na opis variety W podstatne zredukovat.
Ak ozna¢ime vyslednii mnoZinu identit ako U’, moZeme pisat

W = [U]y,

pricom v pripadoch, ked je z kontextu zrejmé, Ze sa pohybujeme pod varietou V, budeme pisat iba
W = [U’]. Namiesto o podvarietach variety V pritom ¢asto budeme hovorit o varietach V-algebier;
ak Specialne V pozostava z algebier nejakého znameho typu, napr. zo vSetkych pologrip, monoidov,
grup, okruhov, atd., budeme hovorit o podvarietach tychto variet ako o varietach pologrip, monoidov,
grip, okruhov, atd.
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Priklad 2.7.2. Komutativne pologrupy tvoria varietu pologrip danu (vo variete vietkych pologrip)
ako [ry =~ yx]. Ako varieta algebier typu (2) st ale dané ako [z(yz) =~ (zy)z, zy =~ yz].

Priklad 2.7.3. Monoidy netvoria varietu pologrup, pretoze netvoria dokonca ani varietu typu (2).
To je zrejmé napriklad z toho, ze podpologrupa (N '\ {0}, +) monoidu (N, +,0) chapaného ako polo-
grupa (N, +), nie je monoid. Trieda vSetkych monoidov chapanych ako pologrupy teda nie je uzavreta
na podalgebry a tym padom nemoze tvorit varietu.

2.8 Vol'né algebry

BliZsie sa teraz pozrime na pojem wolnej algebry v nejakej triede algebier C. Pripomenme si najprv
jeho definiciu prostrednictvom vlastnosti univerzalneho zobrazenia.

Definicia 2.8.1. Nech C je trieda algebier typu 7 a X je mnoZina taki, ze X N7 = (). Hovorime,
ze algebra .7 (X) € C je volnd v triede C nad mnozinou X vzhladom na zobrazenie ¢: X — F(X),
ak pre Iubovolnt algebru &7 = (A, (f“)ser) € C a Iubovolné zobrazenie p: X — A existuje préve
jeden homomorfizmus algebier p: % (X) — &7 taky, ze pre vietky x € X je (i(x)) = ¢(x).

Poznamka 2.8.2. V pripade, Ze trieda C obsahuje algebru s nosnou mnozinou kardinality aspon | X/,
musi byt pre kazdu algebru volnt v C nad X prislusné zobrazenie t: X — % (X) evidentne injektivne —
t. j. musi ist o vloZenie X do .7 (X). To je okrem iného pripad algebier volnych v Tubovolnej netrividlne;
variete nad Tubovolnou mnozinou X.

Z oddielu 2.6 vieme, Ze v kazdej variete algebier V existuje nad kazdou mnozinou X spliiajacou
X N7 = 0 volna algebra 7;(X)/Idx (V). To vysvetluje pojem ,volna* algebra: rovnosti medzi jej
prvkami st vyhradne dosledkami identit, ktoré musia platit v ktorejkol'vek algebre z V; prvky tak nie
s viazané ziadnymi d'alsimi ,,zbytoénymi* rovnostami.

Na rozdiel od variet nemusi kazda trieda algebier obsahovat volnu algebru. DokdZeme teraz, Ze
kedykol'vek v nejakej triede volna algebra nad X existuje, je tato dané jednoznac¢ne aZ na izomorfizmus.
Vdaka tomu nie je potrebné v stuvislosti s voInymi algebrami explicitne uvadzat zobrazenie ¢.

Tvrdenie 2.8.3. Nech C je trieda algebier typu 7 a X je lubovolnd mnoZina takd, Ze X N1 = (.
AZ na izomorfizmus potom v C existuje najviac jedna volnd algebra F#(X) nad mnoZinou X.

Doékaz. Uvazujme Tubovolni dvojicu volnych algebier .Z#(X),.#'(X) v triede C nad mnoZinou X,
kde .7 (X) je volna vzhladom na ¢: X — Z(X) a .Z'(X) je volna vzhladom na ¢/: X — F'(X).
Skonstruujeme izomorfizmus medzi .Z (X) a Z#'(X).

7 definicie volnych algebier vyplyva, Ze k zobrazeniam ¢ a ' moZno uvazovat homomorfizmy
Vi F(X) = F(X)at: F(X) = F(X) také, ze komutuji nasledujiice diagramy.

X —*t 5 F(X) X —*t 5 F(X)

~.

!
!
!
!
I —
!
!
!
!
|
v

7(X) 7(X)
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Teraz 101/ o1 =701 =1, z oho vdaka jednoznac¢nosti homomorfizmu i: .% (X) — .Z (X) splhajtuceho
i(t(z)) = t(x) pre vietky x € X dostéavame

1ol = idg(x) (23)

V' =1V o1 =1,z ého vdaka jednozna¢nosti homomorfizmu /: .#'(X) — .%'(X) splhajaceho

(0]
J((x)) = (x) pre vietky x € X dostavame

Vol = ldg;/(X) (24)

Z rovnosti (2.3) a (2.4) bezprostredne vyplyva, Ze 7 a ¢/ st vzajomne inverzné bijekcie; kedze sti¢asne
ide o homomorfizmy, je «/ hladanym izomorfizmom z #(X) do #'(X). O

Dokazeme teraz, ze vo variete je volna algebra % (X) nad mnozinou X vzdy generovana obrazmi
prvkov X pri uvazovanom zobrazeni z X do .%(X), ktoré ¢asto stotoziiujeme priamo s prvkami X.°
To vysvetluje, preco sa Casto hovori aj o volnej algebre nad mnoZinou generdtorov X.

Tvrdenie 2.8.4. Nech V je varieta algebier typu T a X je mnoZina takd, Ze X N7 = (). Volnd algebra
F(X) vo V vzhladom na zobrazenie v: X — #(X) je potom generovand mnoZinou v(X).

Doékaz. Pre volnt algebru vzhladom na zobrazenie « musi platit .7 (X) = 7 («(X))/Id,(x)(V), pricom
izomorfizmus zobrazuje «(z) na [¢(x)]1g, x)(v)- KedZe je mnozinou ¢(X) generovana algebra 77 (1(X)),
je zrejmé, ze jej faktorova algebra Z;(¢(X))/Id,(x)(V) musi byt generovand mnozinou v(¢(X)), kde
v: 7 (X)) = Z2(u(X))/Id,(x)(V) je prirodzena projekcia. Tym paddom musi byt mnozinou ¢(X)
generované aj algebra .7 (X). O

2.9 Priklady vol'nych algebier

Uvedme si teraz niekol'ko dolezitych prikladov voInych algebier vo varietach. Uzitoénym cvi¢enim moZze
byt pre kazda z nich dokazat, Ze skutocne ma vlastnost univerzilneho zobrazenia v prislusnej variete.
V nasledujicom uz pre identity namiesto notacie t; =~ ty pouzivame obvyklejSiu notaciu t; = ts.

Priklad 2.9.1. Pre v8etky pripustné mnoZiny X je volngm monoidom nad X monoid (X*,-, &) viet-
kych slov nad abecedou X, ktora vSak moze byt aj prazdna alebo nekoneéna. Vieme uz totiz, Ze
pre 7 = {-,1} s a(:) = 2 a a(1) = 0 musi ist o algebru 7, (X)/Ildx ([z(yz) = (zy)z,zl = z, 1z = z]).
To ale znamena, ze v termoch typu 7 nad X stotoznime vSetky podtermy typu ti(tat3) s (t1t2)ts
a vSetky podtermy typu t1 alebo 1t s t. Zostani nam tak iba neprazdne slova zloZené z premennych
mnoZiny X a neutralny prvok 1, ktory méZzeme oznacit aj ako . Pre X = () obsahuje volny monoid
nad X iba préazdne slovo € a pre jednoprvkovi mnoZinu X je izomorfny s monoidom (N, +,0).

Priklad 2.9.2. Pre vietky pripustné mnoziny X je volnd pologrupa nad X dana ako (XT,-), teda ako
pologrupa vsetkych neprazdnych slov nad X. Musi totiz ist o algebru 7, (X)/Idx([z(yz) = (zy)z])
pre 7 = {-} s a(-) = 2, pri¢om po stotozneni vSetkych termov typu ¢1(tat3) s (t1t2)ts nam zostanu
iba neprazdne slova nad mnozinou X. Volna pologrupa nad ) je prazdna a nad jednoprvkovym X je
izomorfna s (N\ {0}, +).

9To znamena, Ze ked vezmeme podalgebru .#(X) generovant tymito prvkami, dostaneme kompletnt algebru .Z(X).
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Priklad 2.9.3. Volny grupoid nad X je jednoducho algebra termov 7, (X) pre 7 = {-} s a(:) = 2.
Ide teda o grupoid vSetkych ,,plne uzatvorkovanych“ neprazdnych slov nad abecedou X. Tie mozno
interpretovat aj ako binarne stromy, ktorych listy zodpovedaji premennym z X a ktorych vnitorné
vrcholy zodpovedaji jednotlivym aplikdciam binarnej operacie -. Volny grupoid nad () je prazdny
a nad jednoprvkovou mnozinou ho mozno chépat ako grupoid vSetkych binarnych stromov s jedinym
druhom listov.

Priklad 2.9.4. Volng komutativny monoid dostaneme z volného monoidu tak, Ze stotoznime vSetky
slova typu uv a vu. To znamena, ze poradie jednotlivych pismen v slovach prestane byt dolezité a jedinou
podstatnou vlastnostou sa stane pocet vyskytov jednotlivych pismen v danom slove. Ako taky je volny
komutativny monoid X izomorfny monoidu (N¥, 4, 0) a pre kone¢né mnoziny X s |X| = k monoidu
(N*, +,0).

Priklad 2.9.5. Opis volnej grupy je o nie¢o komplikovanejsi, nez tomu bolo v predchéadzajucich pri-
kladoch. Grupy st algebrami typu (2,1,0) resp. 7 = {-, 1,1} s a(:) = 2, a("}) =1 a a(1) = 0.
Uvazujme Tubovolnti mnozinu X spliiajicu X N7 = (), ktortt mézeme chapat ako (vo vSeobecnosti
aj prazdnu alebo nekone¢nti) abecedu. Polozme X! := {a™! | @ € X} a bez ujmy na vieobecnosti
predpokladajme, ze X N X! = ). Pre dvojicu slov u,v € (X U X~ 1)* polozime u — v, ak existujt
slova z,y € (X UX1)* aa € X také, e u = raa 'y a v = zy, alebo u = za"lay a v = xy. Slovo
z € (X UX~Y* nazveme redukovangm, ak neexistuje ziadne slovo 2’ takeé, ze x — .

Je teraz potrebné dokazat, ze ak u —* v; a u —* vy, kde v1 a vy su redukované slova, tak
v1 = vg. To vyplyva z nasledujicej vlastnosti konfluencie: ak x — y1 a © — ys, tak existuje z také, ze
y1 = z a yo =" z (kde hviezdicku by sme skuto¢nosti vzdy mohli nahradit jednotkou alebo nulou).
Tato vlastnost plati preto, lebo existuju iba dve moZnosti, ako mozu elementarne redukcie x —
a x — 1o vyzerat: bud ide o redukcie ,neprekryvajucich sa dvojic* a v takom pripade moZno po jednej
vzapéti vykonat ta druhi, alebo sa redukované dvojice prekryvaju (¢i uz na jednom alebo obidvoch
pismenéch) a v takom pripade y; = yo2. Tvrdenie o jednozna¢nosti redukovaného slova potom mozno
dokazat indukciou vzhladom na |u|. Pre u = € tvrdenie evidentne plati; ak je teraz slovo u neprazdne
au— u; —* v, u — us —* vg, su slova uy a us kratsie ako u a vztahuje sa na ne indukény predpoklad
znamenajuci, ze vetky redukované slové, ktoré mozno ziskat z wuq, si st navzajom rovné a podobne
pre uo. Vdaka vlastnosti konfluencie ale existuje z také, ze u1 —* z a us —* z a vietky redukované
slova, ktoré mozno ziskat ¢i uz z u; alebo z ug tak musia byt rovné redukovanému slovu, ktoré mozno
ziskat zo z. Ak slova uq,us ako vysSie neexistuji, musi byt redukovanym samotné slovo u.

Ozna¢me pre vietky = € (X U X1)* ako o(z) redukované slovo takeé, ze x —* o(x). Volnt grupu
Fx nad mnozinou X potom moZno opisat ako mnozinu {o(x) | * € (X U X 1)*} s nasledujtcimi

operaciami: o(z)o(y) = o(zy) pre vietky z,y € (X UX~1)* a ak
o(x) =ai'...a;"
pre ai,...,a, € X aey,...,e, € {1,—1}, tak
o(x) ™t =a, ... .a]"".

Binarna operacia je dobre definovana — ak totiz o(x) = o(2') a o(y) = o(v'), tak o(zy) = o(2'y’), lebo

zy —* o(x)o(y) = o(z')o(y) «* 2y

a teda
o(zy) = olo(z)o(y)) = ele(x')e(y)) = o(a'y').
Z predpisu o(x)o(y) = o(xy) je potom evidentna asociativnost binarnej operacie. Neutralnost prazd-
neho slova je evidentni a rovnako evidentna je aj skutoénost, ze o(x)~! je pre vietky x € (X U X~ 1)*
dobre definované, pricom o(z)o(x)~! = o(z) lo(x) = ¢.
Dokaz vlastnosti univerzalneho zobrazenia volnej grupy prenechévame ¢&itatelovi ako cvicenie.
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Priklad 2.9.6. Volnu komutativnu grupu nad X ziskame z volnej grupy Fx stotoZnenim vsetkych re-
dukovanych slov o(z) a o(y) pre z,y € (X UX~1)* lisiace sa iba v poradi pismen z X UX ~!. Z kazdého

/

el e ! e
1,62 2 en " €n
.atray,

redukovaného slova z Fiy pritom moZno permutéciou jeho pismen ziskat slovo a{'a; 'a5?ay 2
pre nejaké ay,...,a, € X aey,...,en, €, .., e, €N; redukované slovo prislachajice k tomuto slovu je
teda dané ako a?_e/l a;2_8/2 e a,i”_e%. Jediné, na ¢om teda vo vysledku zalezi, je pre kazdé a € X rozdiel
poétu vyskytov pismena a a po¢tu vyskytu pismena a~'. Skrz izomorfizmus teda zistujeme, Ze volnou

komutativnou grupou nad X je (Z¥,+,0), pricom pre koneéné X s |X| = k ide o grupu (Z*, +,0).

Priklad 2.9.7. Volny polokruh nad X z algebry termov J(s 9.0,0)(X) = (T(2,2,0,0)(X), +, -, 0, 1) ziskame
stotoZnenim vsetkych dvojic termov, ktoré po dosadeni vhodnych podtermov za premenné tvoria Tava
a pravu stranu niektorej polokruhovej identity. Vd'aka distributivnosti mézeme uvazovat iba sicéty saci-
nov prvkov X U{0, 1} (kazdu zatvorku vieme roznésobit). Vdaka multiplikativnej strukttre polokruhu
moZno chéapat suciny prvkov X U{0,1} ako prvky X* U {0} a vdaka jeho aditivnej struktare sa sucty
stcinov prvkov X U{0, 1} dané iba po¢tom vyskytov kazdého zo slov v X* ako ¢lenu v stucte. Zistujeme
teda, Ze volnym polokruhom nad X je polokruh nekomutativnych polynémov N{X*).

Priklad 2.9.8. Volng okruh nad X vznikne z voIlného polokruhu pridanim aditivnych inverznych
prvkov a stotoznenim vsetkych polynémov typu w+ (—w) a (—w) + w pre nejaké w € X* s 0. Volnym
okruhom je teda okruh nekomutativnych polynémov Z(X™*).

Priklad 2.9.9. Vo volnom komutativnom okruhu navy$e stotoznime tie slova w € X*, ktoré sa lisia iba
v poradi jednotlivych pismen. Zistujeme teda, ze volnym komutativnym okruhom je okruh vSetkych ko-
mutativnych polynémov o premennych z X a s koeficientmi v Z. Pre koneént mnozinu X = {z1,...,z;}
je teda volnym komutativnym okruhom nad X bezny okruh polynémov Z[x1, ..., x|

Priklad 2.9.10. Zrejme existuja iba dve variety typu 7 = () — varieta vSetkych mnozin [()] a trividlna
varieta najviac jednoprvkovych mnozin [z = y]. Lahko pritom vidiet, Ze vo variete vSetkych mnozin
[0] st nad I'ubovolnou mnozinou X volné prave vsetky mnoziny kardinality | X|.

Priklad 2.9.11. Volné pole — ¢ize volna algebra v triede vietkych poli — neezistuje. Keby totiz
pre nejaké X takéto pole F(X) = (F(X),+,-,0p(x), lp(x)) existovalo, musel by pre kazdé iné pole
K = (K, +, -, 0k, 1x) existovat homomorfizmus ¢: F(X) — K. To ale nie je moZné, pretoze homomor-
fizmy poli zachovavaju charakteristiku pola. Skutoc¢ne: keby bola charakteristika pola F(X) rovna
p € N\ {0}, bolo by p - 1gx) = Op(x), a teda aj p- 1x = p- ¢(lrx)) = @(p - lrx)) = ¢(Or(x)) = Ok,
takze charakteristika pola K by urcite delila p; kedZe je charakteristika pol'a navySe vzdy prvodciselné,
bola by nutne rovné p. Keby bola charakteristika pola IF(X) nulova, bolo by s-1g(x # Op(x) pre vietky
s € N\ {0}, a teda aj s- 1x = s - ¢(lp(x)) = ¢(s - lp(x)) # Ok, pretoze homomorfizmy poli zobrazujt
nenulové prvky na nenulové. Charakteristika pola K by teda tiez bola nulova.

Vol'né pole teda skuto¢ne neexistuje, ¢o mozno vdaka tvrdeniu 2.6.15 chapat aj ako alternativny
dokaz skutoc¢nosti, ze trieda vSetkych poli netvori varietu algebier.

2.10 Prezentacie algebier

Nech V je varieta algebier typu 7. Pre vietky mnoziny X spliajice X N7 = () potom V obsahuje
volnu algebru % (X) = Z;(X)/Idx (V). Pod prezentaciou V-algebry </ budeme v principe rozumiet
jej zadanie v podobe faktorovej algebry volnej algebry .% (X) podla nejakej kongruencie =; avSak s tym,
ze sta¢i zadat mnozinu generatorov X a l'ubovolnt binarnu relaciu R C % (X) x .#(X) generujicu
kongruenciu =. Prezentdciou V-algebry 7 teda rozumieme I'ubovolny zapis tvaru

o = (X | R)
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vyjadrujici, Ze
d = F(X)/(R)z(x)-
Pri pouziti tejto notécie je potrebné, aby bolo z kontextu zrejmé, pod ktorou varietou V sa pohybujeme.
Jedna prezentacia moze v roznych varietach zjavne opisovat rozne algebry. Prvky (z,y) relacie R
budeme obyc¢ajne zapisovat ako rovnosti x = y; podobne ako pri identitach ale treba mat na paméti,
ze nejde o beznu relaciu rovnosti na .#(X).
Nasledujtce jednoduché tvrdenie hovori, Ze kazdua algebru je v principe mozné zadat prezentéciou.

Tvrdenie 2.10.1. Nech V je varieta algebier typu T obsahujica pre vsetky mnoZiny X spliiajice
X N7 = 0 volni algebru F(X). Nech o/ € V je algebra. Potom existuje mnoZina X spliiajica XN1 = ()
a bindrna relicia R C #(X) x F(X) takd, Ze

o = (X | R).

Dékaz. Nech o = (A, (f“)fer). Zvolme X = A a
R= {f(al,...,aa(f)) =a | feT; a,a1,...,aq5) € 4 f”(al,...,a&(f)) = a}.

Lahko vidiet, ze F(A)/(R) 7 a) = . O

Prezentacia pouzita v dokaze uvedeného tvrdenia samozrejme nema vobec ziaden prakticky vyznam,
kedZe algebru /' opisujeme pomocou nej samotnej. UZitoné sa predovietkym konecné prezentdcie
algebier — CiZe prezentacie, v ktorych je kone¢na ako mnozina generdtorov X, tak aj relacia R; algebry,
ktoré mozno zadat konefnou prezentaciou, nazyvame aj konecne prezentovatelngmi. Ak je v takom
pripade X = {aj,...,ap} a R={x1 =y1,...,Zm = Ym}, piSeme prezentaciu vicsinou v podobe

A ={a1,...,0n | T1=Y1, . Ton = Ym)-

NajcastejSie sa prezentaciami zadavaja grupy, monoidy a pologrupy. V nasledujicom sa teda bliZsie
zameriame na pripad monoidov. Za¢nime niekolkymi jednoduchymi prikladmi. Ak budeme hovorit, Ze
je nejaky monoid zadany nejakou prezentéiciou, budeme mat vicSinou na mysli ,,aZz na izomorfizmus®.

Priklad 2.10.2. Prezentacia (a | a = 1) zadava monoid Z,, ktory je sucasne aj cyklickou grupou.

Priklad 2.10.3. Prezentécia (a | a™ = a") pre n < m zadava monoid znazorneny na obrazku 2.3.

n+2

a

Obr. 2.3: Monoid (a | a™ = a™). Sipky znazoriiujt nasobenie prvkom a.

Priklad 2.10.4. Prezentacia (a,b | ab = ba) zadava volny komutativny monoid (N2, +,0).

Priklad 2.10.5. Prezentacia (a, b, c | ab = ba) zadava monoid ,slov* nad abecedou {a, b, ¢}, v ktorych
navzijom komutuji pismené a a b. Takéto ,Ciastoéne komutativne slova“ sa zvyknd nazyvat aj stopy.
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UkéZeme teraz, Ze prezentécie monoidov st v principe ekvivalentné prepisovacim systémom na-
zyvanym aj polothueovskymi (angl. semi-Thue systems). Ide o dvojice (X, R), kde X je I'ubovolna
mnozina neobsahujuca - a 1 (chapana ako abeceda, ktora ale moze byt aj nekoneéné alebo préazdna)
a R C X* x X* je nejaka binarna relacia na sloviach nad X. Pre u,v € X* potom piSeme u —g v —
pripadne iba u — v — ak existuje (z,y) € R a slova uj,us € X* také, 7ze u = ujrug a v = uyyus. Prvky
R nazyvame prepisovacimi pravidlami a relaciu — relaciou kroku odvodenia.

Ak ozna¢ime <— reflexivno-tranzitivno-symetricky uzaver bindrnej relacie — na X*, evidentne
dostavame kongruenciu generovant relaciou R. Pri prezentacii (X | R) teda stotoziiujeme prave vietky
dvojice slov u,v také, ze v polothueovskom prepisovacom systéme (X, R) je u 0.

Definicia 2.10.6. Polothueovsky prepisovaci systém (X, R) nazveme:

a) Konfluentnym, ak pre vietky z,u,v € X* spliajice r —* v a x —* v existuje z € X* takeé, Ze
u—*zav—"z

b) Lokdlne konfluentnym, ak pre vsetky x,u,v € X* spliajice © — u a x — v existuje z € X* také,
Zeu—*zav—o"z.

¢) Majicim Churchovu-Rosserovu vlastnost, ak pre vietky u,v € X* spliajice u < v existuje
x € X* také, ze u " x av =" x.

d) Terminujicim, ak neexistuje ziadna nekone¢na postupnost slov xi,x9,x3,... nad abecedou X
takych, ze x1 — x9 — 3 — ...

Tvrdenie 2.10.7. Polothueovsky prepisovact systém (X, R) je konfluentny prdve vtedy, ked md tento
systém Churchovu-Rosserovu vlastnost.

Doékaz. Predpokladajme najprv, Ze je systém (X, R) konfluentny. Pre vietky u,v € X* splhajice
u +— v existuje n € N také, Ze u +— v. Indukciou vzhladom na n dokaZeme existenciu z € X* takého,
Zeu =" xav —=*r. Ak n =0, nutne u = v a mozno vziat napriklad £ = u = v. Predpokladajme
teraz, ze tvrdenie plati pre n = k a uvazujme n = k + 1. Ak u AR v, tak existuje w € X* také, ze
bud u < w — v, alebo u *s w < v. V oboch pripadoch existuje vdaka indukénému predpokladu
y € X* také, ze u =" y a w —* y. Ak pritom u L w— v, existuje vdaka konfluencii z € X* také,
eu—*y—*rav—*T. Aku(LuM—v, mame priamo u —* y aj v =% y.

Ak ma naopak prepisovaci systém (X, R) Churchovu-Rosserovu vlastnost, musi byt aj konfluentny,
pretoze zjavne u <— v kedykolvek stcasne z —* u a z —* v. O

Je teda zrejmé, Ze pokial je polothueovsky systém sucasne konfluentny — to jest ma Churchovu-
Rosserovu vlastnost — a terminujuci,'% existuje pre kazda triedu C € X*/ <~ kongruencie <— prave
jedna ,normalna forma“, ¢ize prave jedno slovo w € X* také, ze u —* w pre vSetky u € C. Prepisovaci
systém, ktory sme pouZili pri konstrukcii volnej grupy, mal evidentne tieto vlastnosti. Vy&Sie sme
pritom dokazali, Zze kedykolvek zodpoveda prezenticii monoidu konfluentny a stcasne terminujtci
polothueovsky systém, mozno tento monoid ekvivalentne opisat aj ako monoid ,normalnych foriem*
tried kongruencie <—s.

Vlastnost konfluencie vSak vo vSeobecnosti nepatri k lahko overitelnym. Zide sa preto nasledujica
charakterizacia terminujicich konfluentnych systémov.

10Taketo prepisovacie systémy sa niekedy nazyvaja aj konvergentngmi.
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Tvrdenie 2.10.8. Nech (X, R) je terminujici polothueovsky systém. Potom je systém (X, R) konflu-
entny prdve vtedy, ked je lokdlne konfluentny.

Dékaz. Kazdy konfluentny systém je priamo z definicie sticasne aj lokalne konfluentny. Zostéva teda
dokazat, Ze terminujuci lokalne konfluentny polothueovsky systém je konfluentny. Nech je teda systém
terminujuci a lokilne konfluentny a za tcéelom sporu predpokladajme, Ze nie je konfluentny. Potom
existuju x,u,v € X* také, ze x —* u, x =¥ v a sufasne neexistuje ziadne z € X* také, Ze zaroven
u—* zav—* z. KedZe je systém terminujuci, méZeme navyse predpokladat, ze pre vietky w € X*
také, ze * —T w, st odvodenia z w konfluentné; to jest ak w —* v’ a w —* v/, existuje 2/ € X*
spliajice u/ —* 2/ a v/ —* 2.

Ak ale v takom pripade © — x1 =" v a x — x2 —* v, z lokdlnej konfluencie dostdvame existenciu
y € X* takého, 7e 1 —* y a xo —* y. Sucasne ale vdaka konfluentnosti odvodeni za¢inajicich v x;
a r9 dostavame existenciu slov y1,y2 € X™* takych, Ze u —* y1 a sucasne y —* y1 a v =™ yy a sucasne
y —* yo2. Z konfluentnosti odvodeni za¢inajicich v y napokon dostavame existenciu z € X* takého, ze
stucasne

x =1 ="y ="y =" 2, a teda aj u—"y ="z
a
x = xe ="y ="y =7 2, a teda aj v ="y =" 2.
To odporuje naSmu predpokladu o neexistencii takéhoto z. O

Ako dalsi priklad koneéne prezentovaného monoidu teda moézeme pridat — napriek tomu, Ze sa da
dokéazat, Ze grupy netvoria varietu monoidov — volni grupu.

Priklad 2.10.9. Nech X je mnozina neobsahujica -, 1, nech X ! = {a! | a € X} a bez ujmy
na vieobecnosti predpokladajme, ze X N X~! = (. VoIna grupu Fx nad X potom mézeme zadaft
ako konec¢ne prezentovany monoid Fxy = (X UX ! | R), kde R = {aa™! = 1,a7ta =1 | a € X}.
Kongruencia generované relaciou R sa niekedy nazyva aj Dyckovou kongruenciou.

Priklad 2.10.10. Nech X je mnoZina neobsahujica -, 1, nech X ' ={a"! |a€ X} a XN X! =.
Monoidom z istého pohladu podobnym volnej grupe je takzvany bicyklicky alebo involutivny monoid
nad X dany prezentaciou Py = (X UX ' | S) pre S ={aa"! =1 | a € X}; ,normalnymi formami“
sd tu teda slova neobsahujuce ziadne ,,dobre uzatvorkované“ podslova, pretoZze tie mozeme stotoznit
s prazdnym slovom. Kongruencia S sa nazyva aj Samirovou kongruenciou a bicyklicky monoid samotny
mozno pouZit aj na opis zasobnikovych automatov.
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Kapitola 3
Algebraicka teoéria jazykov I

V tejto kapitole sa zameriame na niektoré najelementarnejsie vysledky davajice do stvisu formalne
jazyky s pologrupami a monoidmi; vybudujeme tak zéklady algebraickej tedrie jazykov. K algebraickej
teorii jazykov sa neskdr eSte vratime v suvislosti so skiimanim variet jazykov. Odporac¢anym ¢itanim
k tejto kapitole je [10, 13, 14].

3.1 Rozoznavanie jazykov monoidmi

K viacerym uz znamym charakterizaciam racionalnych — alebo regularnych — jazykov teraz pridame
dalgiu: ukdzeme, Ze ide prave o takzvané rozoznatelné jazyky, ¢ize jazyky rozoznéavané homomorfizmami
z volnych do koneénych monoidov.

Definicia 3.1.1. Nech X je abeceda, L C ¥* je jazyk, M je monoid a ¢: ¥* — M je homomorfizmus
monoidov. Hovorime, Ze jazyk L je rozozndvany homomorfizmom @, ak existuje mnozina F' C M taka,
7e L = p~1(F). V takom pripade tiez hovorime, Ze L je rozozndvany monoidom M.

Jazyk rozoznévany homomorfizmom ¢: >* — M teda pre nejakt mnozinu F' C M pozostiva
z prave vSetkych slov w € ¥* takych, ze p(w) € F. Nasledujice jednoduché tvrdenie ukazuje, Ze
v skutoc¢nosti staci overit jednu $pecialnu mnozinu F'.

Tvrdenie 3.1.2. Nech L C X* je jazyk a p: ¥* — M je homomorfizmus monoidov. Potom je jazyk L
rozozndvany homomorfizmom ¢ prive vtedy, ked L = ¢~ (p(L)).

Dokaz. Ak L = ¢~ (p(L)), stati za F zvolit mnozinu ¢(L). Ak naopak existuje mnozina F' C M taka,
7e L = ¢ 1(F), tak p(w) € F pre vietky w € L a p(w) ¢ F pre vietky w ¢ L — pre vietky w € X*
teda o(w) € F prave vtedy, ked ¢(w) € o(L) a L = o (F) = o~ 1(o(L)). O

Bez obmedzenia na monoid M nie je trieda jazykov rozoznavanych homomorfizmami ¢: ¥>* — M
nijak zaujimava — lubovolny jazyk L C ¥* totiz mozno vyjadrit ako L = idg*l(L), kde idy«: 3% — X* je
identicky homomorfizmus na volnom monoide X*. Zaujimavejsia zac¢ne byt situacia v momente, ked sa
obmedzime na homomorfizmy do konecngch monoidov. Jazyky rozoznavané takymito homomorfizmami
nazveme rozoznatelnymi.

Definicia 3.1.3. Nech X je abeceda. Jazyk L C X* nazveme rozoznatelnym, ak existuje konecny
monoid M a homomorfizmus monoidov ¢: ¥X* — M rozoznavajici jazyk L. Mnozinu vSetkych rozo-
znatelnych jazykov nad abecedou ¥ oznacujeme Rec(3*).

Jazyk L C ¥* je teda rozoznatelny v pripade, Ze existuje kone¢ny monoid M a homomorfizmus
©: X* — M tak, ze L = ¢ 1(F) pre nejakt mnozinu F C M, ¢o podla tvrdenia 3.1.2 nastane prave
vtedy, ked L = ¢~ 1(p(L)). Ak teda pozname kone¢nti mnozinu F = (L), mozno prislugnost slov
do jazyka L kontrolovat tak, Ze dané slovo zobrazime homomorfizmom ¢ a zistime, ¢i je jeho obraz
prvkom F'.
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Priklad 3.1.4. Pre ¥ = {a,b} je jazyk L = {w € ¥* | |w|, = 0 (mod 2)} rozoznatelny. Evidentne
totiz L = ¢~1(0) pre homomorfizmus ¢: ¥* — (Zg, +,0) dany ako ¢(a) = 1 a p(b) = 0; tento predpis
urcuje jednoznacne dany homomorfizmus vdaka tomu, ze ¥* je volny monoid nad X.

Priklad 3.1.5. Kazdy kone¢ny jazyk L C ¥* je rozoznatelny. Nech n € N je Tubovolné prirodzené
¢islo také, ze pre vietky w € L je |w| < n. Potom mozeme uvazovat monoid (X" U {0}, 0,¢), kde bez
ujmy na vSeobecnosti predpokladame, ze 0 ¢ X%,

n
ESTL — Zk,
Y

a pre vietky u,v € =" U {0} je

w  ak u,v € X" a |u| + |v| < n,
uov = .
0 inak.

KedZe je monoid ¥* volny nad ¥, existuje homomorfizmus ¢: ¥* — (X="U{0}, o, €) taky, e pre vietky
ceXjep(c)=c,akn>1ayp(c) =0,akn =0. Ak potom L interpretujeme ako podmnozinu monoidu
(25" U {0}, 0,¢), evidentne L = ¢~ 1(L).

Uvazujme teraz beznym sposobom definovany deterministicky koneény automat A = (Q, %, 9, qo, F)
nad abecedou X, kde @ je konednd mnozZina stavov, §: @@ X X — @ je prechodova funkcia, ¢y € @
je pociatocny stav a F' C ( je mnozina koncovych stavov. Prechodovi funkciu 6 mozno rozsirit
na zobrazenie 4 : Q x ¥* — @ nasledujucim sposobom: pre vSetky ¢ € @ je 5((], g) = q a pre vietky
qgEQ, zeXaceije S(Q,xc) = (5(5(q,x),c). Jazyk rozozndvany automatom A potom modzeme
definovat aj ako

Al == {w € ©* | §(qo, w) € F}.

Je pritom zrejmé, Ze takto definované zobrazenie ) je pravou akciou monoidu X* na mnozine Q:
pre vietky g € Q je S(q,a) =qa S(Q,xy) = 3(5(q,a:),y) pre vietky z,y € ¥*. MdZeme teda namiesto
) pouzivat aj notaciu, ktora je pre akcie monoidov na mnozinach bezna: namiesto S(Q,x) pre ¢ € Q
ax € X* budeme Casto pisat aj ¢-x, pripadne mdéZzeme namiesto - pouzivat nejaky variant tohto symbolu,
napriklad o, e, - s indexom a pod. Samotny automat potom piSeme aj ako paticu A = (Q, %, -, qo, F).

V tomto momente ale pre nas buda dolezitejSie zobrazenia, ktoré vzniknii zo zobrazenia 5 zafi-
xovanim druhého argumentu. Pre vietky x € X* tak budeme pisat §,: Q — @ pre zobrazenie dané
pre vietky g € @ ako 0,(q) = 5(q, x). Pre vietky z,y € ¥* potom evidentne dyy = d, 0 0z, kde o
oznacuje bezné skladanie zobrazeni.

Definicia 3.1.6. Nech A = (Q, X, 9, qo, F') je deterministicky kone¢ny automat. Prechodovgm mono-
idom automatu A nazveme kone¢ny monoid (7 (A),-,d:), kde T(A) = {6, | + € ¥*} a pre vietky
T,y € X je 0y - Oy := gy = 0y 0 0.

Poznamka 3.1.7. Napriek tomu, ze zapis T(A) = {0, | = € ¥*} pripomina definiciu nekonecnej
mnoziny, je monoid 7 (A) skuto¢ne vzdy kone¢ny: kazdé 0, je totiz zobrazenim z @) do @ a vsetkych
takychto zobrazeni je len koneéne vela.

Lema 3.1.8. Nech A = (Q,%,0,q0, F) je deterministicky konecny automat. Monoid T (A) potom
rozozndva jazyk ||.A||.

Dékaz. Uvazujme homomorfizmus ¢: ¥* — T (A) dany pre vietky ¢ € ¥ ako ¢(c) = .. Indukciou
potom lahko dokaZeme, Ze pre vietky x € ¥* musi byt ¢(x) = d,. Potom

Al = o™ ({60 | w € T dulq) € F}),

pretoze = € ||A|| prave vtedy, ked S(qo,x) € F, ¢ize ked 0,(qo) € F. To nastane prave vtedy, ked je
o(x) = d, zobrazenim z mnoZiny {0, | w € ¥*; 0, (q0) € F'}. O



Algebraicka teoéria jazykov 1 63

Nech je teraz ¥ abeceda, (M,-,1) koneény monoid a ¢: ¥* — M homomorfizmus monoidov.
Pre vietky F' C M potom mozeme uvazovat koneény automat Ay, p = (M, %, e, 1, F') taky, Ze pre vietky
seMaceXjesoec=s-p(c).

Lema 3.1.9. Nech X je abeceda, (M,-,1) konecny monoid a ¢: ¥* — M homomorfizmus monoidov.
Automat A, g potom rozozndva jazyk ¢~ (F).

Dokaz. Nech w € ¥*. Indukciou mozno lahko dokazat, ze 1 e w = p(w). Potom w € || Ay || prave
vtedy, ked 1 e w = p(w) € F, ¢ize ked w € o~ 1(F). O

Veta 3.1.10. Nech ¥ je abeceda a L C X* je jazyk. Potom je jazyk L rozoznatelny prdve vtedy, ked
L = || A|| pre nejaky deterministicky koneény automat A.

Dokaz. Ak je jazyk L rozoznatelny, existuje koneény monoid M, homomorfizmus ¢: ¥* — M a mno-
Zina F C M tak, ze L = ¢~ '(F). Podla lemy 3.1.9 potom L = ||A,, r||. Ak naopak L = |.A|| pre nejaky
deterministicky kone¢ny automat A, je podla lemy 3.1.8 jazyk L rozoznavany koneénym prechodovym
monoidom 7T (A). O

Dokazali sme teda rovnost tried rozoznatelnyjch a raciondlnych jazykov: pre vsetky abecedy X je
Rec(¥*) = Rat(X*), kde ako Rat(X*) mozeme oznacit mnozinu vietkych racionalnych jazykov nad abe-
cedou ¥ — za definiciu racionalnosti jazyka tu moézeme vziat napriklad jeho opisatelnost racionalnym
vyrazom, Co je samozrejme ekvivalentné rozoznatelnosti deterministickym koneénym automatom.

Dévod na rozliSovanie medzi pojmami ,rozoznatelny* a ,racionalny” — oboje moZno v kontexte
jazykov nahradit aj zauZzivanym terminom ,reguldrny“ — mé korene v skutocnosti, Ze ekvivalencia
rozoznatelnosti a racionéalnosti prestane platit v pripade, ked zacneme namiesto jazykov — ¢ize pod-
mnoZin volného monoidu — skiimat podmnoziny veobecnych monoidov. Takéto zovieobecnenie méze
byt motivované napriklad skimanim prekladov, jazykov stép, a pod. Ukazuje sa, Ze pre podmnoziny
monoidov je prirodzenym spésobom definovana rozoznatelnost pomocou homomorfizmov do kone¢nych
monoidov stale ekvivalentna rozoznatelnosti vhodnou obdobou deterministickych kone¢nych automa-
tov, definovanych pomocou pojmu akcie monoidu na mnozine. Neplati vSak ekvivalencia tychto dvoch
druhov rozoznatelnosti s realizovatelnostou nedeterministickymi kone¢nymi automatmi nad monoidmi
— pre monoid (M, -, 1) ide o 2} -automaty! nad polokruhom (2,U,-,0,{1}) — ktoré st vSak stale ek-
vivalentné racionalnym vyrazom, a teda realizuju prave racionalne podmnoziny monoidu M.

O rozoznatelnych a racionalnych podmnoZzinidch monoidov resp. pologrip sa moZno doéitat napri-
klad v [14, 13].

3.2 Rozoznavanie jazykov pologrupami

Podobne ako rozoznavanie l'ubovolnych jazykov (koneénymi) monoidmi mozno definovat aj rozoznava-
nie jazykov neobsahujicich prazdne slovo — ¢ize podmnoZin volnej pologrupy X1 pre nejakt abecedu
¥ — (kone¢nymi) pologrupami. Jazyk L C X%t tak nazveme pologrupovo rozoznatelngm, ak existuje
konec¢na pologrupa S a homomorfizmus pologrip ¢: ¥t — S taky, ze L = ¢~ (F) pre nejakt mnozinu
F C S, alebo ekvivalentne L = ¢~ (¢(L)).

Analogicky k prechodovym monoidom mo6Zzeme definovat aj prechodovi pologrupu T+ (A) determi-
nistického kone¢ného automatu A = (Q, X, 4, qo, F') — jej prvkami budt opét zobrazenia ¢, s rovnakou
operéciou ako pri T (A), aviak v tomto pripade pre vietky z € ¥ 1. Ak teda neexistuje Ziadne z € X1
také, Ze d, = J., pojde o podpologrupu monoidu 7 (.A) na nosnej mnozine danej ako 7T (A) \ {0c};
v opa¢nom pripade pojde o monoid 7 (A) samotny (chapany ako pologrupa). Konstrukcia automatu
A, r sa da evidentne upravit aj pre pologrupy — jedinym podstatnym rozdielom je, Ze namiesto po-
¢iatocného stavu daného neutralnym prvkom monoidu je potrebné pridat novy pociatoény stav, ktory
nikdy nemoze byt akceptacny. Z uvedenych uvah vyplyva platnost nasledujucej vety.

'Pod 2} tu rozumieme mnozinu vietkych koneénych podmnozin mnoziny M.
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Veta 3.2.1. Nech ¥ je abeceda a L C X7 je jazyk. Potom je jazyk L pologrupovo rozoznatelny prdve
vtedy, ked L = ||A||\ {e} pre nejaky deterministicky konecny automat A.

Trieda v8etkych pologrupovo rozoznatelnych jazykov je v ocakdvanom vztahu k triede vSetkych
rozoznatelnych jazykov. Ak teda budeme pracovat modulo prazdne slovo, nemusime rozoznatelnost
a pologrupovi rozoznatelnost jazykov vobec rozliovat — zatial.

Tvrdenie 3.2.2. Nech X je abeceda a L C X* je jazyk. Potom je jazyk L rozoznatelny prdve vtedy, ked
je jazyk L\ {e} C XT pologrupovo rozoznatelny.

Dokaz. Vyplyva bezprostredne z charakterizacii pomocou koneénych automatov. Uvedme eSte dokaz
¢isto pomocou pologriip a monoidov. Ak je jazyk L rozoznatelny, existuje kone¢ny monoid M a mo-
noidovy homomorfizmus ¢: ¥* — M taky, 7ze L = ¢ 1(F) pre nejaké F' C M. Monoid M mozno
studasne povazovat aj za pologrupu, pri¢om homomorfizmus ¢ urcéuje pologrupovy homomorfizmus
@ls+: BT — M. Zrejme potom L\ {e} = <p|£i(F) Ak je na druhej strane jazyk L\ {e} rozoznavany
homomorfizmom ¢: X" — S pre nejaki koneént pologrupu S, moézeme uvaZovat monoid S U {1},
kde 1 je novy neutralny prvok a definovat homomorfizmus ¢;: £* — S U {1} predpismi ¢;(e) = 1
a p1(w) = p(w) pre vietky w € ©F. Ak L\ {e} = ¢~ 1(F) pre nejaki mnozinu F C S, evidentne
L= (FU{1}) alebo L = ¢; '(F) podla toho, & L obsahuje alebo neobsahuje prazdne slovo. [

Pozorovania u¢inené v tomto oddiele sa sice mozu opravnene zdat trividlnymi, av8ak rozdiel medzi
rozoznavanim pologrupami a monoidmi zohrava v algebraickej teorii jazykov prekvapivo doélezitd tlohu
pri klasifikacii podtried rozoznatelnych jazykov. To je ale problematika, ktorou sa budeme zaoberat az
v samom zévere tohto semestra. V nasledujicom budeme pracovat predovSetkym s monoidmi.

3.3 Rozoznatelné jazyky, kongruencie a pravé kongruencie

Ak je jazyk L C ¥* rozoznavany homomorfizmom ¢ do kone¢ného monoidu, musi byt rozoznavany
aj nejakym surjektivnym homomorfizmom do koneéného monoidu — obraz im ¢ homomorfizmu ¢ je
totiz monoid. V kapitole o univerzélnej algebre sme navyse argumentovali, Ze surjektivne homomorfizmy
a kongruencie si len dvoma odlisnymi pohladmi na ten isty objekt: pre surjektivny homomorfizmus
p: X — M, kde M je monoid, je ker p = {(u,v) € ¥* x * | p(u) = ¢(v)} kongruencia na ¥* a fak-
torovy monoid ¥*/ker ¢ je izomorfny monoidu M. Ak je naopak = kongruencia na ¥*, je prirodzena
projekcia v: ¥* — ¥* /= surjektivnym homomorfizmom.

Obr. 3.1: Pripomenutie stvisu kongruencii a surjektivnych homomorfizmov.
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Ak st teda surjektivny homomorfizmus ¢: 3* — M a kongruencia = na >.* v opisanej koresponden-
cii, st triedy kongruencie = prave jazykmi typu ¢ ~!(s) pre nejaké s € M. To znamen4, ze L = ¢~ 1(F)
pre nejaké F' C M prave vtedy, ked je L zjednotenim tried kongruencie = prislichajicich k ¢~!(s)
pre s € F. Jazyk L C ¥* je teda rozozndvany homomorfizmom ¢ prdve vtedy, ked kongruencia =
nasycuje L, t. j. prave vtedy, ked je L zjednotenim niekol'kych tried kongruencie =. Poznamenajme
napokon, Ze kone¢nost monoidu M sa na kongruencii = prejavi tym, Ze tato bude konecného indexu
— ¢ize rozklad ¥* podla nej bude pozostavat iba z konecného poctu tried. Surjektivne homomorfizmy
volného monoidu X* do koneéného monoidu teda zodpovedaji kongruencidm konecéného indexu na X*.

Mozno este o nieco povedomejsim bude ¢itatelovi stvis medzi deterministickymsi koneénymi auto-
matmi bez nedosiahnutelnych stavov a pravymi kongruenciami® koneéného indexu na ¥*. Pripomeime
si, ze pravou kongruenciou na »* rozumieme relaciu ekvivalencie = taku, ze pre vsetky w,v,z € ¥X*
splhajice u = v je aj ur = vz. Pre kazdy deterministicky koneény automat A = (Q, %, -, qo, F') modzeme
na X* definovat relaciu =4 pre vSetky u,v € ¥* ako

U=V prave vtedy, ked qo-u=qp-0.

Ocividne ide o prava kongruenciu, pretoze qo - u = qo - v evidentne pre vSetky z € X* implikuje
qo - ur = qo - vx. To je zndzornené aj na obrazku 3.2. NavySe musi ist o relaciu kone¢ného indexu,
pretoZe existuje bijekcia medzi jej triedami a dosiahnutel nymi stavmi automatu A: kazda trieda pravej
kongruencie =4 pozostéava, pre nejaky dosiahnutelny stav ¢ € @Q, z prave vSetkych slov w € ¥* takych,
ze qo - w = q. Dosledkom tieZ je, ze prava kongruencia =4 nasycuje jazyk [|.A|| — tento jazyk tak musi
byt dany zjednotenim tried pravej kongruencie = 4.

Obr. 3.2: Relacia =4 je prava kongruencia.

K Tubovolnej pravej kongruencii kone¢ného indexu = na ¥* naopak moézeme skonstruovat deter-
ministicky kone¢ny automat A= = (¥*/=,3, -, [¢]=, F) tak, Ze pre vietky © € £* a ¢ € ¥ polozime
[z]= - ¢ = [xc]=. Vdaka vlastnosti pravej kongruencie je tato definicia skuto¢ne nezavisla od vyberu
reprezentantov a vdaka kone¢nosti indexu pravej kongruencie = je automat A= kone¢ny; kazdy stav
automatu A= je dalej evidentne dosiahnutelny. Je teraz jasné, ze Tubovolny jazyk L nasyteny pravou

kongruenciou =,
L=J[wl

weL

mozeme vyjadrit ako L = ||A|| v pripade, ze vezmeme
F ={[w]z|we L}

Podobne ako st teda rovnakymi objektmi nazeranymi z roznych uhlov pohladu kongruencie ko-
necného indexu na X* a surjektivne homomorfizmy zo ¥* do kone¢nych monoidov, si odlisnymi po-
hladmi na ten isty objekt aj deterministické konecné automaty bez nedosiahnutelngch stavov a pravé
kongruencie na X* konecného indezu. Dokazali sme tak dalsie dve charakterizacie rozoznatelnych —
¢i racionalnych — jazykov.

2Niekedy nazyvanymi aj sprava invariantngmi reldciami ekvivalencie.
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Veta 3.3.1. Nech ¥ je abeceda a L C 3* je jazyk. Potom si nasledujice turdenia ekvivalentné:
(1) Jazyk L je rozoznatelny.
(ii) Jazyk L je nasyteny kongruenciou konecného indexu na X*.

(#i7) Jazyk L je nasyteny pravou kongruenciou konecného indexu na 3*.

Kazdéa kongruencia je pritom evidentne aj pravou kongruenciou — ak pritom o kongruencii uva-
Zujeme ako o pravej kongruencii, v principe ide o rovnaky prechod ako v predchadzajicom oddiele
od kone¢ného monoidu k deterministickému kone¢nému automatu.

Podobné charakterizacie ako vyssie by bolo mozné odvodit aj v kontexte pologrup — akurat by bolo
viade potrebné zamenit X* za X7,

3.4 Syntaktickd kongruencia a prava syntaktickd kongruencia

Nech L C ¥* je jazyk a © € ¥* je slovo. Kontextom slova x v jazyku L nazveme Tubovolnu dvojicu
(u,v) € ¥*x X* taka, ze uxv € L. Pravym kontextom slova x v L nazveme slovo v € ¥* také, ze xv € L.
Pre mnoziny vSetkych resp. vSetkych pravych kontextov slova x v L budeme pouzivat oznacenie Cr,(z)
resp. C (z) prevzaté z [13]| — ¢ize

(z)

Cp (u,v) € ¥* x ¥* | uazv € L},
ClL(z)

=
={veX*|zvel}
Obdobne by sme mohli zaviest aj pojem l'avého kontextu.

Definicia 3.4.1. Nech ¥ je abeceda a L C ¥* je jazyk. Syntaktickou kongruenciou jazyka L nazveme
binarnu relaciu ~, C ¥* x 3* taku, ze pre vietky x,y € ¥* je x ~, y prave vtedy, ked Cr(z) = Cr(y).
Pravou syntaktickou kongruenciou jazyka L nazveme binarnu relaciu ~7 C ¥* x X* taki, Ze pre vSetky
x,y € ¥* je x ~7 y prave vtedy, ked C7 (z) = C’ (y).

Reléacie ~p, a ~' obidve o¢ividne nasycuji jazyk L — staci totiz vziat zjednotenie tried pozostéva-
jucich zo slov x € ¥* takych, ze (¢,¢) € Cr(z) resp. € € CT (z).

Tvrdenie 3.4.2. Pre kazZdy jazyk L C X* je ~1, kongruencia a ~% pravd kongruencia.

Dokaz. Na dokaz, ze je ~p kongruencia, sta¢i ukazat, Ze ide sucasne o Tavu a pravi kongruenciu.
Uvazujme teda 'ubovolna dvojicu slov z,y € £* spliajicich « ~f, y a lubovolné z € ¥*. Podmienka
x ~p y je ekvivalentna rovnosti Cr(z) = Cp(y) a na dokaz vztahov zz ~p yz a zx ~ zy musime
ukazat, ze Cr(xz) = Cr(yz) a Cr(zz) = Cr(zy). Uvazujme ale Tubovolné (u,v) € Cr(zz). Potom
(u,zv) € Cr(x) = CL(y), a teda (u,v) € Cr(yz). Zvy3né tri inkliuzie sa dokazu analogicky.

Podobne dokaZeme, Ze ~ je prava kongruencia. Nech z,y € X* st také, Ze x ~7 y a z € ¥*
je Tubovolné. Z z ~% y mame Cj (z) = C)(y); potrebujeme dokazat rovnost C}(zz) = C7(yz).
Uvazujme ale TubovoIné v € C7 (zz). Potom zv € C’ (z) = C’ (y), a teda v € C7 (yz); opacna inkltzia
sa dokaze symetricky. O

Je evidentné, Ze ak nejaka relacia ekvivalencie na 3* nasycuje jazyk L C ¥* —jazyk L sa da vyjadrit
ako zjednotenie ¢asti jej tried ekvivalencie — tak je jazyk L nasyteny aj l'ubovolnou jemnejsou® relaciou
ekvivalencie. Z nasledujtcej vety vyplynie, Ze ~p, je najhrubSou kongruenciou na ¥* nasycujicou L.

3To jest menSou v zmysle mnoZinovej inklizie.
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Veta 3.4.3. Nech ¥ je abeceda, L C ¥* je jazyk a = je kongruencia na X*. Kongruencia = potom
nasycuje jazyk L prdve vtedy, ked je = zjemnenim kongruencie ~y, — c¢iZe ked = C ~,.

Doékaz. Nech = nasycuje L a z,y € X* st slova také, ze x = y. KedZe je relacia = kongruencia, musi
aj pre vSetky u,v € ¥* byt uzv = uyv. Kongruencia = ale nasycuje jazyk L, ¢o znamené, ze uzv € L
prave vtedy, ked uyv € L. V dosledku toho (u,v) € Cp(z) prave vtedy, ked (u,v) € Cr(y), z ¢oho
Cr(z) =CL(y), a teda x ~f, y.

Ak naopak = C ~, ide o zjemnenie reldcie nasycujicej L a z pozorovania uc¢ineného pred vyslo-
venim dokazovanej vety vyplyva, Zze = musi tiez nasycovat L. Ul

Podobne moézeme dokazat, Ze pre vSetky L C ¥* je ~7 najhrubsou pravou kongruenciou na X*
nasycujicou jazyk L.

Veta 3.4.4. Nech X je abeceda, L C ¥* je jazyk a = je pravd kongruencia na ¥X*. Pravd kongruencia
= potom nasycuje jazyk L prave vtedy, ked je = zjemnenim pravej kongruencie ~ — ¢iZe ked = C ~7 .

Dokaz. Ak x = y, z vlastnosti pravej kongruencie dostavame aj xv = yv pre vietky v € ¥*. Kedze
teraz = nasycuje jazyk L, je zv € L prave vtedy, ked yv € L — to jest v € C}(x) prave vtedy, ked

v € CJ (y). Preto C’ () = C}(y), a teda  ~} y. Ak naopak = C ~ , musi prava kongruencia = ako
zjemnenie relacie ekvivalencie nasycujtcej L tiez nasycovat L. O

Bezprostrednym doésledkom nasich predchadzajicich tuvah je Myhillova-Nerodova veta. Niekedy sa
za sucast tejto vety povazuju aj zistenia nasledujtuceho oddielu.

Veta 3.4.5 (Myhill, Nerode). Nech ¥ je abeceda a L C ¥* je jazyk. Potom si nasledujice tvrdenia
ekvivalentné:

(1) Jazyk L je rozoznatelny.

(i1) Jazyk L je nasyteny kongruenciou konecného indexu na X*.

(ii7) Kongruencia ~p, je konecného indezu.

(iv) Jazyk L je nasyteny pravou kongruenciou konecného indexu na %*.
(v) Pravd kongruencia ~} je konecného indezu.

Dokaz. Podla vety 3.3.1 st ekvivalentné tvrdenia (i), (éi) a (iv). Tvrdenie (i77) trividlne implikuje (7).
Ak naopak plati (ii) a L je nasyteny kongruenciou kone¢ného indexu =, musi byt podla vety 3.4.3

relacia = zjemnenim kongruencie ~: ak je teda konecéného indexu kongruencia =, musi byt koneé-
ného indexu aj kongruencia ~. Podobne tvrdenie (v) trividlne implikuje tvrdenie (iv), kym opacna
implikicia vyplyva z vety 3.4.4. O

Poznamenajme eSte, Ze konec¢nost indexu pravej kongruencie ~} sa da vyjadrit aj pomocou kvo-

cientov: index relacie ~7 je konecny prave vtedy, ked je kone¢na mnozina pravych kontextov
{C(z) | z € ¥*}.
Aviak evidentne C’ (z) = 271L, kde 27! L oznacuje lavy kvocient jazyka L podla z. Triedy pravej

kongruencie ~} teda zodpovedajt avym kvocientom jazyka L podla slov a index pravej kongruencie
~7 je kone¢ny préave vtedy, ked je kone¢na mnozina kvocientov {x71L | 2 € ¥*}.
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3.5 Syntakticky monoid a minimalny automat

Definicia 3.5.1. Nech X je abeceda a L C X* je jazyk. Syntaktickym monoidom jazyka L na-
zveme monoid My, = ¥*/~p a syntaktickym homomorfizmom jazyka L nazveme prirodzenu projekciu
vy, ¥ — E*/NL.

KedZe relacia ~j, nasycuje jazyk L, je zrejmé, Ze syntakticky homomorfizmus v;, — a tym padom
aj syntakticky monoid My, — rozoznava jazyk L. Lubovolny monoid izomorfny syntaktickému monoidu
My, budeme tiez nazyvat syntaktickym monoidom jazyka L.

Skuto¢nost, Ze ~, je najhrubsia kongruencia rozoznavajuca jazyk L, ma svoje vyjadrenie aj v reci
monoidov — hovorf o iom nasledujtca veta. Hovorime, ze monoid M deli monoid N, ak je monoid M
homomorfnym obrazom podmonoidu monoidu N.

Veta 3.5.2. Nech X je abeceda a L C X* je jazyk. Syntakticky monoid My, potom deli vSetky monoidy
rozozndvagice jazyk L. Jazyk L je teda rozoznatelny prdave vtedy, ked je jeho syntakticky monoid My,
konecnyj.

Dékaz. Nech N je monoid rozoznévajuci jazyk L. Potom existuje homomorfizmus ¢: ¥* — N rozo-
znavajuci L. Uvazujme namiesto neho homomorfizmus ¢': ¥* — im ¢ taky, Ze pre vietky w € X*
je ¢'(w) = ¢(w). Tento surjektivny homomorfizmus potom tiez rozoznava L, z ¢oho ker ¢’ C ~j.
Podl'a prvej vety o izomorfizme navyse im ¢ = im ¢’ = ¥*/ ker ¢/, pricom moézeme definovat projekciu
P X/ ker ¢/ — 3*/~p pre vietky w € ¥* predpisom

(4 ([w]kerp/) = [’LU]NL.

Syntakticky monoid My = ¥*/~p je teda homomorfnym obrazom podmonoidu im ¢ monoidu N,
a teda monoid M7y, deli monoid N. Druh4 cast vety je zrejma. O

Podobne ako syntaktickej kongruencii zodpovedé syntakticky homomorfizmus a predovsetkym syn-
takticky monoid, zodpovedé pravej syntaktickej kongruencii minimdlny automat — v pripade rozozna-
telnosti jazyka L stac¢i pouzit koreSpondenciu medzi pravymi kongruenciami kone¢ného indexu a de-
terministickymi koneénymi automatmi z oddielu 3.3 a pozriet sa na prava syntakticka kongruenciu
~" ako na automat.? Pre rozoznatelny jazyk L je tak jeho minimalny automat (a7 na izomorfizmus)
jednozna¢ne danym automatom s najmensim poctom stavov rozoznavajicim jazyk L. AvSak minima-
lita automatu tu znamené e$te o niefo viac: minimalny automat pre rozoznatelny jazyk L moZno
z lubovolného deterministického konecného automatu rozoznavajuceho L ziskat pripadnym odstrane-
nim nedosiahnutelnych stavov a naslednym stotoZznenim niekol'kych dvojic stavov. Takéto stotoZnenie
stavov mozno aj sformalizovat a ¢asto sa nazyva homomorfizmom automatov.

Veta 3.5.3. Nech ¥ je abeceda, L C X* je rozoznatelny jazyk a A je minimdlny automat rozozndvajici
jazyk L. Potom T(A) = Mj,.

Dékaz. Uvazujme prechodovy monoid (7 (A),-,d:) minimélneho automatu A = (Q,%,-, qo, F') pre
jazyk L, ktory je dany takto:
TA) ={6: Q= Q| xeX*},

kde pre vietky x € ¥* a g € Q je 0,(q) = q - x; pre vietky =,y € ¥* pritom J - §y = dzy.
Dokazeme, ze pre vietky x,y € ¥* je 0, = J, prave vtedy, ked = ~p y. Predpokladajme totiz
najprv 0, = 0, a uvazujme lubovolné (u,v) € Cr(x). Potom uxv € L, o znamena, ze

qo-uzv = ((qo-u) ) -v=_(q0-u) y) v=qo uyv € F.

4V skuto¢nosti mozno minimalny automat definovat aj pre nerozoznatelné jazyky — v takom pripade ale tento automat
bude mat nekonecne vel'a stavov.
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Preto aj (u,v) € Cr(y) a kedze je (u,v) € Cp(z) Iubovolné, je Cr(x) C Cpr(y); opacni inklaziu
mozno dokazat rovnakym sposobom. Dostavame teda rovnost Cp(z) = Cp(y) a vdaka nej aj vztah
T ~r Y.

Nech naopak x ~, y. Za ti¢elom sporu predpokladajme, Ze 6, # d,. Potom existuje ¢ € @) také, Ze
q-x # q-y. Z minimality automatu A evidentne vyplyva, Ze stav ¢ musi byt dosiahnutelny — existuje
teda w € ¥* také, ze qo - w = ¢. V dosledku toho qp - wxr # qo - wy, kym z vlastnosti kongruencie
dostavame wx ~ wy. AvSak wxr ~ wy evidentne implikuje aj wx ~} wy. To znamend, Ze stavy
automatu A nie st v bijektivnej korepondencii s triedami pravej kongruencie ~7: spor s minimalitou
automatu A.

Uvazujme teraz homomorfizmus ¢ : T (A) — M}, dany ako

Vi 0y = (7]

pre vietky x € ¥*. Z dokdzaného vyplyva, Ze ide o dobre definovani bijekciu — a teda aj o hladany
izomorfizmus. O

Celu tedriu z tohto a predchadzajiceho oddielu by iba s drobnymi rozdielmi bolo moZné preniest
aj do kontextu pologriip — mozno teda hovorit o syntaktickej kongruencii jazyka L C X1 na volnej
pologrupe YT, o syntaktickej pologrupe, a pod.

3.6 Rozoznavanie jazykov usporiadanymi monoidmi

Definiciu jazykov rozoznavanych homomorfizmami do monoidov teraz rozsirime tak, ze budeme jazyky
rozoznavat homomorfizmami do usporiadangch monoidov. Rozoznavanie usporiadanymi monoidmi ne-
bude silnejsie, nez rozoznavanie monoidmi bez usporiadania — pre kone¢né usporiadané monoidy pojde
o dalgiu ekvivalentnu charakterizéciu rozoznatelnych resp. racionalnych jazykov. Avsak jeden usporia-
dany monoid bude vo v8eobecnosti rozoznavat menej jazykov, nez ten isty monoid bez usporiadania.
Triedy kone¢nych usporiadanych monoidov teda neskér budeme moct pouZit na jemnejsiu klasifikaciu
tried rozoznatelnych jazykov, nez je mozné dosiahnut skiimanim tried neusporiadanych monoidov.

Predusporiadanim alebo kvdziusporiadanim na mnozine X rozumieme Iubovolni reflexivnu a st-
Casne tranzitivnu relaciu < C X?2. Ide teda o zovieobecnené ¢astoéné usporiadania, ktoré nemusia byt
antisymetrické. Pre kazdé predusporiadanie < na X moéZeme na X definovat relaciu ekvivalencie =
taka, Ze pre z,y € X je x = y prave vtedy, ked z < y a sacasne y =< z. Na faktorovej mnozine X /=
potom predusporiadanie < indukuje ¢iasto¢né usporiadanie < také, ze [x]= < [y]= prave vtedy, ked
z=2y.

Predusporiadania okrem ¢iasto¢nych usporiadani zovseobechuji aj relacie ekvivalencie — je totiz
evidentné, ze kazda relacia ekvivalencie je predusporiadanim, pricom indukovanym ¢iastoénym uspo-
riadanim na triedach ekvivalencie je usporiadanie rovnostou. Obdobou kongruencii pre predusporia-
dania st takzvané izotdnne predusporiadania (CastejSie nazyvané monotonnymi). Hoci by sme tento
pojem mohli zaviest aj na drovni univerzéilnej algebry, obmedzime sa teraz na definiciu izotéonneho
predusporiadania na monoide, pricom rovnaké je aj definicia pre pologrupy. Izotdnne predusporiadanie
na monoide (M, -, 1) je predusporiadanie < C M? také, Ze pre vietky a,a’,b,b’ € M splhajtce a < a'
ab=<bjea-b=<xd-V.

Definicia 3.6.1. Usporiadany monoid je Stvorica (M,-,1,<), kde (M, -, 1) je monoid a < je izotonne
¢iasto¢né usporiadanie na monoide (M, -, 1).

Kazdy monoid (M,-,1) mozno chapat aj ako usporiadany monoid (M, -,1,=). Definicia rozozna-
vania jazykov usporiadanymi monoidmi je podobné definicii rozoznévania neusporiadanymi monoidmi
— od podmnoziny F' usporiadaného monoidu ale navyse pozadujeme, aby bola nahor uzavreté.
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Definicia 3.6.2. Nech ¥ je abeceda, L C ¥* je jazyk, (M, -, 1, <) je usporiadany monoid a ¢: ¥* — M
je homomorfizmus monoidov. Hovorime, Zze homomorfizmus ¢ rozozndva jazyk L, ak existuje nahor
uzavretd mnozina F C M takd, ze L = ¢ !(F). V takom pripade tiez hovorime, Ze je jazyk L
rozozndvany usporiadanym monoidom (M, -, 1, <).

Je jasné, 7Ze jazyk L C ¥* je rozoznévany monoidom (M, -, 1) prave vtedy, ked je rozoznavany
usporiadanym monoidom (M, -, 1,=) — kazda podmnozina takéhoto usporiadaného monoidu je totiz
nahor uzavreta. Ak je navyse jazyk L rozoznavany lubovolnym usporiadanym monoidom (M, -, 1, <),
musi byt rozoznavany aj monoidom (M, -, 1). Z tychto pozorovani vyplyva, Ze jazyk L je rozoznavany
koneénym usporiadanym monoidom préave vtedy, ked je rozoznatelny (to jest racionalny).

Podobne ako surjektivne homomorfizmy zo ¥* do kone¢ného monoidu zodpovedajt — vd aka koncep-
tom jadra homomorfizmu a prirodzenej projekcie — kongruencidm kone¢ného indexu na >*, zodpovedaji
surjektivne homomorfizmy zo ¥* do kone¢ného usporiadaného monoidu izotdnnym predusporiadaniam
konec¢ného indexu na ¥*; konecnost indexu predusporiadania < pritom znamena kone¢nost indexu nim
urCenej relacie ekvivalencie, v ktorej st vSetky dvojice x,y také, Zze x < y a y = x. Je totiz zrejmé,
ze pre lubovolny homomorfizmus ¢: ¥* — (M, -, 1, <) je relacia < C X* x ¥*, pre vietky z,y € X*
danéa ako x < y prave vtedy ked ¢(z) < ¢(y), izotonnym predusporiadanim koneéného indexu: ref-
lexivnost a tranzitivnost tejto relacie si zrejmé a je izoténnost vyplyva zo skutoc¢nosti, Ze pre vSetky
z, 2’ y,y € ¥* spliajice z < 2’ ay <y je o(x) < p(a') a p(y) < ©(y), z ¢oho vdaka izoténnosti
usporiadania na M dostavame

p(zy) = e(x)e(y) < w@)ey) = o'y,

¢ize xy =< 2'y’. Pre I'ubovolné izotonne predusporiadanie < kone¢ného indexu na ¥* naopak moéZzeme
uvazovat nim uréent relaciu ekvivalencie = taka, ze x = y préave vtedy, ked x < y a zaroven y < x;
evidentne ide o kongruenciu. Faktorovy monoid ¥*/= je potom koneény a moZno na fiom uvazovat
¢iasto¢né usporiadanie < dané ako [z]= < [y]= prave vtedy, ked = < y. Toto Ciastoéné usporiadanie
je evidentne izoténne. Prirodzeni projekciu v: ¥* — ¥* /= tak moZno chapat aj ako homomorfizmus
zo ¥* do kone¢ného usporiadaného monoidu (X*/=, -, [¢]=, <).

Ak je teraz ¢: ¥X* — M homomorfizmus do usporiadaného monoidu a = je izoténne predusporiada-
nie na ¥* zodpovedajice homomorfizmu ¢ podla vyssie opisanej koreSpondencie, mozno jazyk L C ¥*
vyjadrit ako L = ¢~ (F) pre nejaki nahor uzavrett mnozinu F' C M prave vtedy, ked je L nahor uzav-
retd vzhladom na predusporiadanie <. To znamena, Ze tak ako rozoznavanie jazykov homomorfizmami
do neusporiadanych monoidov zodpovedé nasycovaniu jazykov kongruenciami, zodpovedd rozozndva-
nie jazykov homomorfizmami do usporiadanych monoidov ich uzavretosti nahor vzhladom na izoténne
predusporiadania. Pre kone¢né usporiadané monoidy pritom ide o izoténne predusporiadania koneéného
indexu.

Usporiadania moZno v kontexte rozoznévania jazykov zaviest nielen na monoidoch — alebo vSeobec-
nejsie na pologrupach — ale aj na kone¢nych automatoch.

Definicia 3.6.3. Usporiadany deterministicky koneény automat je Sestica A = (Q, X, -, qo, F, <), kde
(Q,%,-,qo0, F) je deterministicky koneény automat a < C Q? je ¢iastoéné usporiadanie na mnoZine
stavov () také, Ze pre vetky p,g € Q ac € X je p-c < ¢q- ¢ kedykolvek p < ¢ a mnozina F' je nahor
uzavretd vzhladom na <.

Je evidentné, ze I'ubovolny neusporiadany deterministicky kone¢ny automat A = (Q,%,-, qo, F)
mozno chapat aj ako usporiadany automat (Q,3,-, qo, F,=) a Ze tento automat rozoznava vsetky
jazyky rozoznévané usporiadanymi automatmi, ktoré sa s nim zhoduja na prvych piatich zlozkéch.
Jazyk je teda rozoznavany usporiadanym deterministickym koneénym automatom prave vtedy, ked je
rozoznatelny (resp. racionalny). Na kaZdom deterministickom koneénom automate A = (Q, %, -, qo, F)
navySe mozno prirodzene definovat usporiadanie pomocou budicnosti stavov — to znamené jazykov
fut(q) = {w € ¥* | ¢-w € F} pre vietky ¢ € Q: mdzeme polozit p < ¢ prave vtedy, ked fut(p) C fut(q).
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Nie je navyse tazké vidiet, Ze podobne ako neusporiadané deterministické konecné automaty bez ne-
dosiahnutelnych stavov mozno chapat aj ako pravé kongruencie kone¢ného indexu na ¥*, moZno uspo-
riadané deterministické kone¢né automaty bez nedosiahnutelnych stavov chapat ako sprava izoténne
predusporiadania na X*, ¢ize predusporiadania < C X* x 3* také, Ze pre vietky u,v,x € ¥* je ux <X vx
kedykol'vek u < v: pre usporiadany automat A = (Q, %, -, qo, F, <) mozeme polozit u < v prave vtedy,
ked qo - u < qo - v. Relacia < je potom evidentne sprava izoténnym predusporiadanim na >*. Sku-
tocnost, ze je jazyk L rozoznévany automatom .4 s nahor uzavretou mnozinou koncovych stavov F'
sa pritom odzrkadli v skuto¢nosti, Ze je mnoZina L nahor uzavreta vzhladom na <. Ku kazdému sprava
izotonnemu predusporiadaniu < takému, Ze je jazyk L nahor uzavrety vzhladom na =<, méZeme naopak
uvazovat automat (X*/=,%,- [e]z, F, <), kde = je relacia ekvivalencie uréena predusporiadanim < —
t. j. u = v prave vtedy, ked u < v a zarovei v < u. Lahko vidiet, Ze = je prava kongruencia. Pre vietky
r € ¥* a c € ¥ tak mozeme korektne definovat [z]= - ¢ = [xc]=. Za F moZeme vziat koneéntt mnozinu
F ={[z]= | # € L} a usporiadanie < moézeme definovat ako [z]= < [y]= prave vtedy, ked = < y.

Pozorovania doposial u¢inené v ramci tohto oddielu tak mozno zhrnut nasledujicou vetou.

Veta 3.6.4. Nech X je abeceda a L C 3* je jazyk. Potom siu nasledujice tvrdenia ekvivalentné:
(1

) Jazyk L je rozoznatelny.

(i1) Jazyk L je rozozndvany homomorfizmom zo ¥* do konecného usporiadaného monoidu.
)
)

(iii) Jazyk L je nahor uzavrety vzhladom na nejaké izotonne predusporiadanie konecéného indexu na 3*.

(iv) Jazyk L je rozozndvany usporiadanym deterministickym konecnym automatom.

(v) Jazyk L je nahor uzavrety vzhladom na sprava izotdnne predusporiadanie koneéného indexu na X*.

Definicia 3.6.5. Nech X je abeceda a L C X* je jazyk. Syntaktickym predusporiadanim danym jazykom
L nazveme binarnu relaciu <y C ¥* x ¥* takua, Zze pre vetky z,y € ¥* je x < y prave vtedy, ked
Cr(x) C Cr(y). Pravym syntaktickym predusporiadanim danym jazykom L nazveme binarnu relaciu
<7 C ¥* x ¥* taku, ze pre vietky z,y € ¥* je x <7 y prave vtedy, ked C7(z) C C7 (y).

Lahko mozno dokazat, Ze v prvom pripade ide o izoténne predusporiadanie a v druhom o sprava
izoténne predusporiadanie, pricom relacia ekvivalencie urcéené syntaktickym predusporiadanim je syn-
taktické kongruencia jazyka L a relécia ekvivalencie uréena pravym syntaktickym predusporiadanim je
prava syntaktickd kongruencia jazyka L. Vyznam prave definovanych predusporiadani vSak ide dalej
— medzi (sprava) izotonnymi predusporiadaniami, vzhladom na ktoré je jazyk L nahor uzavrety, zo-
hrévaji podobnu tlohu ako syntaktickd kongruencia a prava syntakticka kongruencia medzi (pravymi)
kongruenciami nasycujicimi jazyk L.

Veta 3.6.6. Nech X je abeceda, L C X* je jazyk a = je izotonne predusporiadanie na ¥*. Jazyk L je
potom nahor uzavrety vzhladom na <X prdve vtedy, ked < C <.

Doékaz. Nech je L nahor uzavrety vzhladom na < a x,y € ¥* st slova také, 7e x < y. Z izoténnosti
predusporiadania < potom aj pre vSetky u,v € ¥* dostavame uzv < uyv. KedZe je L nahor uzavrety
vzhladom na =, je uyv € L kedykolvek uzxv € L, a teda Cr(y) 2 Cp(x). Z toho vyplyva, Ze musi
platit aj x <p y.

Ak naopak <X C =< je izoténne predusporiadanie, musi byt L urc¢ite nahor uzavrety vzhladom
na <; ak totiz x € L a x <y, tak (g,¢) € Cr(x) a x < vy, z ¢oho (g,e) € Cr(y) ay € L. O

Veta 3.6.7. Nech ¥ je abeceda, L C X* je jazyk a = je sprava izotonne predusporiadanie na 3*. Jazyk
L je potom nahor uzavrety vzhladom na = prdve vtedy, ked < C <7 .

Doékaz. Podobne ako pri predchidzajtcej vete. O
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Definicia 3.6.8. Nech ¥ je abeceda a L C X* je jazyk. Usporiadanym syntaktickym monoidom jazyka
L nazveme usporiadany monoid MLS = (X*/~L,, [e]~,, <), kde [x]~, < [y]~, préave vtedy, ked x <1, y.
Prirodzena projekciu v: ¥* — ¥*/~ | chapani ako homomorfizmus do usporiadaného monoidu M S,
nazveme syntaktickiim homomorfizmom do usporiadaného monoidu.

Préave uvedena definicia teda zodpoved4 pohl'adu na syntaktické predusporiadanie ako na homomor-
fizmus do usporiadaného monoidu. Podobne sa moéZeme pozriet aj na pravé syntaktické predusporia-
danie ako na usporiadany automat a ziskame tak pojem minimdlneho usporiadaného automatu. Keby
sme navyse pre usporiadané automaty definovali ich usporiadané prechodové monoidy s usporiadanim
po zlozkach, bolo by moZzné dokézat, Ze usporiadany prechodovy monoid minimélneho usporiadaného
automatu pre jazyk L je izomorfny usporiadanému syntaktickému monoidu jazyka L.
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