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Uloha 1. Dokézte, Ze z Tubovolného rozostavenia deviatich strelcov na (Standardnej) Sachovnici
mozno vybrat dvoch strelcov tak, aby sa neohrozovali.

Riesenie. Dvaja strelci, ktori st v rovnakom stlpci, sa zjavne nemoézu ohrozovat. Na Sachovnici
je osem stlpcov, pri¢om rozostavujeme devit strelcov. Z Dirichletovho principu teda vyplyva, Ze
aspoii dvaja z tychto deviatich strelcov budi v rovnakom stipci (zobrazenie priradujiice strelcom
ich stlpec neméze byt injektivne), a teda sa nebudi ohrozovat. O

Uloha 2. Kombinatoricky (pomocou bijekcii) dokazte platnost identity
on n 5\ o
(3) =) )

Neformdlne riesenie (postacujice). Lavé strana udava podet vetkych dvojprvkovych podmnoZin
mnoziny {1,...,5n}. Na vyber takejto dvojprvkovej podmnoziny st zjavne dve moznosti:

pre vSetky prirodzené ¢&isla n > 2.

a) Obidva prvky z podmnoziny patria do {kn+1,..., kn+n} pre nejaké k € {0,...,4}. Pocet
takychto vyberov je teda (podla pravidla su¢inu) dany po¢tom vsetkych pripustnych hodnot
k vynasobenym poc¢tom vSetkych dvojprvkovych podmnoZin mnoZiny {kn +1,...,kn + n}
— Cize 5(3)

b) Jeden z prvkov podmnoziny patri do {in+1,...,in+n} a druhy do {jn+1,...,jn+n}, kde

1,7 €{0,...,4} a¢ < j. Mnozina {4, j} je teda lubovolna dvojprvkova podmnoZina mnoZiny
{0,...,4}. Pocet moznych vyberov je preto v tomto pripade dany ako stéin poctu takychto
podmnozin, po¢tu moznych vyberov prvého prvku z {in + 1,...,in + n} a po¢tu moznych

vyberov druhého prvku z {jn+1,...,jn + n} — ¢ize (;)nQ

KedZe je zrejmé, Ze pre kazdy z vyberov dvojprvkovej podmnoziny {1,...,5n} plati bud a), alebo
b) (nie vSak obe sudasne), lava strana identity sa podla pravidla saétu rovné pravej strane. [

Formdlnejsie riegenie. Lava strana udéva pocet prvkov mnoziny 5({1,...,5n}). Prava strana
reprezentuje pocet prvkov mnoziny {1,...,5} x Z5({1,...,n ) U2 ({1,...,5}) x{1,...,n}". Na
dokaz identity teda stac¢i najst bijekciu

{15 x P({1,...,n}) U P ({1,...,5}) x {1,...,n}2 — P5({1,...,5n}).
Ta moZno skonstruovat napriklad takto:

Vie{l,...,5} Ya,b} € Z({1,...,n}) : f(i,{a,b}) ={(i — 1)n+a, (i — 1)n + b},
V{i,j} € P2({1,...,5}),i<jVa,be{1,....,n}: f({i,i},a,0) ={(i — 1)n+a,(j — 1)n+ b}.
Lahko moZno overit, Ze takéto zobrazenie je skutocne bijekcia. O

Uloha 3. Nech n > 1 je prirodzené &islo. Zistite, kolko je vietkych matic A typu n x n nad Zs,
ktoré:

a) St symetrické (teda plati AT = T).
b) Obsahuja aspoii jeden nulovy riadok.

¢) Obsahuja rovnako vela jednotiek a nul.



d)

Obsahuji v kazdom riadku prave jednu jednotku.

Svoje tvrdenia stru¢ne zdovodnite.

RieSenie.

a)

27(n+1)/2 _ symetrické matice s jednoznacne urcéené prvkami na hlavnej diagonale a nad
fiou, ¢ize prvkami a;;, kde 1 < ¢ < j < n. Takychto dvojic (,j) je zjavne n(n + 1)/2
a kazdy prvok a, ; moze byt bud 0, alebo 1. Matice zo zadania st teda v bijekeii s varidciami
s opakovanim n(n 4 1) /2-tej triedy z dvoch prvkov mnoziny Zs, ktorych je presne 2(+1)/2,

o’ — (2" —1)" — pocet takychto matic je zjavne dany rozdielom poctu vietkych matic typu

n x n nad Zg (tych je ofividne 2"2) a poctu takych matic, ktoré neobsahuji ziaden nulovy
riadok. Matice bez nulovych riadkov mozno pritom reprezentovat ako n-prvkové postupnosti
nenulovych riadkov. Pocet vSetkych nenulovych riadkov je 2" — 1 a pocet ich n-prvkovych
postupnosti je preto (2" —1)".

Pre nepérne n neexistuje ziadna takato matica. Pre parne n je ich pocet dany ako (anQ) -
kazda takato matica je jednoznacne uréena vyberom n?/2 pozicii, na ktorych je jednotka.

n™ — takéto matice su v bijekcii s n-prvkovymi postupnostami riadkov obsahujucich prave
jednu jednotku. Existuje pritom n riadkov obsahujicich prave jednu jednotku, a teda n”™ ich
n-prvkovych postupnosti. O



