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Uloha 1. Nech n > 2 je prirodzené &slo. Z mnoziny {1,2,...,2n} vyberme Tubovolnych n + 2
(roznych) &isel. Dokézte, Ze medzi vybranymi ¢islami musia existovat dve, ktoré maju stcet 2n+ 3.

Riegenie. Uvazujme rozklad mnoziny {1,...,2n} na n + 1 disjunktnych podmnozin
S; ={1},
SQ = {2}7
Si={,2n—i4+3} prei=3,...,n+1.
Lahko nahliadnut, Ze skuto¢ne ide o rozklad mnoziny {1,...,2n} (mnoZiny Si,...,Sp1+1 sG po
dvoch disjunktné a ich zjednotenim je {1,...,2n}).
Vezmime teraz Tubovolnych n+2 réznych ¢isel aq, . . ., a2 z mnoziny {1,...,n+2} a uvazujme

zobrazenie f: {1,...,n+2} = {1,...,n+ 1} také, zeprei € {1,...,.n+2}a ke {1,...,n+ 1}
plati f(i) = k prave vtedy, ked a; € S (Cize ked i-te z ¢isel patri do Sg).

Podla Dirichletovho principu zobrazenie f nie je injektivne — existuje teda k € {1,...,n+ 1}
tak, ze f(i) = f(j) = k pre dvojicu réznych ¢isel 4,5 € {1,...,n + 2}.

Zjavne k > 3; v opa¢nom pripade by totiz muselo platit bud a; = a; = 1, alebo a; = a; = 2
a Cisla a;, a; by neboli rozne (spor). Existuje teda mnozina S, = {k,2n—k+3} sk € {3,...,n+1}
taka, Ze obidve &isla a; a a; patria do Sj. Z roznosti tychto ¢isel potom vyplyva, Ze jedno z nich
sa rovné k a to druhé 2n — k + 3. Ich sacet je teda 2n + 3, ¢o bolo treba dokazat. O

Uloha 2. V mesci st mince o hodnotéch 50 centov, 1 euro a 2 eurd (nekoneéne vela kusov
z kazdej). Po zatraseni meScom sa ndhodne vysypu $tyri mince. Kol'ko najmenej zatraseni meScom
je nutnych na to, aby istotne aspon dvakrat vypadla trojica minci s rovnakym siu¢tom?

Riesenie. Dokazeme, Ze je nutnych najmenej 6 zatrasend.

Vystupy zatrasenia mefcom budeme kodovat ako trojice (a,b,c) € N3, kde a je pocet vy-
trasenych 50-centovych minci, b je pocet vytrasenych 1-eurovych minci a ¢ je pocet vytrasenych
2-eurovych minci. Pre kazdu trojicu zjavne musi platit @ + b + ¢ = 4 — lahko potom vidiet, Ze
existuje presne 15 takychto trojic:

T, = (4,0,0), T = (3,1,0), T3 =(3,0,1),
Ty = (2,2,0), T5 = (2,1,1), T6 = (2,0,2),
T = (1,3,0), Ts = (1,2,1), Ty =(1,1,2),
Tio = (1,0,3), 711 = (0,4,0), T2 =(0,3,1),
T3 = (0,2,2), T4 = (0,1,3), Ti5 = (0,0,4)
Prei=1,...,15 teraz oznaéme symbolom S; mnozinu su¢tov trojic minci, ktoré vypadnu v ramci
§tvorice minci kédovanych trojicou T;. Zjavne potom
S; = {1.5}, Sy ={1.5,2}, Sz = {1.5,3},
Sy ={2,2.5}, Ss ={2,3,3.5}, Se = {3,4.5},
S7 ={2.5,3}, Sg = {2.5,3.5,4}, Sg = {3.5,4.5,5},
S0 = {4.5,6}, S11 = {3}, S12 = {3,4},
S13 = {4, 5}, S14 = {5,6}, S15 = {6}.

Teraz je potrebné dokizat dve skuto¢nosti:



a)

Pat zatrasent este nestaci. Skuto¢ne, ak napriklad postupne vypadni $tvorice minci kodované
trojicarni Tl, T4, Tlla T13 a T15, si zodpovedajﬁce IIlIlOiiIly Sl, 54, Sll7 Slg a 515 disjunktné.
Po ziadnych dvoch z tychto piatich zatraseni teda nevypadne trojica minci s rovnakym
stctom.

Sest zatrasent uZ staci. Tu vyuzijeme Dirichletov princip — trojice 77, ...,T}5 rozdelime do
piatich skupin K,..., K5 tak, aby pre Tubovolnia dvojicu trojic T;,7}; z rovnakej skupiny
platilo, Ze mnoziny S; a S; maji neprazdny prienik. Akonahle teda vypadnd aspoii dve
Stvorice minci kédované trojicami z rovnakej skupiny, nutne mozno z oboch tychto Stvoric
minci vybrat trojice minci s rovnakym suc¢tom. To je ale pri Siestich zatraseniach zarucené
vdaka Dirichletovho principu, kedZze skupin je len pat.

Zostéava teda néajst vhodné rozdelenie do skupin. Tym moZe byt napriklad
Kl :{TlaTQ,TZi}a KZ :{T43T57T7}7
K3 ={Ts,T11,T12},  Ki={13,T5,Ths},
K5 = {T0, T4, T15}.

Lahko vidiet, Ze toto rozdelenie ma poZadovani vlastnost. O

Uloha 3. gpecializovany’ strelec-expert je Sachova figurka, ktora sa moze hybat iba po diago-
nalach rovnobeznych s diagonilou al-h8. Pripustné st teda prave vSetky tahy po diagonéle
v smere ,doprava hore* alebo ,dolava dole”. Kolko najviac Specializovanych strelcov-expertov
mozno umiestnit na (Standardni) Sachovnicu tak, aby sa Ziadni dvaja neohrozovali?

Riesenie. DokaZeme, Ze na Sachovnicu moZzno umiestnit najviac 15 Specializovanijch strelcov.

a) 15 vzdjomne sa neohrozujicich strelcov-expertov este na Sachovnicu umiestnit mozno — jedno

z pripustnych rozostaveni je na obrazku 1.
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Obr. 1: Jedno z pripustnych rozostaveni 15 Specializovanych strelcov-expertov.

b) 16 vzdjomne sa meohrozujicich Specializovangch strelcov uZ na Sachovnicu umiestnit ne-

mozno. Na Sachovnici je totiz 15 diagondl rovnobeznych s a1-h8. Dvaja strelci-experti, ktori
st na rovnakej diagonale rovnobeznej s al-h8 sa nutne ohrozuju. Z Dirichletovho principu
teraz vyplyva, Ze pri Tubovolnom rozostaveni 16 $pecializovanych strelcov na Sachovnici s
asponi dvaja na rovnakej diagondle rovnobeZnej s a1-h8 (strelcov je 16, diagonal 15). Preto
sa aspon dvaja musia nutne ohrozovat. O



Uloha 4. Prehnane iniciativny strelec je Sachova figirka, ktorej jeden tah pozostava z l'ubovolného
nenulového poc¢tu tahov bezného strelca. Kolko najviac prehnane iniciativnych strelcov mozno
umiestnit na (Standardnt) Sachovnicu tak, aby sa Ziadni dvaja neohrozovali?

Riesenie. Dokazeme, Ze na Sachovnicu mozno umiestnit najviac dvoch vzdjomne sa neohrozujicich
prehnane iniciativnych strelcov.

a) Dwvoch vzdjomne sa neohrozujicich prehnane iniciativnych strelcov este na Sachovnicu umiest-
nit mozno. Lahko totiZ vidiet, Ze prehnane iniciativny strelec nikdy nemoéze zmenit farbu
policka, na ktorom stoji. Ak teda umiestnime jedného zo strelcov na biele policko a druhého
na ¢ierne, nebudu sa vzajomne ohrozovat.

b) Troch takijchto strelcov uZ na Sachovnicu umiestnit nemozno. Lahko totiz vidiet, Ze prehnane
iniciativny strelec sa z I'ubovolnej pozicie na Sachovnici vie v jednom kroku dostat na lubo-
volné policko rovnakej farby ako to povodné. Dvaja prehnane iniciativni strelci na polickach
rovnakej farby sa teda nutne ohrozuju. Z Dirichletovho principu ale o¢ividne vyplyva, Ze z lu-
bovolného rozostavenia troch prehnane iniciativnych strelcov na Sachovnici mozno vybrat
dvoch, ktori st na policku rovnakej farby, a teda sa ohrozuju. O



