RieSenia prvej sady doméacich aloh

Anna Dresslerova 21. marca 2017

Uloha 1. Mame danych osem zoZengch &isel aq,...,as € {1,...,359}. Dokazte,
ze spomedzi nich mozno vybrat dvojicu sadelitelnych ¢isel a;,a; (kde i # j).

Riesenie. Cisla ay,...,as st zlozené, preto budu urc¢ite delitelné nejakym prvo-
¢islom. Pre kazdé ¢&islo a; ndjdeme najmensSie prvocislo p;, ktoré ho deli. Cize
a; = p; X b;, kde b; > p;. Teraz sa pozrime na to, ktoré prvocisla si pripustné
pre &sla p;. Tvrdim, Ze to mozu byt len prvocisla < 1/359. Keby to tak nebolo
a my zvolime za niektoré p; nie¢o vidsie ako /359, potom aj b; musi byt aspoii
také vel'ké, ¢im ale zjavne dostavame &islo, ktoré nepatri do vyhradenej mnoziny.
Prvocisel mensich ako /359 je presne sedem: 2,3,5,7,11,13,17. Prvocislo 19 uz
nemozeme pouzit, lebo 192 = 361. Z dirichletovho principu teda dostédvema, Ze pre
aspoil dve ¢isla a;, a; (¢ # j) plati p; = p;. Inymi slovami, a; a a; st sadelitelné. [

Uloha 2. Na veéierku je n > 2 hosti. Kazdy z nich ma spomedzi ostatnych zi-
Castnenych nejaky pocet znamych (od 0 po n — 1). Plati, Ze ak host A pozna hosta
B, tak aj host B pozna hosta A. Dokazte, ze asponi dvaja I'udia na vecierku maji
rovnaky pocet znamych.

RieSenie. Mame n hosti a spolu n moznosti pre po¢et znamych (od 0 po n—1). Dalo
by sa to rozdelit tak, Ze kaZzdy host bude mat iny pocet znamych? V skutoénosti
nie. Keby to 8lo, tak mame dvoch hosti, z ktorych jeden (A) ma 0 znamych a druhy
(B) ma n — 1 znamych. KedZe host B pozné vSetkych, tak pozna aj hosta A. Zo
zadania ale musi aj host A poznat hosta B, ale to je spor s tym, Ze host A ma 0
znadmych. Moznosti 0 a n — 1 sa navyzajom vylu¢ujd, preto mame v skutoc¢nosti len
n — 1 moznosti na pocet znamych. Z dirichletovho principu potom dostavame, Ze
existuju dvaja hostia, ktori maja rovnaky pocet znamych, lebo mame n hosti a len
n — 1 moznosti pre poc¢et znamych. O

Uloha 3. Bezny Sachovy ko sa moZe v jednom fahu pohnif bud o dve policka
zvisle a o jedno policko vodorovne, alebo o jedno policko zvisle a o dve policka
vodorovne. Trochu splaSeny kon je Sachova figurka, ktora sa moze v jednom tahu
pohniit bud o $tyri policka zvisle a o jedno policko vodorovne, alebo o jedno policko
zvisle a o §tyri policka vodorovne. Kolko najviac trochu splagenych kofiov mozno
umiestnit na (Standardnt) Sachovnicu tak, aby sa Ziadni dvaja neohrozovali?

Riesenie. DokaZeme, Ze sa na Sachovnicu d4 umiestnit najviac 32 trochu splasengch
kond.

a) Najprv musime ukazat, Ze 32 trochu splagenych koni sa d4 umiestnit na Sachov-
nicu bez toho aby sa ohrozovali. Ked si nakreslime, ktoré policka trochu splaseny
kon ohrozuje, zistime, ze kon na bielom policku ohrozuje iba ¢ierne policka a na-
opak, kon na ¢iernom policku ohrozuje iba biele policka. Preto ked umiestnime 32
trochu splasenych koni na vSetky biele policka, nebudi sa navzajom ohrozovat.

b) Teraz zostava ukazat, Ze ak by sme cheeli na Sachovicu umiestnit 33 trochu spla-
Senych koni, tak by sa uz nasli dvaja, ktori sa ohrozuji. Rozdelime si S8achovnicu
na 32 oblasti tak, aby sa trochu splasené kone v jednej oblasti navzajom ohrozo-
vali. Rozdelit ju méZeme napriklad takto (policka patriace do jednej oblasti s
ozna¢ené rovnakym Cislom):
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7Z dirichletovho principu dostavame, Ze v aspoini jeden oblasti budi dva kone, lebo
mame 32 oblasti a 33 koni. Tieto dva kone sa ohrozuju, lebo tak sme rozdelili
Sachovnicu na oblasti.

O

Uloha 4. Kobylka je sachova figirka, ktora sa v jednom tahu hybe vidy zvisle o tri
policka (pripustny je tah oboma smermi). Kol'ko najviac kobyliek moZno umiestnit
na (Standardna) Sachovnicu tak, aby sa ziadne dve neohrozovali?

Riesenie. Mozeme si v&imnut, Ze figurky v roznych stipcoch sa nemézu ohrozovat,
preto staci problém vyriesit pre jeden stlpec a vysledok vynésobit désmimi.

Dokazeme, ze do jedného stlpca mozeme umiestnit najviac 5 kobyliek.

a) Prvym krokom je ukézat, Ze 5 kobyliek naozaj vieme umiestnit. Jediné dva pri-
pustné spdsoby st nasledujtce:
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b) Este treba ukazat, ze 6 kobyliek uz umiestnit nevieme. Vytvorime si 5 oblasti
tak, aby kobylky v jednej oblasti sa navzajom ohrozovali. Tieto oblasti nemusia
byt nutne disjunktné. Nase oblasti konkrétne vyzeraju takto (politka spojené
jednou ¢iarou sa v jednej oblasti):



Z dirichletovho principu potom dostévame, Ze ak umiestnime do jedného stlpca 6
kobyliek, tak aspon v jednej oblasti buda dve kobylky, ktoré sa z definicie musia
ohrozovovat.

Dostavame, Ze na Standardna Sachovnicu vieme umiestnit najviac 40 kobyliek tak,
aby sa neohrozovali. O



