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Uloha 1. Nech n € N. Bindrnym retazcom dlzky n nazveme l’ubgvol’nﬁ n-prvkovi postupnost
bitov 0 a 1; ¢ize postupnost byb, 1 ... b1, kde by, ba, ..., b, € {0,1}. Cislo reprezentované bindrnym
retazcom b,b, _1 ...b; definujeme ako

2)
b)
)
)

)

e

f)

(bubp—1...b1) = > bp2k~".
k=1

Kolko je vietkych binarnych retazcov dizky prdve n?

Kolko je vietkych binarnych retazcov dlzky najviac n?

Kolko je vietkych ¢&isel reprezentovanych binarnymi retazcami dlzky prave n?
Kolko je binarnych retazcov dizky prdve n reprezentujucich parne &islo?

Nech n > 2. Kolko je binarnych retazcov dlzky prdve n reprezentujucich &slo delitelné
Styrmi?

Nech m € N. Kol'ko je binarnych retazcov dlzky prive n, ktoré reprezentuju &slo ostro viicsie
ako 2™7 (Pozor: naozaj treba oSetrit vsetky dvojice n,m € N.)

Predpokladajme, 7e n je parne. Kolko je binarnych retazcov dizky prdve n, ktoré obsahuji
rovnako vela nulovych a jednotkovych bitov?

Nech n je parne. Kolko je binarnych retazcov dlzky prdve n, ktoré obsahuju ostro menej
nulovych bitov, nez jednotkovych bitov?

Kolko je binarnych retazcov dlzky najviac n, ktoré neobsahuja dva rovnaké po sebe iduce

bity?

Kolko je binarnych retazcov dlzky prdve n, v ktorych je kazdy jednotkovyj bit navyse ofarbeny
jednou z nejakych dvoch farieb, pricom vieme, Ze celkovy podet jednotkovych bitov v retazci
je o 3 mensi, nez pocet nulovych bitov? (Pozor: naozaj treba oSetrit vsetky n € N.)

Svoje tvrdenia dokazte.

RieSenie.

a)

b)

Mnozina %, vietkych binarnych retazcov dlzky n je dana ako
o = {0, 1} 1

ide tu o priamy dosledok formalnej definicie binarneho retazca zo zadania. Z pravidla moc-
nenia preto dostéavame

] = {0, 1|1 = 27,

Mnozinu %, vetkych binarnych retazcov dlzky najviac n mozno zjavne vyjadrit ako

n
Ry = | %, (1)
k=0
kde %) je mnozina vietkych binarnych retazcov dlzky prave k. Pre k = 0,...,n navyse

podobne ako v predchédzajicej podilohe dostavame

%k; — {O7 1}{1,...,]{,‘}



a z pravidla mocnenia vyplyva
8] = {0, 1} 1M — o,

KedZze st mnoziny Zy, ..., %) po dvoch disjunktné, z rovnosti (1) a z pravidla sac¢tu dosta-

vame
n n n
U] = 1l = 32"
k=0 k=0 k=0

Lahko potom nahliadnut, %e pre vietky n € N plati

Z ok — ontl _ 1 (2)
k=0

|%| =

¢o mozno dokazat napriklad matematickou indukciou vzhladom na n:

1. Nech n = 0. Potom zrejme
Y ooh=20=1=20"1 -1

a tvrdenie plati.

2. Nech tvrdenie plati pre n = s. UkdZeme, Ze plati aj pre n = s + 1.
7 indukéného predpokladu vyplyva

Z 2k 2s+1 1,

z ¢oho néasledne dostavame

s+1 s

Z2k) — 2S+1 _'_22]{: — 2S+1 +2S+1 _ 1 — 28-‘,—2 _1
¢o bolo treba dokazat.

MoZeme teda uzavriet, ze |%,| = 2"+ — 1.

Nech Z. oznafuje mnoZinu ¢isel zo zadania a nech %, je mnozina z rieSenia podilohy a).
Dokézeme, ze zobrazenie f: %, — %, definované pre vsetky b,b,_1...b1 € %, predpisom

Fbubp_1...b1) = (bubp_1...b1)

je bijekcia.

Skutoéne, nech b, b,_1...by ablbl ;... st dva rézne binarne retazce z mnoziny %,. Nech
m e {l,...,n} je najvdé§2’ index taky, 7e by, # b, . Bez ujmy na vSeobecnosti, nech b, = 1

abl, =0. Potom

m—1

f(bpbp_y...b1) = (bpbp_1 ... Z b2kt 4 om—1 4 Zbk2k !

k=m+1

n m—1
FOLY, o bh) = (Bb, g b)) = > 2R B2k
k=1

k=m+1



z ¢oho dostavame

m—1 m—1
Flbpbp—...by) = FOLB,y ... b)) =270 = Y (b —bg)2 =2t Y Tk (3)
k=1 k=1
Z rovnosti (2) potom méame
m—1 m—2
D DE A P
k=1 k=0

¢o spolocne s (3) implikuje
f(bnbn—l s bl) - f(bfn ;’L—l ce b/l) > 07

a teda f(bpbp—1...b1) # f(bL0] ..b}). Zobrazenie f je teda injektivne. Surjektivnost

n“n—1"-
zobrazenia f je pritom zrejma, kedZze priamo z definicie mnoziny %, vyplyva, Ze kazdé ¢islo
7z %, musi byt reprezentované aspoii jednym retazcom z %, .

Zobrazenie f je teda bijekcia; preto |%Z.| = | %] = 2".

Pre n > 1 mozno lahko dokazat, Zze binarny retazec b,b,_1 ...b; reprezentuje parne &islo
prave vtedy, ked b; = 0. Mnozina v8etkych refazcov zo zadania je teda dané ako

Ry = {bnbn,1 ...by € {0, 1} 1} ‘ by = 0}.

Nech f: %Zq — {0,1}{1-7=1} je zobrazenie dané pre vietky byb,_1 ...bab1 € %, predpisom
f(bpbp_1...b2b1) = byby_1...ba. Toto zobrazenie je ofividne bijekcia; s vyuzitim pravidla
mocnenia teda dostavame

[Bal = | {0, 1311771 = {0, 1} {1-m 1} = gn-1,

Pre n = 0 zjavne existuje jediny takyto retazec.

Podobne ako v predchédzajicej podulohe moZzno Tahko dokézat, Ze retazec b,b,_1...b;
s n > 2 reprezentuje ¢islo delitelné Styrmi prave vtedy, ked b; = 0 a zarovenr by = 0.
Mnozina retazcov zo zadania je teda dana ako

R, = {bnbn,1 ...by € {0, 1} 1} ‘ bi=0 A by = 0}.

Zobrazenie f: %, — {0,1}{%7=2} definované pre vietky retazce bpbn_1...bsby € %
predpisom f(b,by—1...bab1) = bpby,—1 ... b3 je zjavne bijekcia. V dosledku toho teda

[8e] = [{0, 1} {172} = |{0, 1} |{1--m=2} — -2,

DokaZeme najprv, Ze binarny retazec b, b, _1 ... by reprezentuje ¢islo mengsie alebo rovné ako
2™ prave vtedy, ked je splnené jedna z nasledujucich dvoch podmienok, ktoré sa zrejme
navzajom vylucuju:

(¢) Sucasne plati m+1 <mn, b,+1 =1 a by =0 pre vietky k € {1,...,n}\ {m+ 1}.
(i4) Pre vietky k € N také, ze m + 1 < k < n plati by, = 0.

Predpokladajme najprv, Ze je splnend podmienka (). Potom zrejme

(bubn—1...bi) = > b2b "t =2mFl=l = om < om,
k=1



Ak je splnena podmienka (i7), tak z tvrdenia dokdzaného v podilohe ,b)* dostavame

n m m—1
(bpbn—1...b1) => b2t <y 2kt = N ok —om 1 <om,
k=1 k=1 k=0

Pre dokaz opacnej implikacie predpokladajme, Ze nie je splnend Ziadna z podmienok (7)
a (it). To znamend, Ze bud b,,+1 = 1 a stcasne b, = 1 pre nejaké r € {1,...,n}\ {m+ 1},
alebo by = 1 pre nejaké s € {m +2,m +3,...,n}. V prvom pripade potom dostavame

n
(bpbp—1...b1) = Z b2kl > 9m 4 or—1 5 om
k=1

a v druhom pripade zas dostavame

<bnbn_1 R b1> = Z bk2k_1 > 2571 > om,
k=1

Oznacme teraz symbolom ,@} mnoZinu vietkych binarnych retazcov dizky prave n reprezen-
tujucich ¢islo mensie alebo rovné ako 2™.

Zavedme nasledujtice oznacenia:
%, = {bnbn,l...b1 e {0,1}{1m ‘ bosr =1 A VEe{1,...,n}\ {m+1}:b, = 0},
R, = {bnbn_l...bl e {0,1}{Lm} ‘ Vke{m+1,m+2,. .. ,n}: b= 0}.
(Prva z mnozin je definovana len v pripade, 7ze m + 1 < n.)
Predpokladajme teraz najprv, ze m + 1 < n. Z predchadzajiceho potom vyplyva, ze
R = ) U R,
pricom ide o disjunktné zjednotenie. Zrejme |%}| = 1. Zobrazenie f: % — {0,1}{Lm}

definované pre vSetky b,b,_1...baby € %} predpisom f(b,byp—1...b3b1) = bybim—1...b1 je
potom zjavne bijekcia. Plati teda

5] = [{0. 0| = {0,110 = 2
7 pravidla su¢tu potom dostdvame
|%}| = |Z, U R = | %] + | %5 = 2™ + 1.

Ak m +1 > n, zrejme

R = R,
pricom je jasné, ze % = {0, 1}V tomto pripade teda

/

| 25| = 2.

Nech teraz Z; oznacuje mnozinu vSetkych binarnych retazcov zo zadania. Zjavne
RHy = Ra \%},

kde Z, je mnoZina vSetkych rieSeni podialohy ,a)*“. Z pravidla rozdielu teda dostavame

M _om 1 akm <n,

|Zy| = |'@a \‘%)}‘ = |%a| — |'%)H = { 0 inak.



g)

Nech Z, je mnozina vsetkych binarnych retazcov zo zadania a nech n = 2m. Pre lubovolny
binarny retazec ba,, ...b; poloZzme

#Holbom ... 01) ={ie{l,...,2m} | b; =0}

Potom zrejme

R, = {bgm by e {0, 1 2md | by b)) = 4 (B ..bl)}.
Zobrazenie f: Zy — Pn({1,...,2m}) definované pre vietky bop, ...b1 € %, predpisom

je zjavne bijekcia. Preto

) = 12n((1.c2mpl = () = (7,).

m

Nech n = 2m. Ozna¢me mnozinu vSetkych retazcov zo zadania symboom %,. Vyuzivajic
notéaciu z rieSenia predchadzajucej podilohy teda moéZeme pisat

Nech %, oznacuje mnozinu vietkych retazcov z podulohy ,a)“ a %, ozna¢uje mnozinu
vietkych retazcov z podulohy ,g)“. Zobrazenie f: %, — (%o \ %g) \ %) definované pre
vSetky boy, ... b1 € Xy predpisom

F(bom --b1) = bamm .. b1
(kde 0 =1 a 1 =0) je potom zjavne bijekcia. Pouzitim pravidla rozdielu teda dostavame
\%n| = (o \ Kg) \ Fn| = | Ko \ Rg| — |%n]-

To mozno d'alej upravit na
2|%n| = |%a \ Xy,

z ¢oho opétovnym pouzitim pravidla rozdielu dostavame

20| = | %] — 1%, = 22 (2’”)7
m

=g (7= ()

Ozna¢me mnozinu vSetkych binarnych retazcov zo zadania symbolom %;. Potom

a teda

%1:{bmb1 |m€{0,...,n}; bl,...,me{O,l}; bk7£bk,1,k:m,...,2}.
Nech Z; je mnozina definovana ako

Z = ({0,1} x {1,....,n}) U {e},



kde € oznacuje prazdny binarny retazec a {0,1} x {1,...,n} reprezentuje mnozinu vSetkych
dvojic pozostavajucich z najvyznamnejsicho bitu a dlzky retazca. Zobrazenie f: %Z. — %;
dané predpismi

fle)=e¢,
f([0,m]) =0101..., vm € {0,...,n},
m bitov
f([1,m]) = 1010..., Ym € {0,...,n}
m bitov

je potom zjavne bijekcia. Plati teda
1%i| = 12| = ({0,1} x {1,...,n}) U{e}| = {0, 1}] - {1,....n}| + {e}| = 2n + 1,
pri¢om v predposlednom kroku sme vyuzili pravidlo si¢inu, ako aj pravidlo stétu.

Jednotkové bity prvej farby ozna¢me 1, a jednotkové bity druhej farby ozna¢me 1,. Nech

oznacme

#olen...cr) ={t €{l,...,n} | ¢, =0},
#1,(en...a)={ie{1,....,n} | ¢; = 1.},
#1b(cn...01) = |{Z S {L...,n} | C; = 1b}‘

Potom zrejme

L@j = {Cn ...C1 € {0, 1a, 11)}{1"“””} #Q(Cn . Cl) = #1a (Cn . Cl) + #lb(Cn - Cl) + 3} .

Ak teraz pre ziadne m € N neplati n = 2m + 3, tak rovnica #q(cy, ...c1) = #1,(cn...c1) +
#1,(cn ... c1) + 3 zjavne nemdze mat rieSenie, a teda |#;| = 0. Predpokladajme preto, ze
existuje m € N také, ze n = 2m + 3 (m je teda neparne ¢islo vi¢sie alebo rovné trom)
a definujme

Ry = Pris({1,...,2m + 3}) x {14, 1,1,
Zobrazenie f: %, — %; definované pre vietky M € Zp43({1,...,2m + 3}) a vietky
Cm .. c1 € {14, 1,}{1™} predpisom

F(IM,cp...c1]) = hpys ...,
kde pre i =2m + 3, ..., 1 plati

0 akie M,
C/i = ]-a ak i g M a Cm7|MCﬂ{2m+3,...,i+1}| = ]-av
1p ak i Q M a Cr—|MCN{2m+3,...,i+1}| — 1p,

je zjavne bijekcia. Preto

- 2m + 3
me 17.“,2 3 . ’ 1a,1 {1,...,m}‘ _ om
| Zm+3({ m+ 3P| { bt o a

Mozno teda uzavriet, ze |%;| = (*/})2™ pre n také, ze n = 2m +3 (kde m € N) a |%;| = 0

pre zvysné n. O



