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Uloha 1. Najdite nekone¢nii postupnost {f;}32, funkcii z N do R taki, 7e st
stucasne splnené nasledujtice dve podmienky

(i) Pre v8etky ¢ € N plati f;(n) = O(n).
(ii) Pre v8etky ¢ € N plati f;(n) = w(fit1(n)).

Svoje tvrdenie poriadne dokazte. (Napriklad pri dokaze f;(n) = O(n) by mali byt
explicitne uréené konstanty ¢ a ng z definicie O-notécie a podobne.)

Riesenie. Uloha mé samozrejme vela rieseni. Mozeme si napriklad zvolit pre kazdé i
funkciu f;(n) = 1/n’. Tato fukcia nie je definovana pre n = 0. Staci, ked ju v tomto
bode dodefinujeme. Napriklad f;(0) = 0 pre kazdé i. Teraz uz len stac¢i ukazat, Ze
tato postupnost spliia dve podmienky zo zadania.

(i) Ukazeme, Ze pre vietky 7 € N plati f;(n) = O(n). Musime najst ¢ > 0ang € N
také, Ze pre kazdé prirodzené n > ng plati | f;(n)| < en. Skusme zvolit ¢ = 1.
Chceme ukazat, ze |f;(n)| < |n| pre n > ng. Najdeme vhodné ng. Vieme, ze
obe funkcie st na prirodzenych ¢islach nezaporné, preto moézeme zabudnit na
absolutne hodnoty. Chceme aby platilo:
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To plati v pripade, Ze n't! > 1, a z toho dostavame, e musi platit n > 1.
Nerovnost |f;(n)| < ¢n plati pre ¢ = 1 a ng = 1 pre vSetky ¢ € N. Tym sme
overili prvii podmienku.

(ii) UkaZeme, Ze pre vietky i € N plati f;(n) = w(fi+1(n)). Pre kazdé i ukaZzeme,

ze plati lim,, oo f}*ég) =0:

lim fir1(n) = lim "il'H =
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Tym sme overili aj druhtt podmienku.

Uloha 2. Dokézte, ze plati
1
Z - =0(lnn).
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Riesenie. Sumu vieme odhadnut pomocou integralu. Jeden jej ¢len 1/4 si modZzeme
predstavit, ako plochu pod obdlznikom rozmerov 1 x 1/i. Ked tieto obdlzniky dame
za sebou, budu kopirovat krivku funkcie f(z) = 1/z. Ked obdlzniky nakreslime
nalavo od nej (lavy obrazok), moézeme pomocou integralu funkcie 1/x urobit jej
horny odhad. Napriklad, ak n = 4, tak potrebujeme vypocitat obsah Zltej plochy
na lavom obrazku. Podobne, ak chceme odhadnit sumu zdola, nakreslime si ob-
dlzniky na pravi stranu od krivky funkcie (obrazok napravo) a pomocou integralu



odhadneme plochu pod krivkou. Ak n = 4, tak potrebujeme vypoéitat obsah Zltej
plochy na pravom obrazku.
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Odhadneme sumu zhora a ukdZeme, Ze tento odhad je O(lnn), z toho potom
dostaneme, ze > | + = O(Inn).
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Ukazeme, ze 14+1Inn = O(lnn). Nech n > 1, potom sii obe funkcie kladné a mozeme
zabudntut na absolatne hodnoty z definicie
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Ak zvolime ¢ = 2 a n zvolime tak, aby 1 — < 1, tak bude nerovnost platit.
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Zvolme teda ng = 3 > e. Tym sme dokazali, ze > .. = O(lnn).

Odhadneme sumu zdola.
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Posledné nerovnost vyplyva z toho, Ze logaritmus je rasttuica funkcia. Aby sme do-
kazali, ze > ., % = Q(Inn) potrebujeme najst dve konstanty ¢ > 0 a ng € N také,
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pre vietky prirodzené n > ng. Ked sa pozrieme vysSie, tato nerovnost sme uz
dokézali pre c =1 a ng = 1.
Odhadli sme sumu zhora aj zdola funkciou Inn, preto > ; 1 = ©(Inn). O

Uloha 3. Nech
f(n) =ntED" £p2

Dokazte alebo vyvratte:
a) f(n) ~n?
b) f(n) = Q(n?).



Riesenie. a) Podla definicie sa pokusime vypoé&itat limitu lim,, fT(LZ). Ak bude
rovna jednej, tak tvrdenie v tlohe je pravdivé.
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Fukcia % nadobuda pre parne n hodnotu 1 a inak nadobida hodnotu 1/n.
KedZze sa tieto hodnoty stredaju a kazd4 smeruje k inému ¢islu, hfadan4 limita

neexistuje. Tvrdenie zo zadania je nepravdivé.

b) Potrebujeme najst také ¢ > 0 a ng € N, ze [n?| < c|f(n)| pre kazdé n > ng. Ked
sa pozrieme na hodnoty oboch funkcii, tak zistime, ze

n? < pltED" 42,

lebo n!'t(=D" je vidy nezaporné. Preto staci zvolit ¢ = 1 a ng = 0. Tym sme
dokazali, ze tvrdenie zo zadania plati.

c) V tejto podulohe treba zistit, & lim, fflz) =0.
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Rozanalyzujme posledny krok. Funkcia “— 35— nadobiida pre parne n hodnotu
1/n a pre neparne hodnotu 1/n3. V oboch pripadoch s narastajicim n klesa
hodnota k 0. Druha ¢ast limity sa tiez priblizuje k nule. Preto sa cela limita
rovna nule. Tym sme dokazali, Ze tvrdenie zo zadania je pravdivé.
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