Vybrané partie z logiky
poznamky z prednasok v gk. roku 2002/2003
prednasajuci: doc. Eduard Toman

Martin Dzurenko

1. februara 2004
verzia 0.1

Obsah

1 Uvod
1.1 Jazyk logiky . . . . . . .
1.2 Formaélne systémy logiky . . . . . . . .. ... o

2 Vyrokova logika
2.1 Syntax a sémantika vyrokovej logiky . . . . .. ... ...,
2.2 Veta o kompaktnosti . . . . . . ... L
2.3 Formalny systém vyrokovej logiky . . . . . .. ... oo,
24 Vetaodedukcii . . . . . . ... e
2.5 Postove vety . . . . .. L e
2.6 DalSie vety . . . . . . ...
2.7 Konjunktivny a disjunktivny normalny tvar . . . . . . ... ... ...

Predikatova logika

3.1 Syntax predikatovej logiky . . . . . . . ... oo
3.2 Sémantika predikatovej logiky . . . . . ... oo o oo
3.3 Substittcia termov za premenné . . . . . ... Lo Lo
3.4 Axiémy predikatovej logiky . . . . . . ... L o
3.5 Vetaodedukecii . . . . . . ... L L e
3.6 Prenexné tvary formal . . . . . ... oL oL Lo
3.7 Predikitova logika s rovnostou . . . . . . . ... ...

Pravdivost a dokazatelnost

4.1 Veta o korektnosti .
4.2 Veta o uplnosti . . .
4.3 Veta o kompaktnosti

ZAaver

N NN

—
OO0 Ot W

—_



1 Uvod

1.1 Jazyk logiky
Definicia: Jazyk 1. radu obsahuje tieto symboly:
1. premenné€ x1,xs,...,y1,Y2,... ktorych je nekonecne vela

2. funkéné symboly f,g,h,... ku kaZdému symbolu je priradené prirodzené cislo vdicsie
alebo rovné 0, ktoré vyjadruje jeho -drnost

3. predikdtové symboly P, Q, R, ... ku kaZdému symbolu je priradené prirodzené c¢islo vicsie
alebo rovné 1, ktoré vyjadruje jeho -drnost

4. logické spojky —, \,V, —, >, ktoré vyjadruji v uwvedenom poradi negdciu, konjunkciu,
disjunkciu, implikdciu a ekvivalenciu

5. kvantifikdtory ¥,3 — vSeobecny (velky, univerzdlny) kvantifikdtor, existencény (maly)
kvantifikator

6. pomocné symboly — zdatvorky, ciarku, bodku, ...
Poznamka: Premenné, logické spojky, kvantifikdatory a pomocné symboly si spolocné pre

vSetky tedrie. Nazyvame ich logické symboly. Funkéné a predikatové symboly nazyvame Spe-

cialne symboly, pretoze nam charakterizuji Specidlne tedrie. Vynimkou je symbol ”7=".

Priklad: prikladom Specidlnej tedrie je tedria mnozin — obsahuje logické symboly, symbol

” ”

=" a $pecialny symbol patri¢nosti ”€”

1.2 Formalne systémy logiky

Definicia: Formdiny systém logiky sa skladd z 8 zloZiek:
1. jazyk, z ktorého symbolov vytvarame konecné postupnosti, najmd termy a formuly
2. aziomy — su isté formuly, ktoré pokladdme za zdkladné pravdivé tvrdenia

3. odvodzovacie pravidla — su to syntaktické pravidld, pomocou ktorych sa z jednej alebo
viacej formil vytvdra dalsia odvodend formula

Definicia: Dokaz vo formdinom systéme je konecnd postupnost formail, ktorej clenmi si nie-
ktoré axidmy a formuly odvodené z predchddzajicich élenov postupnosti podla odvodzovacich
pravidiel

Definicia: Hovorime, Ze formula A je teoreémou formdlneho systému alebo Ze je odvodi-
telnd vo formdlnom systéme, ak existuje jej dokaz; t.j. konecnd postupnost formail, ktorej
poslednym célenom je formula A (pocet élenov postupnosti sa nazyva dlzka dokazu)



2 Vyrokova logika

2.1 Syntax a sémantika vyrokovej logiky

Definicia: Nech P je neprdzdna mnoZina; jej prvky nazveme prvotné formuly. Mozu to byt

vety prirodzeného jazyka, slovd nejakého formdlneho jazyka alebo len pismend (p, q,7, ..., p1,D2, - -

Definicia: Jazyk L(P) vyrokovej logiky nad mnoZinou P obsahuje okrem prvkov mnoZiny
P symboly pre logické spojky (—,N\,V,—, <), dalej pomocné symboly (rézne typy zdtvoriek).
Hovorime, Ze P je mnoZzina prvotnych formal jazyka L(P) resp. Ly,

Definicia: Vyrokove formuly jazyka L, definujeme pomocou nasledujicich syntaktickych pra-
vidiel:
1. kaZdd prvotnd formula p € P je vyrokova formula

2. ak si vyrazy A, B vgrokové formuly, potom vgrazy —A, (AAB),(AVB),(A — B),(A <
B) st vyrokové formuly

3. kazdd vyrokova formula vznikne koneéngm pouZitim pravidiel (1) a (2)

Poznamka: Iné vyrokové formuly vo vyrokovej logike neexistuja.

Definicia: Nech A je formula L, vjrokovej logiky. Jej podformulou je:
1. ona sama; ak A je prvotnd formula jazyka L,
2. ona sama; a kazdd podformula B, ak A = (—~B)

3. ona sama; a kazdd podfomula formil B a C, ak A = (AAB), A= (AVB), A= (A — B)
alebo A = (A< B)

4. Ziadnych ingch podformail okrem tych, ¢o si opisané v bodoch 1—38 niet
Definicia:

o Pravdivostné ohodnotenie (valudcia) prvotngch formail jazyka L, je kaZdé zobrazenie v:
P — {0,1}, ktoré kaZdej prvotnej formule p € P priradi hodnotu 0 (nepravda) alebo
hodnotu 1 (pravda)

o Indukciou podla dizky formuly definujeme rozsirenie T zobrazenia v na mnoZine vietkych
formail jazyka L,:

v(A) = v(A) ak A je prvotna formula

v(—A) = ak 7(A) = ina¢ v(—4)=1
T(AAB) = ak 7(A) =7(B) =1 ind¢ T(AAB)=0
9(AVvB)=0 aku(A)=7(B)=0 ind¢ T(AVB)=1
9(A—B)=0 akv(A4)=1a7(B)=0 indié v(A—B)=1
(A~ B)=1 akv(A)=1(B) indé T(A— B)=0

e Hovorime, Ze T(A) je pravdivostnd hodnota formuly A pri ohodnoteni v. Formula A je
pravdivd pri ohodnoteni v, ak (A) = 1, inak je formula A nepravdivd.

Definicia:
1. Vgrokovd formula A je tautoldgia, ak ©(A) =1 pre lub. ohodnotenie v.

2. Vyrokovd formula A je splnitelnd, ak T(A) = 1 pre nejaké ohodnotenie v. Ohodnotenie
s touto vlastnostou nazjvame model formuly A.

3. MnoZina formil T je splnitelnd, ak existuje v také, Ze T(A) = 1 pre lubovolnid formulu
A € T. Takéto ohodnotenie v nazgvame model T.

)



4. T A (&itame ”A je tautologicky dosledok T”), ak v(A) =1 pre kaZdé ohodnotenie v,
ktoré je modelom T.

Poznimka: Ak T je prazdna mnoZina, tak namiesto T = A piSeme = A (t.j. 7(4) =1 pre
fubovolné ohodnotenie v prvotnych formal L,)

Priklad: Zakladné tautolégie:
o (AV —A) - zdkon vylicenia tretieho
o —(AN—A) - zakon vylicenia sporom
e (AN B) < (nAV-B) - De Morganove pravidld
e =(AV B) < (mAAN-B) - De Morganove pravidld

o ——A — A — zdkon dvojitej negdcie

2.2 Veta o kompaktnosti

Lema: MnoZina vsetkyjch vijrokovijch formaiil utvorengjch zo spoéitatelne; mnoZiny prvotnijch
formail je spocitatelnd mnoZina.

Dokaz: Nech f je prosté zobrazenie mnoziny P vSetkych prvotnych formul na mnoZinu
prirodzenych ¢isel. Definujme zobrazenie f' na mnozine P/ = P U {—~,A,V,—, <, (,)}. Pre
x € P nech f'(z) = f(z) + 10, pre ¢ P je funkcia dand tabulkou

x/\\/—><—>—|()
F@) 123 [4 [5]6]|7

Nech {g¢; }icn je nekoneénd rastica mnozina prvocisel. Nech s1, 9, ..., sy je slovo z abecedy
P’. Definujme funkciu F' nad vSetkymi slovami z abecedy P’ takto:

F(s182...5,) = ¢ (sl)qg (s2) q,{ ()

T4o funkcia je prostd, teda formul je najviac tolko ako prir. ¢isel. Kedze existuje nekonecne
vela formil, tak podla Cantor-Bernsteinovej vety je ich prave Ng.

Veta: Mnozina T formil vijrokovej logiky je splnitelnd prdve vtedy, ked lubovolnd konecnd
Ty C T je splnitelnd.

Dokaz: Nech T je splnitelnd, teda existuje aspon jedno ohodnotenie v prvotnych formil
jazyka L,, ze VA € T : 5(A) = 1. Pre kazda podmnozinu Ty C T to musi samozrejme platit
tiez.

Obréatene: Nech mnozina formal 7" mé model; teda Jv VA € T : 5(A) = 1. Nech S =
{B|B € L, AT(B) = 1}. Potom mnozina S ma tieto vlastnosti:

1. SOT
2. kazda podmnoZina mnoziny S je splnitelna

3. pre fubobolni formulu A uvazovaného jazyka L, je bud A € S alebo A € S, ale nikdy
nie stucasne
Ak kazdd podmnozina Ty mnoziny T je splnitelnd, tak je aj mnozina formtl T splnitelna.

Dokaz rozdelime na 2 casti:

1. najprv sa presvedéime, Ze ak existuje mnoZina S s vlastnostami (1), (2) a (3) potom
pomocou nej Tahko mozno definovat model T'



2. skonstruujeme takd mnozinu S

1. Nech v je ohodnotenie také, Ze pre lubovolni prvotna formulu p plati v(p) =1 < p € S.
Indukciou vzhladom na dizku konstrukcie formuly A ukéZeme, Ze pre Iubovolnt formulu A
plati: 5(A) =1 < A € S (uvedomme si, Ze formula je kone¢ny objekt).

1. béaza indukcie: plati vdaka vyberu v

2. indukény krok: kedZe spojky —, A tvoria tplny systém, stac¢i ndm uvaZovat iba formuly
tvorené prave tymito spojkami

e Uvazujme —A.
Plati 7(—A) = 0, ak T(A) = 1 a zarovenn (—A) = 1, ak T(A) = 0. S vyuzitim
indukéného predpokladu T(A) =1« A € S dostavame T(—A) =1 A€ S

e UvaZzujme A; A As.
Nech 5(A; A Ag) = 1. Potom 5(A4;) = 1 aj T(Az) = 1. Podla IP teda A; € S aj
As € S. Checeme dokézaft, ze aj A1 A Ay € S. Postupujme sporom: Nech A; A Ay &
S, teda =(A; A Ag) € S. Uvazujme mnozinu {A;, Az, (A1 A Ag)} C S. Této
mnozina nie je splnitelnd, ¢o ndm déva pozadovany spor.
Obréatene nech A; A A € S. Teda A; € S a Ay € S. Podla IP teda 7(A;) =1 aj
T(Az) = 1. Zo sémantickych vlastnosti spojky A teda dostavame T(A; A Az) = 1.

Teda existuje model S, ktory je zaroven modelom pre 7.

2. Na zaklade predoslej lemy vieme, ze formul vyrokovej logiky je spocitatelne vela a teda sa
daju zoradit do postupnosti. Nech je to postupnost {A;};cn. Zostrojme mnoziny S; nasle-
dovne:
So=T
Sit1 = 5; U{A;} ak kazda konecnd podmnoZina mnoZziny
S; U{A;} je splnitelnd
Sit1 = 85;U{=A;} v opanom pripade

Potom mnozina S = |J;~,S; mé pozadované vlastnosti. &

Déosledok: Nech T je mnozina formil a A je formula vgrokovej logiky. Potom T |= A <
T’ E A plati pre nejaki koneénid podmnozinu T' C T.

Dokaz: Plati: T = A < T U{=A} je nesplnitelnd. Z predoslej vety vyplyva, Ze musi existo-
vat konefnd nesplnitelnd mnozina Ty C T U {—A}. Definujme 7" = T \ {—A}. Potom plati:
To = T' U {-A} je nesplnitelnd — T' |= A.

2.3 Formalny systém vyrokovej logiky

Existuju dva hlavné pristupy k formélnemu systému logiky pomenované podla dvoch vy-
znamnych matematikov. Prvy pristup — Gentzenovsky — presadzuje mensi pocet axiéom a

.....

.....

prednaske sa budeme pridrziavat prave Hilbertovského pristupu.

Definicia:

1. Hovorime, Ze koneénd postupnost formil Ay, As, ..., A, je dokazom (odvodenim) for-
muly A, ak A, je formula A a pre lubovolné i < nA; je bud azioma alebo vypljva z
predchddzajicich formil Aj,j < i podla niektorého z odvodzovacich pravidiel.

2. Ak existuje dokaz formuly A hovorime, Ze A je dokdzatelnd a piSeme = A. Hovorime
taktiez, Ze A je teoréma (veta) formdineho systému.



Definicia: Formdlny systém vyrokovej logiky pozostdva z nasledujucich zloZiek:

1. Jazyk tvoria mnoZina P prvotnych formal, symboly pre logické spojky a pomocné sym-
boly

2. Tri schémy aziom (Nech A, B, C st lubovolné formuly vyrokovej logiky):

(A— (B — A)) (A1)
((A—>(B—>C))—>((A—>B)—>(A—>C>)) (AQ)
(-B — -A) - (A — B)) (A3)

3. Pravidlo odvodenia "modus ponens”:

A, A—B
5 (MP)

Slovom: z formil A, A — B odvod formulu B
Priklad: - A — A

Doékaz:
1.krok FA— ((A— A) — A) (A1)
2. krok FA—-(A—A)—-A) - (A= (A—A4)—(A—A) (A2)
3. krok (A (A — A)) — (A— A) (1, 2, MP)

4. krok (A — (A— A)) (A1)
5.krok FA— A (3, 4, MP)
Definicia: Nech T je mnozZina formul vyrokovej logiky a A, Ay, ..., A, st formuly vijrokovej
logiky. Hovorime, Ze postupnost formul Ai,..., A, je dokazom (odvodenim) formuly A z
predpokladov T, ak A, je formula A a pre lubovolné i < n je A; bud axidma vijrokovej
logiky alebo formula z mnoziny T alebo A; je odvodend z formil Ay, As, ..., A;_1 pomocou

niektorého pravidla odvodenia. Hovorime, Ze formula A je odvoditelnd z predpokladov T, ak
existuje dokaz (odvodenie) A z predpokladov T a oznacujeme T+ A.

2.4 Veta o dedukcii
Veta: Nech T je mnozina formul vgrokovej logiky; A, B st formuly. Potom

THFA—- B~ T,A-B

Daokaz:

Predpokladajme, ze plati T+ A — B. Teda existuje A;, Ay, ..., A (A — B), ¢o je dokaz
formuly A — B. Rozsirme T o formulu A (T'U {A} = T, A). Pouzijeme pravidlo modus
ponens a dostdvame T, A + B.

Predpokladajme, Ze plati T, A - B, chceme dokazat T+ A — B. PouZijeme matematickt
indukciu vzhladom na dlzku odvodenia formuly B z predpokladov T, A.

e baza indukcie: n = 1
rozlisime 3 pripady:

1. formula B je totozné s formulou A
Plati - A — A teda bude platit aj T+ A — A

2. formula B je axiéma
Plati - B — (A — B) aj + B. Pomocou pravidla modus ponens odvodime - A —
B.AtedaajTHA— B.

3. formula B je niektora z formtl z mnoziny T'
Plati B — (A — B) aj T - B. Pomocou pravidla modus ponens odvodime
THA— B.



e indukény krok:
Prepokladajme, Ze tvrdenie vety plati pre kazdé s < n. Mame dokézat, Ze tvrdenie
plati aj pre n. Vieme, ze T, A - B, teda existuje postupnost A, Aa, ..., A, (B) — dokaz
formuly B. Rozoberme moznosti ako sa do tejto postupnosti mohla dostat poslednéa
formula A,, = B:

1. formula B je totozna s formulou A (uZ sme dokazovali)

2. formula B je axiéma (uz sme dokazovali)

3. formula B je niektora z formal z mnoziny T (uz sme dokazovali)
4

. formula B vznikla pouzitim pravidla modus ponens na niektoré dve formuly A4;, A; =
A; — B (i,j <n)
Z indukéného predpokladu dostdvame T'+ A — A; a T - A — A;. Pouzitim
schémy (A2) dostaneme + (4 — (A; — B)) — (A — A;) — (A — B). Dvoj-
nasobnym pouzitim pravidla modus ponens nakoniec dostavame T - A — B.

&

2.5 Postove vety

Lema 1:
1. +-A—(A— B)
2. F—A- A
3. FA—---A
4. F(A— B)— (=B — —-4)
5. FA— (=B — —(A— B))
6. FHA—-A) - A
Doékaz: Prvé tvrdenie:
1. krok F -A — (=B — —A) (A1)
2. krok —AF (B — —A) (VD)
3. krok + (=B — -A) - (A— B) (A3)
4. krok —-At (A— B) (2, 3, MP)
5. krok +F-A— (A— B) (VD)

Aby som neporusil peknt tradiciu matfyzackych skript prenechdvam zvysné dokazy na usi-
lovného ciatetela.

Lema 2: (o neutralnej formule) Nech T je mnoZina formdil vgrokovej logiky; A, B si
formuly; nech T)A+ B aT,-AF B. Potom T+ B.

Dokaz:
1. krok T,-AFB (predpoklad)
2.krock T+F-A—B ( D)
3. krok TF-B—--A (Lema 1(4.), MP)
4. krok T7 -BF-—-—A ( )
5.krok T,-BF A (Lema 1(2.), MP)
6. krok T, A+FB (predpoklad)
7.krok THA—B (VD)
8. krok T,-BF B (5, 7, MP)
9.ktok TF-B—B (VD)
10. krok +F (-B— B)— B (Lema 1(6.))
11. krok T+ B (9, 10, MP)

Definicia: Nech B je formula vijrokovej logiky, nech v je ohodnotenie prvotniych formul. B
oznacuje formulu B, ak v(B) =1 resp. formulu =B, ok v(B) = 0.



Lema 3: Nech v je valudcia prvotnych formul. Nech pi,ps,...,pn St vsSetky prvotné for-
muly, ktoré sa vyskytuji vo formule A. Potom

pY,pys - pp A
Dokaz: matematickou indukciou vzhladom na konstrukciu formuly A
1. béza indukcie: A je prvotna formula, teda p¥ b p*
2. indukény krok:

e formula A je tvaru =B a 7(B) = 0:
Teda BY = -B = A, dalej plati AV = (—B)? a zéroveii 1(—-B) = 1, teda A" = A. Z
indukéného predpokladu p¥,py,...,pY F BY mozme teda odvodit py,ps,...,po
AU

e formula A je tvaru =B a v(B) = 1:
Teda BY = B, dalej plati AY = (—=B)? a zaroveii 7(—B) = 0, teda AY = —-—B.
Z induk¢ného predpokladu p{,p3,...,py F BY s pomocou teorémy - B — ——B
mozme teda odvodit p¥,py,...,pt F AY

e formula A je tvaru C — D ao(C) =79(D) = 1:
Teda CV = C, D" = D, AY = C — D. Z indukéného predpokladu py,ph,...,po
D" s pomocou teorémy - D — (C' — D) moézme teda odvodit py,p3,...,pt F AY

e formula A je tvaru C — D a©(C) =1 AT(D) =0:
Teda C* = C, DY = =D, A¥ = -(C — D). Z indukéného predpokladov p¥, py,...,pt F
CY apy,py,...,pL F DY s pomocou teorémy - C — (=D — —=(C' — D)) modzme
teda odvodit py,py,...,pY F AY

e formula A je tvaru C — D a 7(C) = 0:
Teda C¥ = -~C, AY = C' — D. Opit z indukéného predpokladu py,py,...,p2 F C?

n
s pomocou teorémy - —-C' — (C' — D) mozme teda odvodit p¥,ps,...,pk F AY

Veta: (slaba forma vety o tplnosti)
FAeEA

(: Pre vyrokovi formulu A vyrokovej logiky plati, Ze je dokdzatelnd prdve vtedy, ked je tauto-
logia :)

Doékaz:

Implikdciu zlava doprava dokdzeme tak, Ze ukdZeme, ze axiémy (Al), (A2) a (A3) s
tautolégie (napr. tabulkovou metddou alebo sporom) a dalej Ze pravidlo modus ponens je
korektné (t.j. aplikovanim na tautolégie dostaneme opiit tautolégiu).

Implikéciu sprava dolava dokdzeme nasledovne:
Z lemy 3 vieme,ze
p’f7p12)7 e 7p'7er I_ A’U
KedZe A je tautolégia, tak AY = A, dize
p7117p12)7 e 7p’lr]1 l_ A

Uvazujme dve ohodnotenia v; a vy také, ze

v1(pn) = 1,v2(pn) = 0 a vi(pi) = v2(ps) prei <n

Dostévame
piluup;ua e 7pﬁ—1vpn |_ A apqluvp’éuv e aprp_‘]?n '_ A



7 toho na zéklade lemy 2 vieme, zZe
piuapgja e 5p:§,)—1 A

Viacnasobnym aplikovanim tohto postupu sa dostaneme az k tvrdeniu - A. &

Definicia: Hovorime, Ze formdlny systém je sporny, ak kazdd jeho formula je dokdzatelnd.
V opacénom pripade je formdlny systém bezosporny.

Definicia: Ak T je mnoZina formil (nejakého formdineho systému) hovorime, Ze T je spornd,
ak kaZdd formula je dokdzatelnd z predpokladov T. Inak hovorime, Ze mnoZina formil T je
bezospornd.

Poznamka: Forméalny systém je bezosporny, ak je bezosporna prazdna mnozina predpo-
kladov.

Definicia: Bezosporné formdlne systémy nazgvame konzistentné (sporné naopak inkonzis-

tentné).
Poznamka: Sémanticky ekvivalent bezospornej mnoziny formul T je jej splnitelnost.
Doésledok: MnoZina formil vyrokovej logiky je bezospornd prdve vtedy, ked je splnitelnd.

Dokaz: Predpokladajme, Ze mnozina formil T je splnitelnd — ukdZeme, Ze je bezosporna.
Nech v je ohodnotenie prvotnych formil, ktoré je modelom T' (VA € T 5(A) = 1). Korektnost
pravidla modus ponens nam zarucuje, Ze neodvodime Ziadnu formulu B taka, ze 7(B) = 0.
Obrétene: predpokladajme, Zze T je bezosporna — ukdZeme, Ze ma model (je splnitelnd).
Budeme postupovat sporom. Nech teda T nie je splnitelnd. Potom podla désledku vety o
kompaknosti uréite existuje koneénd podmnozina {41, Aa,...,A,} C T, ktord nie je spl-
niteln. Pre kazdé ohodnotenie v sa najde formula A;, ze plati T(A;) = 0, ¢ize formula
X = -A; V-Ay V...V -A, je tautoldgia. Dalej plati T F A; pre i = 1,n. PouZitim vety
T+ AANTF B = TF AAB (ktort neskor dokazeme!) dostavame T'+ A3 AAaA. .. A A, teda
T I~ =X. Cize je dokdzatelna formula X aj jej negécia. Pouzitim tautolégie - =B — (B — O,

pricom za B dosadime X dostavame T+ C, kde C je lubovolnd formula. A to je spor s bez-
ospornostou. &

Veta: (silnd forma vety o aplnosti) Pre lubovolni mnoZinu formil T a formulu A plati:

THFAS TEA

Dokaz: Implikaciu zlava doprava dokdzeme rovnako ako pri slabej forme vety.
Obrétene nech T' = A, podla dosleku vety o kompaktnosti plati, Ze existuje kone¢na pod-
mnozina Ty = {41, As, ..., Ay} C T, Ze plati Ty = A.



Th'FA = EF A—-(A— (45— ...(4,—A4)..)
{f pomocou slabej formy vety o uplnosti
FA —(Ay— (43— ...(A, — A)..)
{ pomocou vety o dedukcii

TO}_A <~ A17A2,...7An|_A
Z Ty + A uz trividlne vyplyva aj T H A. &

2.6 Dalsie vety

Lema 4:
1. AANBFA
2. AANBFB

3. ABFANAB

Dokaz: Prvé tvrdenie:

1. krok F-A4— (A— -B) (Lema 1(1.)
2. krok +-A—(A—-B)—-(A—-B)— -4 (Lema 1(4.)
3. krok —(A — —B) — ——A (1, 2, MP
4. krok —-—A— A (Lema 1(2.)
5. krok —-(A— -B)— A (3, 4, jednoduchy sylogizmus
6. krok —(A—-B)F A (V

7.krok AANBFA (AANB < —(A — —B)

Dokaz dalsich tvrdeni uz prenechévam usilovnému ditatelovi.

Poznamka: Pravidlo jednoduchého sylogizmu:

AA—BB—C
C

Poznamka: A — B je skrateny zapis pre (A — B) A (B — A).
Désledok:

1. A« B+FA—-B

2. A—«BFB-—-A

3. A-BAB—>A+FA< B

4. akh+ A« B, potom T - A préave vtedy, ked T+ B

Dosledok:
1. F(AAB)«— (BAA)

2. F(AABYAC < AN(BAC)

Veta: Nech formula A’ vznikne z formuly A nahradenim niektoryjch podformul Ay, Ao, . ..

formulami Ay, AL, ... Al. Ked plati - A; — A} i=1,n, potomt A — A’.

Dokaz: matematickou indukciou vzhladom na kon$trukciu formuly A

1. baza indukcie trividlne plati
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2. indukény krok:

e nech A=-B

1. krok + B« B’ (indukény predpoklad)
2. krok + (B — B') — (-B’ — -B) (Lema 1(4.))

F(B'— B) — (=B — —B’) (Lema 1(4.))
3. kiok +-B' — B (1, 2, MP)

- B — B’ (1, 2, MP)
4. krok B’ < =B (3)
5. krok A« A (A=-B)

e nech A= (B —C)

1. krok +B o B (IP)

O oo (IP)
2. krok B',B"—-B,B—C,C—C'F(C' (sylogizmus)
3.krok B'—-B,B—C,C—-C'+B —(C (VD)
4. krok B'—-B,C—-C'+F(B—-C)— (B =) (VD)
5.krok H(B—C)— (B —C (1, 4, MP)
6. krok  symetricky dokdZeme opa¢ni implikaciu (—)
7.krok FA— A (5, 6)

Lema 5: (De Morganove pravidla)

1. F=-(AAB)« (mAV-B)
2. l—ﬁ(A\/B) — (ﬁA/\ﬁB)

Dokaz:

F-(AAB) < —-—(4A— -B)
> (—mA — —\B)
— (—\A\/—\B)

F-(AVB) < (~nAA-B)
— =(-A — B)
e (-4 = ~2B)
— -AN-B

Dosledok:

1. FA— (AVB)
B — (AV B)

2. F(AVB)« (BVA)

3. F(AvB)VC < AV (BVC)

Doékaz: Prenechavam na &itatela.

Veta: (o dokaze rozborom pripadov) Nech T je mnozina formaul vijrokovej logiky a A,
B, C su formuly vyrokovej logiky. Potom plati

T,(AVB)FC & T,A-C A T,BFC

Dokaz: Pri dokaze implikacie zlava doprava staci vyuzit predosla vetu (resp. dosledok).
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Obratena implikacia:

l.krok T,AFC = THA-C (IP, VD)

T,B-C = T+FB—C (IP, VD)
2.krok T+H-C—-A = T,-CF-A (1,Lema 1(4.), VD)

TkH-C—-B = T,-CF-B (1, Lema 1(4.), VD)
3. krok T,-CF-AA-B (Lema 4(3.))
4. krok T+ —-C — (mAAN-B) (VD)
5.krok T+ —(-AA-B)— -=C (Lema 1(4.))
6. krok T+ -=AV--B— --C (Lema 5(1.))
7.krok THAVB—-C (Lema 1(2.))
8. krok T,AVBFC (VD)

Déosledok: (distributivita konjunkcii a disjunkcif)

1. F(AV(BAQO)) < (AVB)A(AVO))
2. F(AA(BVC)) < (AAB)V(AAC))

Dokaz: Prenechdvam na citatela (je trosku dlhsi, ale aspon ziskate prax).

2.7 Konjunktivny a disjunktivny normalny tvar

Definicia: Prvotné formuly a ich negacie nazgvame literaly.

Veta: Kazdd formula A vyrokovej logiky je ekvivalentnd istej formule tvaru
AT NASN ... NA,,

kde kazdd z formul A; 1 < i < n je disjunkciou literdlov. Tento tvar nazgvame konjunktivny
normdalny tvar.
Formula A je takieZ ekvivalentnd istej formule tvaru

BiVBsyV...V By,

kde kazdad z formul B; 1 < i < n je konjunkciou literdlov. Tento tvar nazyvame disjunktivny
normdlny tvar.

Dokaz: matematickou indukciou vzhladom na zlozitost formuly A

1. baza indukcie: ak A je prvotna formula, tak je automaticky v konjunktivnom aj dis-
junktivnom normalnom tvare

2. indukény krok:

e nech A=-B
Podla IP existuju pre B formuly By (resp. By) v KNF (resp. DNF). Ked tieto
formuly znegujeme dostaneme formuly ekvivalentné s A v DNF (resp. KNF).

e nech A= (B —C)
Plati - (B — C) < (=B V C). Dalej podla IP vieme, 7e - B < By a I C « Cj,.
Dosadenim B := By, C := C}, do formuly —B V C sa B, po znegovani zmeni na
Bj, a vyuzitim distributivity konjunkecii a disjunkcii mézme formulu upravit na
KNF.
Ak pouzijeme zvysné dve tvrdenia IP a dosadime B := By, C := Cy po znegovani
dostaneme priamo formulu B,V Cq v DNF. &
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Veta: Nech A, Ay, Ao, ... A, st formuly a p1,p2,...,Dn SU navzajom rozne prvotné formuly,
ktoré sa vyskytuji v A. Nech formula A’ vznikne z formuly A nahradenim kazZdého vyskytu p;
formulou A; i = 1,n. Potom+ A=F A’

Dokaz: Ak je A dokézatelna formula, tak z Postovej vety vyplyva, Ze je tautoldgia. A teda
pre Tubovolné ohodnotenie v prvotnych formil je (A4) = 1. Ak budeme namiesto v(p;) vo
formule A uvazovat U(A;) vo formule A’ nemdze sa nijako zmenit pravdivostnd hodnota,
pretoze Struktura formuly zostala rovnaka a na ohodnoteni prvkov tejto struktiry nezalezi.
Teda A’ je tautoldgia a opdtovnym pouzitim Postovej vety dostavame, ze A’ je dokdzatelna.

&
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3

3.1

Predikatova logika

Syntax predikatovej logiky

Definicia: Jazyk 1. rddu obsahuje:

1.
2.

6.
7.

neohranicene vela symbolov pre premenné x1,Ta,...,Y1,Y2,- .-
symboly pre logické spojky —, N\, V,—,
symboly pre kvantifikdatory V, 3

predikatoveé symboly P,Q, R, . . . ku kaZdému symbolu je priradené prirodzené ¢islo vicsie
alebo rovné 1, ktoré vyjadruje jeho -drnost

funkéné symboly f,g,h,... ku kaZdému symbolu je priradené prirodzené cislo vicsie
alebo rovné 0, ktoré vyjadruje jeho -drnost

pomocné symboly — zdtvorky, ciarku, ...

Specidlny predikdt "=" - bindrny predikdt pre rovnost

Priklad: (jazykov 1. radu)

1.

Jazyk tedrie ostrého usporiadania: je jazyk s rovnostou (kvoli trichotémii), ktory obsa-
huje jediny $pecidlny symbol ”/ <" — bindrny predikatovy symbol

. Jazyk tedrie grup: jazyk 1. radu s rovnostou, ktory obsahuje dva Specidlne symboly:

”1"” — nularny funkény symbol pre jednotkovy prvok a ”+” — bindrny funkény symbol

pre grupovu operaciu

. Jazyk tedrie telies: jazyk 1. rddu s rovnosfou, ktory obsahuje dva bindrne funkéné

symboly: "+ a ”"-" (s¢itanie a nasobenie) a dva nularne funkéné symboly pre nulovy a
jednotkovy prvok: 0" a 1"

. Jazyk tedrie mnozin: jazyk 1. rddu s rovnostou, ktory obsahuje jediny $pecidlny symbol

" €" — bindrny predikatovy symbol oznacujiici patri¢nost

. Jazyk elementarnej aritmetiky: jazyk 1. rddu s rovnostou, obsahujuci ”0” — nularny

funkény symbol, S — undrny funkény symbol pre nasledovnika, "+ a ”-” — bindrne
funkéné symboly pre s¢itanie a nasobenie

Definicia: (Term)

1.
2.

3.

Kazdd premennd a konstanta (nuldrny funkcny symbol) je term.

Ak vgrazy ti,ta, ... t, s termy a [ je n-drny funkéng symbol, potom f(t1,ta,...,t,)
je term.

Kazdy term vznikne koneénygm poctom pouZiti pravidiel (1) a (2).

Definicia: (Formula)

1.

2.
3.
4.

Nech P je n-drny predikdtovy symbol a nech tq,ta, ..., t, si termy. Potom vjraz P(t1,ta, ...

je atomickd formula.
Nech A, B su formuly, potom A, ANB,AV B,A — B, A < B su formuly.
Ak z je premennd, A je formula, potom (V) A, (3x) A si formuly

Kazdd formula vznikne konecngm poctom pouZiti pravidiel (1), (2) a (3).

Definicia: (Podformula) Nech A je formula. Jej podformulou sa nazjva:
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1. len ona sama, ak A je atomickd formula
2. ona sama a kaZdd podformula formuly B, ak A = (—-B) alebo A = (Vz)B, A = (3z)B

3. ona sama a kaZdd podformula formil B a C, ak A = (BAC), A= (BVC), A= (B — C)
alebo A = (B < ()

4. Ziadne in€ podformuly okrem tychto nepozndme
Definicia:
1. Hovorime, Ze term s je podtermom termu t, ak s je podslovom slova t.
2. Hovorime, Ze formula B je podformulou formuly A, ok B je podslovom slova A.

3. Hovorime, Ze danyj vyskyt premennej x vo formule A je viazany, ak je sticastou nejakej
jej podformuly tvaru (Vz)B alebo (3x)B. Ak nie je dany vyskyt premennej ¢ viazany,
hovorime, Ze je volng.

4. Hovorime, Ze premennd z je volnd vo formule A, ak tam md volny vyskyt. Hovorime, Ze
premennd z je viazand vo formule A, ak tam md viazany vyskyt. (Toto je trosku volnyg
sposob definicie, pripiusta totiz obidva interpretdcie — rieSenie spociva v tom, Ze viazané
premenné mozno premenovat.)

5. Hovorime, Ze formula A je otvorend, ak meobsahuje Ziadnu viazand premenni. Hovo-
rime, Ze formula A je uzavretd, ak neobsahuje Ziadnu volni premenni. V oboch pripa-
doch A nazyvameformulou s ¢istymi premennyms.

3.2 Sémantika predikatovej logiky

Definicia: Nech L je jazyk 1. rddu. Relacnd Struktira M, ktord obsahuje:
1. neprdzdnu mnoZinu M (univerzum), ktorej proky sa nazgvaji individud
2. zobrazenia fpr : M™ — M pre kaZdy n-darny funkcény symbol f jazyka L

3. n-drnu reldciu Pyy C M™ pre kazZdy n-drny predikdtovy symbol p € L okrem symbolu
pre rovnost.

sa nazyva realizacia jazyka L.
Poznamka: Predikat rovnosti chapeme ako rovnost individui.

Definicia: Zobrazenie e, ktoré kaZdej premennej x priradi nejoké individuum z univerza M
nazgvame ohodnotenie premennych. Ak t je term, potom zdpis t[e] oznacuje realizdciu termu
t pri ohodnoteni e v relacnej struktire M.

Lema: Nech x1,xs,...x, st vsetky premenné, ktoré sa vyskytuju v terme t. Ak e a e’ su
dve ohodnotenia premenngch také, Ze plati e(x;) = €'(x;) pre i = 1,n, potom t[e] = t[e'].

Doékaz: matematickou indukciou vzhladom na t

l.t=x
e(x) =€ (z) = tle] =t'[e]

2. t = f(ty,to, ..., tn); t1,ta, ..., L, sQ termy
tle] = f(tale] tale], . .., tnle])
tle'] = f(tale'], t2l€], - .., tnle’])
Z indukéného predpokladu vyplyva, ze tle] = t'[e].
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Definicia: (Tarského definicia pravdivosti formuly) Nech M je realizdcia jazyka L, e je
ohodnotenie premenngch formuly A. Indukciou podla zloZitosti formuly A budeme definovat
pravdivost formuly A v relacnej Struktire M pri ohodnotent e. Oznacujeme M = Ale].

1. ak A je atomickd formula tvaru P(t1,ta,...,t,), kde P je n-drny predikdtovy symbol
rozny od "=" a t1,ta, ..., t, su termy. Potom M |= Ale], ak (t1le],t2e], ... tnle]) €
Py C M™

2. ak A je atomickd formula tvaru t; = ta, potom M |= Ale], ak t1]e] = tale] (t.j. ak oba
termy su realizované tym istym individuom)

3. ak A je tvaru B, potom M |= Ale], ked M [~ Ble]
4. ak A je tvaru B — C, potom M = Ale], ked M [~ Ble] alebo M |= C|e]

5. ak A je tvaru (Vx)B, potom M = Ale], ak pre lubovolné individuum m € M plati
M |= Ble(z/m)]

6. ak A je tvaru (3x)B, potom M | Ale], ak M = Ble(xz/m)] pre nejaké individuum
me M

Hovorime, Ze formula A je splnend v M a piseme M = A, ak je pravdivd pre lubovolné
ohodnotenie e.

Poznamka: Bod ¢. 6 sme definovali ‘zbytoc¢ne’, kedze plati (3z)B < —[(Vz)-B]. Z rov-
nakého dovodu sme nedefinovali pravdivost pre spojky A,V, <, kedZze spojky —, — tvoria
aplny systém.

Lema: Nech x1,x2,...,T, st vietky volné premenné formuly A. Ohodnotenia e, e’ také,
ze e(x;) = €' (x;) pre i = 1,n. Potom M |= Ale] & M | Ale'].

Dokaz: Prenechavam na ¢itatela. (Navod: pouZite matematicka indukciu na zlozitost for-
muly A. V béaze indukcie rozoberte pripad, ked A je atomickéd formula, v indukénom kroku
pripady, ked A=-B, A=B — C a A= (Vz)B.)

Poznamka: (k Tarského definicii pravdivosti) Ak je A tvaru (Va)B, jej pravdivost
(M = Ale]) nezavisi od ohodnotenia x. Podobne aj pre existenény kvantifikdtor. Teda, ak
zistujeme, ¢i M | A, stadi zistit, ¢i M = Ale] plati aspoinl pre jedno ohodnotenie e.

Poznamka: Ak uzavretd formula A je splnend v M, tak hovorime, Ze je pravdivd v M.

Definicia: Nech 1, 1w, ...z, st vietky volné premenné vo formule A. Potom formulu A’ =
(Vz1)(Vas) ... (Vz,)A nazgvame uzdver formule A.

Lema: Formula A je splnend v relacnej Struktire M prave vtedy, ked A’ (jej uzdver) je
pravdivy v M.

Doékaz: Prenechdvam na ditatela.

3.3 Substittcia termov za premenné

Oznacenie: t;, 4, . .. [t1,t2,. .., t,] — term, ktory vznikne tak, Ze kaZdy vyskyt x; nahradime
t; (naraz!!)

Poznamka: Indukciou na zlozitost termu t mozme dokdzatl, ze ty, 4y 2, [t1,82, ..., tn] je
opét term.
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Oznacenie: Ay, 4, . . [t1,t2,. ... tn] — formula, ktord vznikne tak, Ze kaZdy vyskyt x; na-
hradime t; (naraz!!)

Poznamka: Indukciou na zlozitost formuly A moézme dokazat, ze Ay, s, 2, [t1,t2,...,tx]
je opit formula.

Definicia: Hovorime, Ze term t je substituovatelny za x do formuly A, ak pre kaZdi pre-
mennd y obsiahnutd v t, Ziadna podformula tvaru (Vy)B, (Jy)B formuly A neobsahuje (z
hladiska formuly A) Ziaden volnyg vyskyt premennej x.

Poznamka 1: Ak formula A je otvorend, tak potom za Iubovolni premenni x, ktord sa
vyskytuje v A je substituovatelny lubovolny term t.

Poznamka 2: Ak lubovolnd premennd y vyskytujica sa v terme ¢ vystupuje vo formule
A volne (nie je viazand v A), tak potom ¢ je substituovatelny za lubovolnt volnii premenni.

Lema: Nech M je realizdacia jazyka L; A je formula; t1,to, ..., t, st termy jazyka L a e
je ohodnotenie také, Ze t;[e] = m; (m; si individud) i = 1,n. Potom:

1oty oz [t1, - - ta]le] je individuum t(e(xr/ma, ... x5/ /my))
2. MEA, ot ot © MEAle(zi/ma, ... xn/my)]
Dokaz: Prvé tvrdenie:

1. ¢ nech oznacuje term ty,, [t1,-..,tn]
a)t=a ad&{xy,...,xn} = t =t
b)t=x xze{xy,...,zp} = ' =t

2. t=f(s1,..-,5n)
Z ind. predpokladu: s;[ty,...,t,][e] = sile(z1/m1, ..., zn/my)] i =1,n.
Teda t'[e] = fu(sile(zr/ma, ... xn/mp)], ..., snle(xr/ma, ... x5 /my)])

Druhé tvrdenie: matematickou indukciou vzhladom na zlozitost formuly A

1. Nech A je atomickd formula P(s1, Sa,...,Sn), S; S termy.
Oznaéme A’ = Ay, o a [t15t2, - -, tn)
MEAle] & (silt1,--- tnlle], -y snltt, .-, talle]) € Py <
& (sile(zi/ma, ..., xn/mp)], ..., Snle(zr/ma, ... xn/my)]) € Py <

< M E Ale(z1/ma, ..., zn/my)]

Nech A je atomickd formula tvaru t = s.

Oznaéme A’ =ty w,[t1,- - stn] = Suy,w,[t1,- - s tnl.
MEAlel & tey, ozt talle] = sz, oz, [t ta]le] <
& tle(zr/ma, ... xn/mn)] = sle(z1/ma, ..., zn/mn)] <

e M Ale(zy/ma, ... 20 /my)]

2. Pripady, ked A = =B alebo A = B — C prenechdvam na Citatela. Rozoberieme vSak
pripad, ked A = (Vz)B.

e Nech z je niektora z premennych x1, xs, ..., x,. BUNV predpokladajme, ze z = x;.
M ': A,[e] & VekeM: M ': Brg,,..,mn [tQa s 7tn] [e(xl/k)] <
& Yk e M : M Ble(z1/k,xa/ma, ..., Tn/my)] <
o M E Ale(ze/ma, ... xn/my)] & M E Ale(z1/k, ... 20 /my)]
Posledné ekvivalencia vyplyva z toho, Ze pravdivost A v.M od ohodnotenia e
nezévisi. Staéi teda dosadit k := m;.

e Nech z je rézna od x1,x2,..., 2,
— postup je zjednodusenim predchadzajiceho pripadu &
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3.4 Axiomy predikatovej logiky

Definicia: Axiémy z vyrokovej logiky:

(A— (B—A)) (A1)
(A-(B—-0C)—((A—=B)—(A—=0C)) (A2
((ﬁB — ﬁA) — (A — B)) (A3)

Odvodzovacie pravidlo: ”modus ponens”

A, A— B
B

Veta: Nech A je formula jazyka L predikatovej logiky, nech P je mnoZina vsetkych atomic-
kych formil jazyka L a vsetkgch formil tvaru (3x)B a (Vx)B, kde = je nejakd premennd
jazyka L a B formula jazyka L. Ak A je tautoldgia vo vyrokovej logike nad P, potom A je

teorémou predikdtovej logiky.
Dékaz: TODO

Definicia: Nové axiémy:
(Vx)A — A, [t] (A4)
(Vz)(A— B) — (A — (Vx)B) (Ab)
Odvodzovacie pravidlo: ”pravidlo zovSeobecnenia (generalizdcie)”

A x
(Vx)A

Lema 1: Ak+ A — B a premennd x nemd volng vyskyt v A, potom - A — (Vz)B.

Doékaz:
1. krok F (Va)(A — B) (predpoklad, GEN)
2. krok + (Vz)(A — B) — (A — (Vz)B) (A5)
3.krok +FA— (Va)B (1, 2, MP)

Lema 2: Pre lubovolné formuly A, B a term t plati:

1. F A — (30)A

2. akt+ A — B a premennd z nemd volng vyskyt v B, potom t (x)A — B

Doékaz:

1. krok F (Va)-A — At (A4)

2. krok F ——(Vz)-A — (Vz)-A

3. krok F —(3x)A — (Va)-A ((Fz)A = —[(Vz)-A])

4. krok F =(3x)A — —AL[t] (1, 3, sylogizmus)

5. krok F A,[t] — (3z)A
1. krok F (A — B) — (-B — —A)
2. krok + (Vz)(=B — —A) (1, predpoklad, MP, GEN)
3. krok + (Vz)(—=B — —A) — (=B — (Vx)-A) (A5)
4. krok =B — (Vz)-A (2, 3, MP)
5. krok + =(Vz)-A — —-—B

6. krok + (3z)A — B

Lema 3: Nech A’ je instancia formuly A (t.j. A’ je tvaru Az, . 2. [t1,---

F A, tak - A

Dokaz: indukciou vhladom na n — podet substituovanych termov
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1. baza indukcie:

1. krok F A=+ (Va1)A (predpoklad, GEN)
2. krok F (Vz1)A — Ay, [t1] (A4)
3. krok  F Ay, [t] (1, 2, MP)

2. indukény krok: Nech z1,...,z, st premenné, ktoré sa nevyskytuju v A ani v termoch
t1,...,t,. Potom modzme uplatnit postup z bazy indukcie nasledovne:

FA

= Aajl[zﬂ

|_ A$1,LE2 [21,22]

FAg oz l21,...,20] =B
FB

F B., [ti1]

l_ le,Zz [t17t2]
FBayznltl, . tn] = A

Priklad: Preco sme museli indukény krok v dokaze predchadzajucej vety tak skomplikovat?
Uvazujme nasledujtcu formulu: A =z < y.

e Spravme substitaciu A, ,[y, z], pricom vSetky premenné nahradime naraz! Dostavame
Az yly, 2zl =y <z

o Spravme substittaciu A, [y, 2], pricom najprv nahradime x, potom y! Dostavame A, [y, z] =
x <.

KedZe sme potrebovali prave postupni substitiiciu museli sme si pomdct pomocnymi pre-
mennymi.

Poznamka: Z lemy vyplyva, Ze lubovolné volné premenné mo7no premenovat.

Dosledok: Nech x1,...,x, st vietky volné premenné vyskytujice sa vo formule A. Nech
Z1,...,2n SU navzdjom rozne premenné také, Ze z; je substituovatelnd za x; i = 1,n vo for-
mule A. Ak A’ je instancia tvaru Ay, .z, [21,. .., 2n), potom ak+ A, tak = A'.

Dokaz: Vyplyva z lemy 3.

Lema 4: Pre lubovolni formulu A, premenné x1,...,x, a termy ty,...,t, plati:
1. F (Vo) (Vo) ... (Von)A — Agy . an [ty -+ -5 B0
2. F Ay et te] = (321)(3x) .. (Fzn)A

Daokaz:

1. Uvazujme $pecidlny tvar axiémy Specifikicie: F (Vo)A — A. Z neho a z pravidla jedno-

duchého sylogizmu moézme odvodit F (V1) ... (Vz,)A — A. Formulat (Va1)(Vaz) ... (Vz,)A —

Agy.wnlt1s .-, ty] je iba instanciou tejto formuly, takze na zdklade lemy 3 je dokaza-
telna.

2. Analogicky postup s vyuzitim Specialneho tvaru formuly z lemy 2:
FA— (3z1)(3za) ... 3x,)A.

Poznamka: Z formil v predchidzajicom dokaze mozme pomocou pravidiel zavedenia vse-
obecného (Lema 1) a existenéného (Lema 2(2.)) kvantifikdtora dokazat tvrdenia:

19



F(3z1) ... (Fzn)A = Bzry) ... (Frrm))A
kde 7 je Tubovolnd permutacia mnoziny {1,2,...,n}.

Definicia: Nech z1,...,x, siu vietky premenné s volnym viskytom vo formule A v neja-
kom usporiadani. Potom formulu (Vx1)(Vza) ... (Va,)A nazveme uzdver formuly A.

Veta (o uzavere): Nech A’ je uzdver A. Potom b A<+ A'.

Dokaz: Prva implikdciu mézme dokdzat pomocou pravidla zovSeobecnenia. Druha impli-
kiciu pomocou lemy 4( jej prvej ¢asti).

Poznamka: Veta o uzévere charakterizuje vlastnosti volnych premennych v dokéztemych
formuléch.

Lema 5 (o distribiicii kvantifikatorov): Ak je - A — B potom + (Vx)A — (Vz)B a
F (3z)A — (3x)B.

Daokaz: Pre vseobecny kvantifikdtor pouzijeme najprv axiému Specifikacie a nasledovne pra-
vidlo zavedenia vseobecného kvantifikidtora. Pre existencny kvantifikdtor pouzijeme lemu 2
(najprv prvi a nésledne jej druhu ¢ast).

Veta: (o ekvivalencii) Nech formula A’ vznikne z formuly A nahradenim vietkych vy-
skytov podformil By,...B, v uwwedenom poradi formulami By, ..., B.. Ak plati - B; < B,
prei=1,n potom bk A+ A’.

Dodkaz: Veta je obdobou tvrdenia vo vyrokovej logike, ktortt sme uz dokazali. Este si ro-
zoberieme pripad, ked A = (Vz)B. Vtedy sta¢i pouzif indukény predpoklad a uplatnif na
ntho vetu o distribucii kvantifikdtorov.

Definicia: Hovorime, Ze formula A’ je variantom formuly A, ok A’ vznikne z A postupngm
nahradenim podformal tvaru (Qx)B formulami (Qy)Bly], kde y nie je volnd vo formule B

a @ e {v,3}.
Veta: (o variantoch) Nech A’ je variant formuly A. Potom b+ A — A'.

Dokaz: Staéi dokézaf, Ze ak nahrddzame v A formulu typu (Qz)B formulou (Qy)B.[y],
ziskame ekvivalentné formuly. Potom uZ len aplikujeme vetu o ekvivalencii.

1. Q=V:

1. krok F (Vz)B — B[y (A4)
2. krok + (Vz)B — (Vy)B.[y] (GEN)
1. krok oznaéme B’ = B,[y]

2. krok - (Yy)B' — B, [z] (A4)
3. krok = (Vy)B' — (Vr)B,[r] (Lema 1)
4. krok + (Vy)B' — (Vz)B

2. Q =3 analogicky

3.5 Veta o dedukecii

Definicia: Nech A je niektord formula z mnoZiny T a nech Ay, ... A, je lubovolné odvodenie
B z predpokladov (hypotéz) T. Hovorime, Ze formula A; je v tomto odvodent zdvisld od A, ak
plati:
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1. formula A; je A a objavila sa v odvodeni ako prvok T

2. A; je formula, ktord sme dostali podla pravidla zovSeobecnenia z A; (j < i) a formula
Aj zdvist od A

3. formula A; vznikla odvodenim z formal Aj;, Ay, j,k < i pomocou pravidla MP a aspor
jedna z formul A;, Ay, zdvisi od A

4. A; je jedna zo schém axiom predikdtovej logiky a obsahuje aspori jednu podformulu,
ktord zdvisi od A

Veta: (o dedukcii) Nech T je mnozina formil a A, B st formuly predikdtovej logiky.
1. AkTHA— B, potomT,A+ B

2. Ak T, A+ B a existuje také odvodenie B z {T, A}, Ze sa v riom pri aplikdcii pravidla
zovieobecnenia na formuly, ktoré v tomto odvodent zdvisia od A velkym kvantifikdtorom
neviaZe Ziadna premennd volnd v A, potom T+ A — B.

Doékaz: Prvé tvrdenie sa dokazuje rovnako ako vo vyrokovej logike. Druhé tvrdenie dokazeme
indukciou na dizku odvodenia B z {T’, A}.

1. baza indukcie: ako vo vyrokovej logike (3 pripady)

2. indukény krok: ako vo vyrokovej logike (4 pripady), avSak pribudne dalsi pripad — ak
sme formulu B(A,,) ziskali pouzitim pravidla zovSeobecnenia.

e Nech A; nezévisi od A

1. krok TF A;

2. krok T+ (Vx)(4) (GEN)
3. krok + (Vz)A; — (A — (Vo)A)) (A1)
4. krok THA—B (B = (Vx)4,;)

e Nech A neobsahuje x volne

L krok TFA— A (IP)
2. krok T+ (Vz)(A — A;) (GEN)
3. krok F (Vz)(A — A;) — (A — (Va)A;) (A5)
4. krok TF A — (Vz)A; (2, 3, MP)

Désledok 1: Z dokazu je vidiet, Ze staci, ak vieme, Ze v odvodeni formuly B z predpokladov
{T, A} nebolo pouzité pravidlo zovseobecnenia na Ziadnu premennd, ktord je volnd v A, po-

tomThHA — B.
Dosledok 2: Ak T, A+ B a A je uzavretd, potom T+ A — B.

Désledok 3: Ak T, A + B a ezistuje také odvodenie B z predpokladov {T, A}, Ze neapli-
kujeme pravidlo zov§eobecnenia, potom T H A — B.

Veta: (o konStantach) Nech T je mnozina formil jazyka L a nech A je formula jazyka
L. Nech jazyk L’ vznikne z L rozsirenim o nové konstanty (symboly pre konstanty). Nech
Cl,- -+ Cm SU nové konstanty, potom T + Alcy,...,cn] & T A.

Dodkaz: Jedna implikacia vyplyva priamo z lemy 3. Druht implikdciu dokézeme nasledovne:
Nech Af,..., A, je odvodenie formuly Afcy,...,¢m] z T. Nech ya, . .., Yy, st premenné, ktoré
sa nevyskytuji v A ani v ziadnej formule dokazu Af,..., A! . Nech A; vznikne z A} tak,
ze konstanty c; nahradime premennymi y; pre j = 1,m. Tym dostaneme doékaz formuly
Aly1, ..., Ym] z predpokladov T. KedZe A je iba instanciou tejto formuly, tak plati T+ A.
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Poznamka: UvaZzujme, Ze A nie je uzavretd (obsahuje volné premenné yi, ..., ¥, ). Chceme
dokézat T + A — B. Rozsirme teda L o nové konstanty ci, ..., c,,. Podla vety o konstantach
a vety o dedukcii plati:

THFA—B & THAler...c;m] = Bley...em] & T,Aler...cm]bF Bler ... em)

Veta: (zovSeobecnenie vety o dedukcii) Ak A je formula a T, S si mnoZiny formail,
potom T'U S b A prdve vtedy, ked existuje prirodzené éislo n a formuly Bi,..., B, také, z
ktorych kazdd je uzdverom nejakej formuly z S, pricom plati:

THBy —(By— (...~ (B, — A)...)
Dékaz: TODO

Poznamka: Veta nemd prakticky vyznam, pretoZe nam hovori iba to, Ze dokaz z mensej
mnoziny predpokladov je mozny — nedéva vSak navod na jeho zostrojenie.

Dosledok: (o dokaze sporom) Nech A’ je uzdver formuly A, nech T je mnoZina for-
mal. Tvrdime, 2¢e TH A < TU{-A'} je spornd.

Dokaz: Nech T + A. Potom podla vety o uzdvere T+ A’. Teéria T U {—A’} je sporni,
pretoze z F =A — (A — B) by sme vedeli dokdzat ITubovolni formulu. Obratene nech
TU{—A’} je spornd. Potom z nej mozno dokdzat Tubovolné tvrdenie, teda aj TU{-A"} - A’.
Z vety o dedukcii vyplyva T+ —=A’ — A’. Pouzitim tautoldgie F (-A’ — A’) — A’ dostavame
pomocou pravidla MP tvrdenie T+ A’. Z vety o uzdvere napokon vyplyva T I A.

3.6 Prenexné tvary formul

Definicia: Hovorime, Ze formula A je v prenexnom tvare, ak md tvar:

(Q121)(Q222) . . . (Qnrn)B,

kde n > 0 a pre kazdé i = 1,n je Q; € {V, 3}, B je otvorena formula a 1, . .., z, st navzajom
rozne premenné. B sa nazyva otvorené jadro formuly A a postupnost kvantifikdtorov, ktoré
jej predchadzaju je prefix.

Veta: Ku kaZdej formule A predikdtovej logiky moZme zostrojit formulu A’ v premexnom
tvare taku, Ze - A — A'.

Dokaz: Uvedieme neskor.

Poznamka: Formulu A’ ziskame z A pomocou prenexnych operécii (”vytahovanie kvan-
tifikitorov pred zatvorku”).

Oznacenie: Ak @ oznacuje vieobecny kvantifikitor, tak @ oznacuje existenény a naopak.

Prenexné operacie:
1. podformulu B nahrad nejakym jej variantom B’ (premenovanie premennych)

2. podformulu —(Qz)B nahrad formulou (Qx)—B

3. ak premennd x nie je volna vo formule B, podformulu B — (Qz)C nahrad formulou

(Qz)(B — C)

4. ak premennd x nie je volna vo formule C, podformulu (Qz)B — C nahrad formulou

(Qz)(B — C)
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5.

ak symbol ¢ zastupuje symbol A alebo V a premennd z nie je volna vo formule B, tak
podformulu B ¢ (Qx)C nahrad formulou (Qz)(B ¢ C)

Lema: Pre lubovolné formuly B, C a kaZdi premenni x plati:

1.
2.
3.
4.

Dékaz: TODO (dlhy)

Dokaz: (slibeny dokaz vety) Matematickou indukciou na zloZitost formuly A:

1.
2.

baza indukcie: A je atomickd formula a teda A = A’

indukény krok: rozoberieme 3 pripady

e A=-B
Na B sa vztahuje indukény predpoklad. Uplatnenim prenexnej operacie (2) dosta-
neme formulu A v prenexnom tvare.

e A=B—C
Na B a C sa vztahuje indukény predpoklad. Formulu B’ — C’ najprv upravime
pomocou operécie (1) tak, aby mali rozne premenné a potom pomocou operacii
(3) a (4) tak, aby sme dostali formulu v prenexnom tvare.

o A= (Vx)B
Podla IP vytvorime B’. Ak z nie je v prefixe B’, tak A’ = (Vz)B’, in4¢ A’ = B’.

Definicia: Nech prefiz uzavretej formuly A md tvar (3xy)...(3zr)(Veps1) ... (Vam), kde
k+ 1> 1. Potom hovorime, Ze formula A je vyjadrend v Skolemovom tvare.

Definicia: Hodnostou formuly A vyjadrenej v prenexnom tvare nazjvame pocet vseobecnyjch
kvantifikdatorov, ktoré v prefize predchddzaji poslednému existencnému kvantifikdtoru (poci-
tame zlava).

Veta: Ku kaZdej formule A predikdtovej logiky moZno zostrojit formulu A’ vyjadreni v Sko-
lemovom tvare tak, fe - A <F A'.

Doékaz: Mozeme predpokladat, Zze A je uzavretd a vyjadrend v prenexnom tvare. Dokaz
prevedieme matematickou indukciou na hodnost formuly A.

1.
2.

3.7

béaza indukcie: formula je automaticky v pozadovanom tvare

TODO (dlhy, trocha nezrozumitelny)

Predikatova logika s rovnostou

Definicia: Oznac¢me nasledugice axiomy (R1), (R2) a (R3):

1.
2.

3.

Ak x je premennd, potom formula x = x je axioma.

Ak x,..., 2891, .., Y SU premenné, a ak f je k-arny funkény symbol, potom formula
(t1=y2— (x2a=y2— ... > (xx =y — f(z1,...,2k) = fy1,. .., Yx) . ..) je azidma.
Ak x1, ..., Tk Y1, - - -, Yk SU premenné, a ak P je k-drny predikdtovy symbol, potom for-

mula (21 =ya = (22 =ya — ... = (zp =y — (P(z1,...,2k) = Py1,-.-,Yk))...)
je axioma.
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Lema: (symetria a tranzitivnost)
lL.z2=y—y==x

2. r=y—>y=z—r =2

Daodkaz:
Fe=y—ocr=c—z=0x—y==x (R3)
Fe=r—z=22—2z=y—y=2 (VD)
Fe=y—y==x (R1, MP, MP)
Fy=r—z=z—y=z—>x=12 (R3)
Fz=z—oy=c—oy=z—x=2z (VD)
Fy=z—y=z—-x=2 (R1, MP)
Fe=y—y=z2z—z=2 (symetria)

Veta: Nech ti,...,tn,51,...,5, st termy také, Ze plati - t; = s; pre i = 1,n. Potom

1. Ak t je term a s je term, ktory vznikne z t zamenou niektorych vyskytov t; zodpoveda-
Jucimi termamzi s;, potom -t = s.

2. Nech formula A’ vznikne z formuly A zdmenou niektorych vyskytov termov t; zodpoveda-
Jucimi termami s; okrem pripadu, ked vt; je premennd z, ktord je sucastou kvantifikdcie
(Vz) alebo (3z). Potom b A — A'.

Dokaz: Prvé tvrdenie dokdZeme indukciou na zlozitost termu ¢. V baze indukcie uvazujeme
dva pripady. Ak ¢ je premennd, tak tvrdenie vyplyva z axiémy (R1), ak ¢ je niektory z
t;, tak tvrdenie je vlastne jeden z predpokladov. V indukénom kroku uvazujme ¢ v tvare
t = f(uy,...,ux), kde f je k-drny funkény symbol a uy, ..., uy st termy, na ktoré sa vztahuje
induk¢ny ppredpoklad. Substitciou nahradzame tieto termy novymi, pricom plati - u; = u
Uvazujme formulu:

/,
i

Fup=u] —us=uh— ... > up =u) — flur,...,ux) = ful,...,up),

ktora je inStanciou axiémy (R2) — k-ndsobnym pouzitim pravidla MP dostaneme pozado-
vané tvrdenie.

Druhé tvrdenie: KedZe Ziadne premenné, ktoré su sucastou kvantifikdcie sa nenahra-
dzaju staci uvazovat nahradzanie iba v atomickych podformulidch. Dokaz rozdelime na 2
Casti. Najprv uvazujme podformuly tvaru P(uq,...,ux). InStancovanim axiémy (R3) a k-
nasobnym pouzitim pravidla MP dostaneme jednu implikdciu pozadovanej ekvivalencie. S
vyuzitim vlastnosti symetrie sa rovnakym postupom dopracujeme aj k druhej implikacii.
Nakoniec uvazujme podformuly tvaru u; = ug. Vieme, Ze plati b u; = uj aj b ua = uj.
Pomocou vlastnosti tranzitivnosti dokdZeme obe implikacie dokazovane] ekvivalencie. &

Veta: Ak si t,t1,...,tn,81,...,8, termy a ak A je formula, potom plati
l.hti =8 —ta=83— ... oty =8, = t[t1...tn] =t[s1...84]
2.Fti1 =51 —>ta=80— ... o tp =8, = (A(t1...tn) & A(s1...8p))

Ak naviac premennd x nie je obsiahnutd v terme t, potom
1. At < (Va)(z =t — A)

2. F At < Fx)(z=tNA)

Doékaz: Pokial termy t1,...,t,,s1,...,S, neobsahuji premenné, tak prva cast vety vyplyva
priamo z predchédzajtcej vety a vety o dedukcii. Ak tieto termy obsahuji premenné, nahra-
dime ich réznymi konstantami, pouzijeme vetu o konstantach, vetu o dedukcii a predchadza-
jacu vetu.

24



Teraz dokdzeme druhu ¢ast vety. Najprv uvazujme prvé tvrdenie.

F(Vz)(x=t— A) — (t=t— At]) (A4)
Ft=t)— ((Vz)(zx =t — A) — A,[t]) (VD)
F(Vo)(z =t — A) — A.[t] (R1, MP)
Fox=t— (A< At) (predoslé veta)
Fo=t— (4.t — A)

F ALt — (=t — A) (VD)
FALt] — (Vo) (z =t — A) (GEN)

Druhé tvrdenie dokazeme pomocou prvého nasledovne:

F(Vo)(z =t — —A) « At
Fo(Vz)(x =t — —A) & =AY
F@x)(z=t— -A) « A.lt]

F @x)-(-(z =1t) V-A) & A,[t]
F@x)((z=1t)ANA) « Alt]
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4 Pravdivost a dokazatelnost

4.1 Veta o korektnosti
Definicia: Nech L je jazyk, A formula jazyka L, hovorime, Ze formula A je logicky platnd a

oznacujeme |= A, ak je splnend v kazZdej realizdcii jazyka L.

Poznamka: Logicky platné su tie formuly, ktoré st splnené bez ohladu na realizéciu ja-
zyka, teda pri Tubovolnej interpretécii $pecidlnych symbolov.

Definicia: Ak L je jazyk 1. radu a T je nejakd mnoZina formil jazyka L, hovorime, Ze
T je tedria 1. radu (v predikatovej logike) s jazykom L.

Poznamka: Najprv sme vybudovali vyrokovu logiku. TG sme neskor rozsirili na prediké-
tov logiku, ktori sme nasledne este rozsirili na predikatovii logiku s rovnostou. Dalsim
rozsirenim pomocou vyssie uvedenej definicie ziskame tedrie, ktoré sa vseobecne nazyvaja
Specialne tedrie.

Definicia: Nech T je tedria s jazykom L a M je realizdcia L. Hovorime, Ze M je modelom
tedrie T a piseme M =T, ak je v M splnend kaZdd formula z mnoZiny T. WA€T M = A)
Hovorime, Ze formula A je sémantickym désledkom teorie T (mnoZiny formul T) alebo Ze A
je T-platnd, ak je splnend v kaZdom modeli T. Piseme T = A.

Priklad 1: Tedria usporiadania mé jazyk L s rovnostou, bindrny predikit ”<” a je tvo-
rend axiémami:

1. =(z < x)
2.z <yNy<z—ax <z
J.r=yVer<yVy<cz

Ak M (realizicia jazyka) je mnoZina prirodzenych éisel, tak je to teedria (a teda M je mo-
del). Nie kazd4 realizécia je vSak modelom!

Priklad 2: Elementarna aritmetika je tedria s rovnostou. Specialne symboly st 70”7, 7 S”,
7?+??’ ”.77. A.Xiémy:

1. =S(z) =0
2. 5(x) =S(y) —r=y

r+0=zx

-

z+Sy) =S +vy)

ot

.x-0=0
6. z-S(y)=(r-y +=

Mnozina prirodzenych ¢isel s beznym s¢itanim a nasobenim je model.
Ak S =1, ide o tedriu telies.

Poznamka: Iubovolné realizcia jazyka L predikdtovej logiky je modelom predikatovej lo-
giky s jazykom L. Plati - A < = A (A je dokdzatelna formula préve vtedy, ked je teoréma).
Teda zapis T |= A je vSeobecnejsi ako = A.

Veta: (o korektnosti) Ak T je tedria s jazykom L a ak A je takd formula, Ze T + A,
potom T |= A.
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Dokaz: TODO str. 80
Poznamka 1: TODO

Poznamka 2: Veta o korektnosti dédva ndvod ako ukéazaf, Ze nejakd formula nie je teoré-
mou predikatovej logiky. Staci uviest ohodnotenie, ktoré v danom modeli neplati.

Poznamka 3: TODO
Daosledok: Ak nejaka teoria T md model, tak je bezospornd.

Dokaz: TODO 4.9

4.2 Veta o uplnosti

Veta 1: (Godelova) Nech T je tedria s jazykom L a nech A je lubovolnd formula jazyka L.
Potom T+ A prdve vtedy, ked T = A. Teda A je vetou (teorémou) tedrie T prave vtedy, ked
je splnend v kaZdom modeli teorie T.

Poznamka: S jednou implikiciou tejto ekvivalencie sme sa uz stretli. Nazyva sa veta o
korektnosti. Druhé implikacia sa nazyva veta o uplnosti.

Veta 2: (G8delova) Tedria T je bezospornd prdve vtedy, ked md model.
Tvrdenie: Veta 2 implikuje vetu 1.

Dékaz: TODO

Dokaz: (vety 2) TODO

Definicia: Hovorime, Ze tedria T s jazykom L je tuplnd, ak je bezospornd a pre lubovolni
uzavretd formulu A jazyka L bud A alebo —A je dokdzatelnd v T.

Definicia: Hovorime, Ze tedria T s jazykom L je Henkinova, ak pre lubovolni uzavreti
formulu (32)B jazyka L plati b (3x)B — B,[c] pre nejakd konstantu.

Lema: Ak je teoria T dplnd a Henkinova, potom T md model.
Dokaz: TODO

Definicia: Hovorime, Ze jazyk L' je rozsirenim jazyka L, ok kaZdy Specidlny symbol (a pri-
padne aj "=") jazyka L je obsiahnuty v L' s rovnakou drnostou a rovnakgm vyjznamom.

Definicia: Hovorime, Ze teoria T' s jazykom L' je rozsirenim teorie T s jazykom L, ak L' je
rozsirenie L a lubovolnd formula A jazyka L, ktord je vetou tedrie T je taktieZ vetou tedrie T".

Priklad: Tedria telies je rozsirenim tedrie oborov integrity, ktord je zase rozsirenim tedrie
okruhov. A tak dalej...

Poznamka: Ak T’ je rozsirenim T a T’ je bezospornd, potom aj T je bezosporna.

Definicia: Hovorime, Ze tedria T je konzervativnym rozsirenim tedrie T, ak T’ je rozsi-
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renim T a kaZdd formula A jazyka L tedrie T, ktord je vetou tedrie T' je tieZ vetou tedrie T.
(t.3. rozsirenim nevznikni nové vety)

Poznamka: T" je konzervativnym rozsirenim T', ak pre lubovolnt formulu A jazyka L tedrie
Tplath: THFA ST A

Poznamka: Ak T’ je konzervativne rozsirenie T, potom z predchddzjiceho tvrdenia vy-
plyva, ze T je bezospornd prave vtedy, ked T" je bezosporna.

Lema: (Henkinova) K lubovolnej tedrii T mozZme zostrojit Henkinovu tedriu Ty, ktord
je konzervativnym rozsirenim teorie T.

Dokaz: TODO

Veta: (Lindenbaum) Ak je T bezospornd tedria v jazyku L, potom existuje iplné rozsi-
renie T' tedrie T' s rovnakym jazykom L.

Dokaz: TODO
Definicia: Ak L' je rozsirenim jazyka L a ak M’ je realizdcia jazyka L', redukciou Struktiry
M’ na jazyk L je Struktira M, ktord definujeme nasledovne:

o univerzum Struktiry M je rovnaké ako univerzum M’

o M obsahuje iba také reldcie a zobrazenia z M’', ktoré si realizdciou Specidlnych sym-
bolov jazyka L. To znamend, Ze ak P je lubovolny n-drny predikdtovy symbol jazyka L,
potom realizdcia Ppy symbolu P v struktire M je reldcia Py Podobne realizdcia fyr
kazZdého funkcného symbolu f jazyka L v struktire M je zobrazenie fyr, ktoré realizuje
symbol f v Struktire M’.

o Struktiru M oznacujeme M’ AL a nazjvame ju redukciou Struktiry M na jazyk L

o Struktiru M’ nazjvame expanziou Struktiry M

Poznamka: Nech A je formula jazyka L. Potom M E A < M’ = A.

Lema: Ak T’ je rozsirenie tedrie T s jazykom L a ak M’ je model tedrie T’, potom M = M’ AL
je model teorie T.

Dokaz: lema 4.27

4.3 Veta o kompaktnosti

Veta: (o kompaktnosti) Nech T je mnoZina formil jazyka L a A je formula jazyka L.
Potom T = A< T’ = A pre nejaki koneéni podmnoZinu T' C T.

Dokaz: Z vety o uplnosti vyplyva T |= A prave vtedy, ked T+ A. Dokaz formuly vSak
vyuziva iba konec¢ne vela axidm z T'. Teda existuje takd mnozina T’ C T, ze T’ = A. Opétov-
nym pouzitim vety o tplnosti dostavame T’ F A prave vtedy, ked T = A.

Veta: (druhy variant vety o kompaktnosti) Nech T je mnoZina formail v jazyku L.
Model tedrie T existuje prdve vtedy, ked kazdd koneénd podmnoZina T' C T md model.

Doékaz: Podla vety o iplnosti méa lubovolna tedria S model prave vtedy, ked je bezosporna.

Ak kazda kone¢nd podmnozina 7" C T m4 model, potom je aj kazda koneénd T’ C T bez-
osporna. To znamenad, Ze aj tedria T' je bezospornd, pretoze kazdy dokaz sporu pouziva iba
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konecne vela axiom. Teéria T teda ma model. A naopak, kazdy model teérie T' je modelom
vsetkych jej koneénych podmnozin.

Nasledujtice 2 priklady ilustruji pouzitie vety o kompaktnosti:

Priklad 1: (tedria telies) Nech T je tedria telies s jazykom L = {0,1,+, -} s rovnos-
tou. Nech z je premenna. Termy z, (z + x), (z + (x + z)), ... budeme oznadovat skratkami
1.z,2.z,3.x,... a nazyvat prirodzené ndsobky x. Prirodzené ¢isla nemusia byt prvkami sku-
maného telesa a sicin imitujeme opakovanym pri¢itanim. Vyraz p.z, kde p je nejaké priro-
dzené ¢islo moze reprezentovaf term znacénej dlzky. Ak pre nejaké nenulové p plati p.1 = 0
hovorime, Ze teleso ma koneénii charakteristiku. Najmensie nenulové ¢islo, pre ktoré tato
vlastnost plati nazyvame charakteristikou telesa. Ak vlastnost neplati pre Ziadne nenulové
p, hovorime Ze teleso ma charakteristiku nula. Ak pridame k T formuly p.1 # 0 pre vsetky
nenulové prirodzené ¢isla p, dostaneme axiémy tedrie telies s charakteristikou nula. Oznac¢me
tato tedriu 1”. Zaujima nas otdzka, ¢i modzme axiomatizovat tito tedriu koneénym poctom
axiém. Odpoved je negativna.

Predpokladajme, Ze by nekoneént schému axiém bolo mozné nahradit jedinou formulou
A jazyka L. To znamend, Ze A je splnend vo vSetkych telesach charakteristiky nula, ale v
Ziadnom telese konec¢nej charakteristiky. Teda 77 = A a podla vety o kompaktnosti existuje
kone¢nd podmnozina T C T’ také, ze formula A je splnend v kazdom modeli T”. Pritom
T" obsahuje iba kone¢ne vela axiém. Nech r je prirodzené ¢islo vicsSie nez podet vSetkych
axiém, ktoré patria do T". Potom kaZdé teleso kone¢nej charakteristiky viic¢Sej neZ r je mo-
delom T" a preto je v iom splnené formula A. Z algebry vieme, Ze existuji telesa lubovolne
velkej charakteristiky. To znamen4, ze axiéma A necharakterizuje telesé charakteristiky nula.

Priklad 2: (Peanova aritmetika) Peanova aritmetika prvého radu je tedria P, ktord
vznikne z elementarnej aritmetiky pridanim schémy axiém indukcie. Nech A je formula ja-
zyka elementarnej aritmetiky a x je premennd. Potom formula

A[0] = (Vo) (A — AL[S(2)]) — (Vo) A)

je axiéma indukcie. Llahko mozno dokézaf, ze standardny model aritmetiky A je zaroven
modelom Peanovej aritmetiky P. Zaujima nés otdzka, ¢i je tento Standardny model (aZ na
izomorfizmus) jedinym modelom Peanovej aritmetiky. Z vety o kompaktnosti (2. variant)
vyplyva, ze existuju modely, ktoré nie st izomorfné so Standardnym modelom Peanovej arit-
metiky. Také modely nazyvame nestandardné.

Pre Tubovolné prirodzené ¢islo n definujme term jazyka aritmetiky, ktory oznacime 7.

IR
Il

0
S(0)
S(5(0))

Termy 7 nazyvame numeraly. Je zrejmé, ze kazdé individuum Standardného modelu je reali-
zaciou nejakého numeralu. Nech jazyk L. vznikne z jazyka L Peanovej aritmetiky pridanim
novej konstanty ¢ a nech P, je rozSirenim Peanovej aritmetiky o axiémy ¢ # 7 pre vSetky
numeraly n. Potom kazda koneénad podmnozina T' C P. ma model, ktory vznikne rozsirenim
standardného modelu N tak, Ze konstantu c realizujeme individuom, ktoré nie je realizdciou
7iadneho z konecne vela numerédlov, o ktorych sa hovori v T. Podla vety o kompaktnosti
existuje model M tedrie P,.. Podla lemy na konci predchadzajtceho odseku je M AL model
Peanovej aritmetiky. Od standardného modelu sa lisi tym, ze obsahuje individuum, ktoré
nie je realizaciou Ziadneho numeralu. Taky model nie je izomorfny so Standardnym modelom
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N, je to nestandardny model Peanovej aritmetiky. Veta o kompaktnosti zaru¢uje existenciu
neStandardnych modelov Peanovej aritmetiky, avSak neddva navod ako ich zostrojit.
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5

Zaver

Na zaver by som chcel povedat zopéar slov o tomto dokumente.

1.
2.

Text je zatial iplne neoficidlny, teda doc. Toman ani len netusi, Ze existuje.

Je pisany iba za pomoci mojich pozndmok a pozndmok Martina Labanca, ktorému
chcem podakovat za ich poskytnutie.

Text bol prevereny (mojou malickostou) a nemal by obsahovat gramatické chyby.

Faktické chyby sa chystam dat skontrolovat trocha mudrejsim Tudom — mozno to chvilu
potrva.

Urcite sme si vSimli poznamky typu ”TODO”, resp. ”dokaz prenechdvam na citatela”.
Tie prvé sa v krétkej dobe chystdm doplnit. Tie druhé nie :)

Sadzba bola uskutoénend v ITEX-u. (konkrétne CSTeXLive 7 + editor WinShell 2.2.1)
Zdrojovy text sa momentalne nechystdm zverejnif. (moZno po dokonceni...)

Skoro by som zabudol — text neslizi ako nahrada za prednasku, povodne bol
urceny iba pre moje vlastné pouzitie (ako priprava na $téatnu skiasku), ale neskor som
sa rozhodol, Ze to spracujem poctivejsie, aby z toho mali osoh viaceri.
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