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Predhovor
Vdaka nude a opraseniu vedomosti z I¥TEXu som sa rozhodol, Ze spiSem pozndmky z prednasok Vybrané

partie z logiky. Za pripadné chyby mi nenadévajte, ale poslite mi mail, Ze ¢o, kde, ako, preco a ja to opravim.
Difam, Ze tieto mini skriptd budi pre vas uZitoéné a pomézu vam zdolat skusku.

Autor za spréavnost nerudi :), ale ked je niekde chyba, tak mi napiste na shelll@host.sk

Tieto skripta st v rozrobenom $téddiu a kisok na koci chyba. Ked budem mat jedného pekné diia cas, tak
ich urcite dopisem.
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Kapitola 1

Uvod

Uvodom sa dozviete, o ¢om tento predmet vobec je. Tak to sice ani srnka netusi, ale ina¢ o vyrokovej
logike a predikatovej logike.

Vyrokova logika
e jazyk vyrokovej logiky
e sémantika a syntax vyrokovej logiky
e formula, podforumla vyrokovej logiky
e dokaz, odvodenie, axiémy a pravidla odvodenia
e niektoré teorémy
e Postove vety, bezospornost vyrokovej logiky
e Uplnost vyrokovej logiky

e konjunktivny a disjunktivny normalny tvar

Predikatova logika
e jazyk predikatovej logiky
e vztah vyrokovej a predikdtovej logiky
e axiémy a pravidld odvodenia predikatovej logiky
e prenexny a Skolemov tvar formul predikatovej logiky
e sémantika a syntax predikatovej logiky
Tedria s rovnostou

= binarny predikét rovnosti
axiémy rovnosti (sa tri)

Def 1.1.1. Usporiadant dvojicu (A, ), kde A # 0 nazgjvame:
1. grupoid: Vx,y€e A — x-yc A

2. pologrupa: Vx,y,2 € A = (v y)-z2=xz-(y-2)

1. a 2. su Specidlne axiomy.



Kapitola 2
Jazyk logiky

vSeobecné nazvy — ¢isla, mnoziny, body, priamky, geometrické titvary, relacie, zobrazenia
konstanty — 0, i, m, e, id ...

premenné — x, y, 2 ...

operacia — f(z,v), g(x,y,2z) f,g — funkéné symboly

fn —n €N, n-drny funkény symbol, ked n = 0 — nuldrny funkény symbol (konstanta)

potrebujeme zachytit vztahy medzi objektami:

»Cislo = je rovné dvojnasobku ¢isla y“ = x =2y

»Cislo x je mensie ako ¢islo y“ < Tz <y
»Cislo z lezi medzi ¢islami y a 2¢

predikaty — P,Q, R ...
n > 1 jarnost (arita) predikdtového symbolu“, ked n = 0, tak TRUE alebo FALSE
logické spojky — =, A,V, —, «

T =2y yheplati z = 2y“
r=2yhx<l1 ST =2yax <1
r=2yvVe<l »r = 2y alebo x < 1

r=2y — <1 ,z=2yimplikuje x < 1“, Jak z = 2y, tak = < 1¢
=2y < x<1 ,x=2yjeekvivalentné x < 1%, ,x = 2y prave vtedy ked x < 1¢

kvantifikatory:

1143

- velky, vSeobecny V, ,pre kazdé x plati ...

- maly, existencény 1, ,existuje také x, ze ...“

(V) (x < 1) »pre kazdé x plati © < 1¢
(Fz)(z = 2y) sexistuje také x, Ze x = 2y

“

pomocné symboly (zatvorky) — (,),[,],{, }
Vsetky obraty mézeme zachytif pomocou umelého symbolického jazyka.

2.1 Jazyk prvého, druhého a tretieho radu
Def 2.1.1. Jazyk prvého ridu obsahuje tieto symboly:
1. premenné x,y,z...,T1,T2...,Y1,Y2 ..., ktorjch je neohranidene vela

2. funkéné symboly f,g..., ku kaZdému symbolu je priradené n € N, urcujice drnost (n > 0)
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3. predikdtové symboly P, Q, R, ku kaZdému je priradené n > 1, jeho drnost

4. logické spojky —,A\,V, — , < (negdcia, konjunkcia, disjunkcia, implikdcia, ekvivalencia)
5. kvantifikatory V,3, vseobecny a existencny

6. pomocné symboly (zdtvorky)

Poznamka. Niektoré symboly st spoloéné vSetkym formalnym jazykom: premenné, logické spojky, kvantifi-
katory, pomocné symboly — nazyvame logické symboly

Poznamka. Medzi logické symboly pocitame aj symboly rovnosti =

Poznamka. Zostévajice symboly (2, 3) nazyvame Specidlne symboly (Volbou $pecidlnych symbolov ziskavame
$pecidlne tedrie)
€ — bindrny predikdtovy symbol patriénosti: € M, « patri M (prindlezi)

Def 2.1.2. Termom nazyvame dobre uzdtvorkovany vyraz, ktory predstavuje vysledok po uskutocéneni nazna-
cenych opracii. Term neobsahuje logické spojky.
term: f(g(x,y), h(x),x); x,y — premenné, f — terndrny funkényg symbol, g — bindrny, h — undrny

Def 2.1.3. Formulou nazjvame matematickée tvrdenie.

Poznamka. termy a formuly — zlozitejsie Struktiry poskladané zo symbolov

Poznamka. Premenné oznacuju vseobecné ndzvy pre individud. Kvantifikovat mozeme iba individu.

Def 2.1.4. Jazyk druhého rddu obsahuje premenné pre mnoziny individui.

Def 2.1.5. Jazyk tretieho rddu obsahuje premenné pre mnoZiny mnozin individui.

2.2 Ciastoéné usporiadanie

Def 2.2.1. Usporiadant dvojicu (A; <), A # () nazgvame ciastoéngm usporiadanim prdve vtedy, ked:
<, D (reldcia); D CAx A

1. VzeA: (x,x) € D reflexivnost

2. Ve,ye A: (x,y) e DA(y,z) €D — xz=y antisymetrickost

3. Vax,y,z€A: (xz,y) €DA(y,2) €D — (x,2) € D tranzitivnost

tedria Giastoéného usporiadania — je to tedria s rovnostou

Def 2.2.2. Ostré ¢iastoéné usporiadanie (A; <), A # 0.
1. (Vz) —(z<x)
2. (Vo)(Vy)(Vz) z<yhy<z — z<z
3. (Vo) (Vy) (z#y) — (2 <y)V(y<z)
4. (Vz)(vy) (e=y)V(z<y)V(y<z)

tedria ostrého ciasto¢ného usporiadania, 3. a 4. st ekvivalentné

tautolégia—p — q < —pVg

2.3 Telesa charakteristiky nula

Def 2.3.1. Telesom nazgvame usporiadant trojicu (A;+;-), kde +,- sd také bindrne operdcie na A, Ze
(4;4) je komutativna grupa, (A*;-) je grupa (nie nutne komutativna, ak (A*;-) je komutativna grupa, tak A
nazgvame pole) a - je distributivna vzhladom na +. A* = A\ {0}, kde 0 je neutrdlny prvok grupy (A;+).
0,1,4,- — Specialne symboly jazyka teleso

0,1 - konstanty
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r=1xz, z+z=2xz, x4+ (x+x)=3xx ...
pxx, peNT

Def 2.3.2. Najmensie p € N1, pre ktoré plati p x 1 = 0 nazyvame charakteristikou telesa ((A;+;-) je teleso,
1 je neutrdlny prvok grupy (A*;-), char A=1p). AkVp € NT, px1+#0, char A=0 (resp. 00).

Tvrdenie 1. KazZdé konecnd mnoZina formul, ktoré su splnen€ vo véetkych telesach s char = 0, plati aj vo
vietkijch telesdch dost velkej konecnej char.

Predpoklad. Ze telesi char 0 mdzeme koneéne axiomatizovat. M — koneéna mnozina formul.

Veta 2.3.1. O kompaktnosti. Ak T je mnozina formul jazyka L a ak je A formula jazyka L, potom:
TEA « T E A pre nejaki konecnd podmnoZinu T' C T (A je T platnd prave vtedy, ked je T' platna).

Veta 2.3.2. O kompaktnosti (2. tvar). AkT je mnozina formil jazyka L. Model tedrie T existuje prave vtedy,
ked kaZdd konecnd podmnoZina T', T' C T md model.

-px1#0
-(Vp)p#0 — px1#0

Ak zavedieme dasi druh premenngch, napr. prirodzené &islo, tak telesd char 0 moZeme koneéne axiomatizovat.
Veta o kompaktnosti neplati v slabej logike druhého rddu.

Tvrdenie 2. Ziadna mnoZina formil jazyka prvého rddu tedrie telies neurcuje teleso redlnych cisel jedno-
znacne, aZ na izomorfizmus. (désledok vety Léwenheim - Skolem.)

Veta 2.3.3. Lowenheim - Skolem. Ak tedria T prvého rddu md nejaky model, tak potom md aj spocitatelny
model.



Kapitola 3
Formalne systémy logiky

e popisali sme jazyk prvého radu

e zoznamili sme sa s vyjadrovacimi schopnostami jazyka prvého rddu

e termy su individud, ktoré st vysledkom uskutoc¢nenia naznacenych operacii
e formuly sii matematické tvrdenia

e vieme definovat matematicky dokaz?

e ¢im je zastipend vo formalnom jazyku logicka tivaha?

Dokaz vieme definovat ako kone¢nii postupnost formil, ktorej kazdy ¢len je bud nejaké zakladné tvrdenie —
axioma alebo je z niektorych predchadzajtcich ¢lenov postupnosti odvodena jednym z odvodzujtcich pravidiel.

3.1 Formalny systém

Def 3.1.1. Fromdlny systém pozostava z tychto troch zloZiek:
1. jazyk z ktorého symbolov vytvdrame konecné postupnosti, najmd termy a formuly
2. axiomy su isté formuly, ktoré prijimame ako zakladné tvrdenia

3. odvodzovacie pravidld si syntaktické pravidld, ktorymi sa z jednej alebo viacej formail vytvdra dalsia
(odvodend) formula

Def 3.1.2. Dokaz vo formdlnom systéme je konecnd postupnost formil, ktorej élenmi si niektoré axiomy a
formuly odvodené z predchddzagjicich ¢lenov postupnosti pomocou odvodzovacich pravdiel.

Def 3.1.3. Hovorime, Ze nejaka formula A je teoréma formdineho systému alebo, Ze je odvoditelnd, ok existuje
dokaz, teda koneénd postupnost formal, ktorej posledngm élenom je formula A.

Logicka tivaha v intuitivnom potiati. Volbou axiém a pravidiel odvodenia uréujeme triedu ziskanych tvr-
deni. V klasickej logike sa odvolavaji na sémantiku — vSetky axiémy st ,univerzalne platné“ formuly, si
»pravdivé“ pri kazdej interpretécii symbolov. Pravidla odvodenia volim tak, aby boli ,korektné®.

vyrokové logika — axiémy a pravidla odvodenia budi charakterizovat vlastnosti logickych spojok

predikatova logika — pridame axiémy a pravdila odvodenia, ktoré charakaterizuja vlastnosti kvantifika-
torov

predikatovd logika s rovnostou — uvedieme axiémy, ktoré prirodzenym spoésobom charakterizuji vlast-
nosti rovnosti



Kapitola 4
Vyrokova logika

e budeme sa zaoberaf vlasnostami logickych spojok

4.1 Formuly

Def 4.1.1. Nech P je neprdzdna mnoZzina, jej prvky nazveme prvotné formuly. MoZu to byt vety prirodzeného
jazyka, slovd nejakého formdlneho jazyka alebo len pismend: p,q,r,S...,p1,P2,. .-

Def 4.1.2. Jazyk Lp vyrokovej logiky nad P obsahuje okrem prvkov mnoziny P aj symboly pre logické spojky:
-, A,V, =, < a pomocné symboly (zatvorky).
Hovorime, Ze P je mnoZina prvotnych formaul jazyka Lp.

Def 4.1.3. Vyrokové formuly jazyka Lp definujeme pomocou nasledujucich syntaktickych pravidiel:
1. kazda prvotnd formula p € P je vyrokovd formula

2. ak su vgrazy A, B formuly, potom vgrazy (—A),(AAB),(AV B),(A — B),(A < B) st vgrokové
formuly

3. kazda vyrokovd formula vznikne konecngm poctom pouZiti pravidiel 1 a 2.
Def 4.1.4. Nech A je formula jazyku Lp, jej podformulou je:
1. ona sama, ak A je prvotnd formula jazyka Lp
2. ona sama, a kazdd podformula formuly B, ok A je tvaru (—B)
3. ona sama, a kaZdd podfurmula formil B a C, ak A je tvaru (BAC),(BV (), (B — C),(B < ()
4. Ziadne in€ podformuly okrem tych, ¢o su opisané v 1, 2, 3 formula A nemd

Priklad. majme P = {p,q,r, s}
p,q,7,s — st formuly jazyka Lp podla bodu 1.
(pVaq),pANs),(r — q)— st formuly jazyka Lp podla bodu 3.
(pva) — (qgAr) )
——

pod formula
P — (@ — (r—9)
—(p — q)
— p — nie je formula
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4.2 Tautologia
Def 4.2.1.

1. pravdivostné ohodnotenie (valudcia) prvotngch formal je kaZdé zobrazenie p : P — {0,1}, ktoré kaZdej
prvotnej formule p € P priradi hodnotu 0 alebo 1 (FALSE, TRUE).

2. indukcio podla dizky formuly definujeme rozsirenie U zobrazenia v na mnoZinu vsetkych formil jazyka

Lp.'
v(A) =v(A), ak A je prvotnd formula
v(—A) =0, akT(A) =1
v(mA) =1, akv(A) =0
T(AANB) =1, akT(A) =9(B) =1, inak =0
v(AV B) =0, akv(A) =7(B) =0, inak =1
(A — B)=0, akv(A)=1aT(B) =0, inak =1
v(A < B)=1, akv(A) =7(B), inak =0

Hovorime, Ze T(A) je pravdivosind hodnota formuly A pri ohodnoteni v. Formula A je pravdivd pri
ohodnoteni v, ak T(A) = 1, inak je formula A nepravdivd.

Def 4.2.2.

1. Vgrokovd formula A je tautoldgia, ak T(A) =1 pre lubovolné ohodnotenie v.

2. Viygrokovd formula A je splnitelnd, ak T(A) = 1 pre nejaké ohodnotenie v. Ohodnotenie v s touto vlast-
nostou nazgyvame model formuly A.

3. MnoZina formul T je splnitelnd, ak existuje ohodnotenie v tak, 2e 1(A) = 1, VA € T. Takéto ohodnotenie
v nazyvame model T .

4. T = A (A je tautologicky dosledok T ), ak v(A) = 1, Yo, ktoré je modelom T.
5. Formulu A nazgvame kontradikciou, ak v(A) =0, Vv.

(AV —A) — zdkon vyludenia treticho
—(A A =A) — vylacenie kontradikcie
-(AAB) < (nAV-B),~(AV B) < (-AA-B) - de Morgan
-—A <« A — zakon dvojitej negacie

Poznamka. Ak T = (), tak piseme = A, to znamend, ze A je pravdiva. Plati pre Iubovolné ohodnotenie
(tautolégia). TE AAT E A — B potom T = B.
U(A — B)=1a7u(A) =1, tak aj v(B) = 1 — modus ponens

T je mnozina formul

A je vyrokova formula A je tautologicky dosledok mnozniny formul T'
v je model pre T v model T, plati 7(A4) =1

AiETi,E(Ai):l T‘:A

pre () je lubovoIné ohodnotenie v model
nech A4; € (), tak v(4;) =1

Poznamka.
1. Modelom () formil je Tubovolné ohodnotenie v. Preto = A < A je tautoldgia.

2. Ak nie je T splnitelnd, potom Iubovolné formula je jej tautologickym dosledkom.
VA;, 5(4;) =1, A; € T — ©(A) =1, model neexistuje pre 7.
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3. Ak je Ty nesplnitelnd a Ty C T, potom aj T je nesplnitelna.
4. (z vety o kompaktnosti) Pre splnitelnt ...
Cvic¢enie. Nech f je prosté zobrazenie mnoziny P vSetkych prvotnych formal do mnoziny N. Definujme

zobrazenie f’ na mnozine P’ = PU{A,V, —, < ,—,(,)} tak, Ze pre lubovolné = € P je f'(x) = f(z)+ 10 a
pre ostatné symboly plati priradenie definované nasledovne:

symbol | A |V | — | & | =] (])
f’(symbol) | 1 | 2 | 3 4 [51]16]|7

Nech {a;}ien je nekoneénd rasttica postupnost prvocisiel. Ukazte, Ze zobrazenie F definované pre fubovolné

slovo sq ... sy abecedy P* — prepisom F(si,...,S) = a{/(sl) ceee ail(s’“) = Ifa{/(si) plati a; > 1, potom:

a) P je prosté zobrazebie mnoZiny v8etkych slov abecedy P’ do mnoziny N.

b) Pre lubovolné formuly A, B také, ze A C B, plati F(A) < F(B).

Cvicenie. Pouzitim Cantor-Bernsteinovej vety dokazte tieto tvrdenia:

a) Existuje prosté zobrazenie g mnoZiny N na mnoZinu vSetkych formil vyrokového poctu s konecéne pr-
votnymi formulami P.

b) Mnozina vSetkych vyrokovych formul utvorenych zo spoéitatelnej mnoziny vyrokovych formil je spoéi-
tatelna.

4.3 Veta o kompaktnosti

Veta 4.3.1. O kompaktnosti (VK). MnozZina T formail virokového poctu je splnitelnd prdve vtedy, ked lubo-
volnd konecnd podmnoZina Ty C T md model.

Doékaz.

,=%“ T je splnitelnd = VTy # (), To € T mé model
triviadlne plati

,<="“ Predpokladajme, ze VIy # (), Ty C T ma model = T je splniteln4.
Nech T mnozina formal ma model, t.j. v také ohodnotenie formul, Ze plati A € T, 7(A) =1
S = {B,7(B) = 1} potom mnozina S méa nasledovné vlastnosti:
1. TCS
2. kazda konecnd Sy C S je splnitelnd

3. pre fubovolnt formulu A uvazovaného jazyka plati: bud A € S alebo —=A € S, ale nikdy nie stéasne
Dokaz ,,<=“ rozdelime do dvoch casti:

1. najprv sa presvedéime, ze ak existuje S s uvedenymi vlastnostami, tak potom pomocou nej mozno
zostrojit model pre T

2. prevedieme kons$trukciu pozadovanej mnoziny

1. Nech v je také ohodnotenie, Ze pre kazdu prvotnd formulu p plati: v(p) =1 < pe S
Indukciou podla dizky formuly A dokézeme: 5(A) =1 « A€ S
Béza indukcie: plati podla toho, ako mame v definované.
Indukény krok: nech Aj, Ay (T(A;)) =1 < A; € S) st formuly uvazovaného jazyka, na ktoré sa
vztahuje IP.
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-A4; v(-A1) =1 < 5(4;)=0 podlaIP A4; ¢ S — —A; € S, z 3. vlasnosti S
Al N Ay E(Al :1<—>A1€S,ZE{1,2} z 1P
T(AiNA)=1 < A NA €S treba ukézat

e (A1) =0(As) =1, A, €S, Ay €S zIP

nech Ay A As ¢ S, ale =(A; A Ag) € S
— {ﬁ(Al AN 142)7 Al, Ag}
pouzijeme 2. vlastnost, kedze A, A2 st splnitelné, tak —(A; A As) nie je splnitelnd = spor

AL NA €S
@(Al/\Ag) =1 < @(Al)/\E(Az) =1
= A1 eSNAeS

v je model pre S a teda aj pre T

2. Zostdva ndm ndjst mnozinu formul S pozadovanych vlastnosti. Na zéklade cvidenia sa mozeme
presveddit, Ze existuje prosté zobrazenie mnoziny formul vyrokovej logiky na mnozinu N. Takému
zobrazeniu hovorime enumeracia.

Ag, A1 ... mam zobrazenie formil vyrokovej logiky
e(A;) — i, e — enumeréacia

So = T
S ~JSiU{A;}, ak kazda kone¢nd podmnozina mnoziny S; U {A;} je splnitelna
SR S; U{—A;}, v opaénom pripade
S = U S;, tymto sme ziskali mnozinu S

i>0

Sta¢i ukazaf, Ze splita tie tri vlasnosti — platia, vyplyva to z konstrukcie S.

O
Dosledok 4.3.2. Ak je T mnozina formaul vyrokovej logiky a A formula vyrokovej logiky, potom:
TEA « T E A pre nejaki koneéni podmnoZinu T' C T.
Dokaz. Nech T je splnitelnd mnozina formul, potom T = A «— T U{-A} je splniteln4.
Nech v je model T, 5(A) =1 — ©(—=A) =0 — T U{-A} je splnitena.
...teda aj obrétene :)
T U{—A} — nesplnitelnd mnozina, podla vety o kompaktnosti, 37y C T'U {—A}.
Ty — kone¢né a nesplnitelné
nesplnitelmd — To = T' U {-A} - T'E A, T =1T,\{-4}
O

4.4 Grafy

Def 4.4.1. Usporiadani dvojicu (V, R) nazyvame grafom, ked:
V' — mnoZina vrcholov

R - bindrna operdcia na mnozine V.

RCV XV
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R — je symterickd a antireflexivna

(Vx)(Vy) (zRy — yRx) symetrickost, neorientovany
((z,9) e R — (y,2) € R)
(Vx) —(zRx) antireflexivnost, nie si tam slucky

((z,2) & R)
Def 4.4.2. Graf (V', R') je podgraf grafu (V, R), ak plati:

VICVAR C{(z,y)|lr € V' Aye V' A(zRy)}

Def 4.4.3. Reguldrnym vrcholovim zafarbenim grafu (V, R) n-farbami, nazgvame zobrazenie h : V.— {1...n}

(Vz)(Vy) (zRy — h(z) # h(y))
Priklad. Uvazujme tvrdenie: ak ma kazdy koneény podgraf grafu (V, R) regularne zafarbenie n-farbami, po-
tom aj pre cely graf (V, R) existuje reguldrne zafarbenie n-farbami.

Prevedieme uvedené tvrdenie na vetu o kompaktnosti vo vyrokovej logike. Majme teda dany graf (V, R),
potrebujeme zvolif 7" — mnoZinu vyrokovych formil, dokonca zvolime aj mnozinu P — prvotnych formil.

P={pilteVAL1<i<n} kazda dvojica (z,1)
x — vrchol grafu, ¢ — farba
Dq.i Teprezentuje tvrdenie, Ze vrcholu « je priradend farba ¢

T — zvolme zjednotenie nad mnozinou vyrokovych formal:

{Pz1 U Upygn,z €V}, kazdy vrchol mé farbu

{Pz,i = “Pz,j,i # j}, ale len jednu

{pz.i = —py,i, xRy}, susedné vrcholy maji rozne farby
v je ohodnotenie prvotnych formul, ktoré je model pre mnozinu T
h takto: h(z) =i, vy; =1

Poznamka. Predpokladajme, ze T je mnozina, ktorej graf ma uzavreté podmnoZiny intervalu (0,1) — toto
chapeme ako podmnozinu R

Ak m4 kazdy koneéne vela prvkov z T mneprazdny prienik (t.j. N\F # @, F je koneénd podmnozina T,
F C T). Potom existuje aspoti jedno realne ¢islo NT' # ()

uzavretd podmnozina intervalu (0,1) — vyrokova formula
mnozina uzavretych mnozin — mnozina vyrokovych formul
prienik mnoziny je neprazdny — mnozina je splnitelnd

4.5 Formalny systém

e vsetko pomocou - a —

ANB <<= —(A — -B)
AVB <+ (A — B)
A~ B < (A— B)A(B — A)
<~ (A — B) - =(B — A))

Hilbert a Gontzen
Def 4.5.1.

1. Howvorime, Ze koneénd postupnost formil Ay, ... A, je odvodenim (dokazom) formuly A, ak A, je formula
A a pre lubovolné i < n, kazdd fomula A; je bud axidma alebo vypljva z predchddzajicich formil pomocou
niektorych pravidiel odvodenia.

2. Ak existuje dokaz (odvodenie) formuly A, hovorime, Ze formula A je dokazatelnd (odvoditelnd), nazy-
vame ju teorémou. + A
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Def 4.5.2. Formadlny systém vyrokovej logiky pozostdva z nasledovnijch troch zloZiek:
1. jazyk tvoria:
mnozina P — prvotnijch formail
symboly pre logické spojky — =, \,V, — , <
pomocné symboly — zdtvorky

2. axidmy: Formulujeme tri schémy pre lubovolné formuly A, B, C. KaZdd z nasledujicich schém je axidma
vyrokovej logiky.

(A1) A — (B — A)
(A2) (A - (B = C)) = ((A - B) = (4 = ()
(A3) (-B — —-A) - (A — B)
8. pravidlo odvodenia méme: pravdilo modus ponens, MP M%B
Korektnost pravidla MP, kazd4 axiéma je tautolégia: 5(A) =1 A 5(A — B)=1 = ©(B) =1
Teoréma 1. A — A

Dokaz.

1. FA—- (A —- A — A (A1)

2. FA—- (A —-A) - 4)) - (44— (A—- A)) - (4 - A) (A2

3. FA - (A 4) - (44 (D2)(MP)
4. FA - (A — A4 (A1)

5. FA — A (3)(4)(MP)

O

Veta, ktord umoziiuje prejst od dokazu nejakej formuly k dokazu inej formuly bez toho, ze by sme ten
dokaz konstruovali.

Def 4.5.3. Nech T je mnozina formil vijrokovej logiky, A1, ..., A, su formuly vyrokovej logiky. Hovorim, Ze
postupnost formil Ay, ..., A, je dokazom formuly A s predpokladom T, ak A, je formula A a pre lubovolné
1 < n, je A; bud azioma, bud formula z T alebo A; dostaneme z formil Ai,...,A;_1 pomocou pravidiel
odvodenia. Hovorime, Ze A je dokazatelnd (odvotielnd) z mnoZiny T a piseme T b A, ak existuje dokaz
(odvodenie) z predpokladov T, ¢islo n nazyvame dizkou odvodenia.

Veta 4.5.1. O dedukcii (VD). Nech T je mnozina formail vgrokovej logiky a A, B si formuly vyrokovej logiky.
PotomTHA — B < T,A+ B, (TU{A}F B)

Dokaz.

=“TFA — B
Ay,...,A,_1,A — B, odvodenie z predpokladov T’
AaAh .- 'aAn—laA - B7§
=“T A+ B
Indukciou vzhladom na dizku odvodenia formuly B z predpokladov T'U {A}.

1° n =1, hned to dostaneme
a) formula Bje A, (FA — A) = (TFA — A)
b) formula BeT,T+-B,T+-B — (A — B) (Al) = (MP)T-A — B
¢) Bjeaxiéma, B, THB,T+FB — (A - B) = T+HA — B

2° IP — nech tvrdenie plati tre n < s

nechn=-s

Bi,...,Bs = B — odvodenie (dokaz) formuly B z predpokladov T, A.
a) BjeA
b) BeT

B moze byt tvaru ) E »
¢) B je axiéma

Sy

) B sa dostala z dékazu pomocou formul B;, B;, priom %, j < s pomocou MP.
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a), b), ¢) — sa dokazuju ako v 1°

d) Bi,Bj; Bj = Bz — B
na B;, Bj sa vzfahuje IP:

T AFB, — TFA — B
T,A"Bj — T"A—)BJ

1. T FA — (B; — B)

2. T HF(A—- (B - B) - (A - B) - (A — B)) (42
3. T v(A— B;) - (A — B)

4. T A — B;

5. T A —- B

Poznamka.
FB

A je Tubovolna formula vyrokovej logiky

FA —- B
FB — (A — B)

FA —- B
FA - (A — B)

A—- (B — 0O

T FA — (B — C) < T,A,BF C —nezilezi na poradi (B — (A — (C))
FA—- (B - C) < ABFC

Teoréma 2. - -4 — (A — B),FA — (A — B)

Doékaz.

1. F-A — (ﬁB — ﬁA) (Al)

2. A =B — —A (VD)

3. F(-B — -A) - (A — B) (43)

4. -A A —- B (2)(3)(MP)
5. F-4 — (A — B) (VD)

Teoréma 3. - —A — A

Doékaz.

-—A F-A - -4

F(-A — =——4) - (A — A)
-—A F-—A4 - A
-—A FA

F-——4 —- A

S o o
ERENNSR
SIS
=
Z

Poznamka. ET: ,to sa nescituje ako jaternice*

13
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Lema 1.

T} HFA - ——A

T5 (A — B) — (=B — —A)

T6 +A — (-B — =(A — B))

T7 (A — A) — A

Dokaz.
T4

—_

@

T5

P NSO W=

T6

CUk W=

T7

Crl o

FommA — —A (T3)
FA — ——A (1)(2)(MP)

A — B,——A
A — B,——A
A — B,—-—A

A — B

A — B

AJA - B BB (
A +FA —- B) — B %
F((A— B) - B) - (-B - =(A — B)) (A3

A F-B — =(A — B) (2

FA — (-B — =(A — B)) (

Fam4 > A (T3)

A

- B

+--B T4)(3)(MP)

(
F-B — -4 (5
F(A = B) — (-B — -A) (

F-A — (-4 - =(-A4A — A)) (T6)

—A k(-4 — A) (VD,2x)
F-A4 — (A — A) (VD)
F(A = ~(7A = A) = (A — A) — A) (43)
F(~A = 4) - A (3)(@)(MP

T7 iny dokaz, aby ste videli, Ze existuju rozne dokazy toho istého :)

1.

0 NS o

—A,-A — A
-A

-A
-A

HA

F(-4 - A) — A

F(CA = A) - A) (G4 (oA A)
FoA — ~(=A — A)

F=(-4 — A)

F-A — =(-4A — A)

F(-A — =(=4 — A4) - (A - A) — A)
F(-A — A) — A

NN AN N N N N

R R
oo oUx

=
&

~

(@]
W
=
—

—_ —

~—

S
3

14
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Lema 2. O neutralnej formule. Ak T je mnozina formdl vyjrokovej logiky a A, B su formuly virokovej logiky.
Ak T, A+ B aT,~AtF B potom T + B.

Doékaz.
T,-A +B (predpoklad 2)
T F-4A — B (VD)
F(-A —- B) - (-B — ——A) (A3)
T F-B — —-A (MP)
T,-B F A (VD)
T,-B FA (T3) ()
T,A +B (predpoklad 1)
T A —- B (VD) ()
T,-B FB (%) (%) (M P)
T --B — B (VD)
H (—\B — B) — B (T?)
T +B (2 predoslé)(M P)

O

Def 4.5.4. Nech v je valudcia, B je lubovolnd formula. BY oznacuje formulu B ok T(B) = 1, formulu ~B ak
7(B) = 0.

Lema 3. Nech v je valudcia a nech véetky prvotné komponenty formuly A si p1,...pn. Potom:
Pis--pp EAY
Dokaz. Indukciou vzhladom na zlozitost formuly A.

1° p;
P pi

2° A je tvaru =B alebo C — D. Na B, C, D sa vztahuje IP.

-B
pre B je tvrdenie uz dokazané, plati:

1. 5(B) =0 = B" je =B (to je A)
pocitajme A = (=B)", 9(-B) =1 = A’ je A
plati toto: p¥,...,p2 F BY = p¥,...,pt F A”, (9(B)=0)
-B,A, A" je A

2.7(B)=1 = B'jeB
pY,...,p0 F B
pouzijeme T4: - B — —-—B
pY{,...,py F—-—B
Aje-B,5(B)=1 = 9(-B)=0
(—B) je AY, lebo (—B)? je =—B a to je A
Py, ..., pn FAY

C —- D

1. 5(C)=v(D) =1
DVjeD, C'jeC, 5(C — D)=1, (C — D)" je ©(C) — ©(D)
Al: D — (C — D)
py,...,pnHFC — D
(C — D)"je(C — D)atoje A"

2.9(C)=1, 9(D)=0
Cv je C, D" je—-D
Av, (C — D) o(C — D) je ©(C) — ©(D)=0
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py,...,pn EC

pY,...,pp D

T6:+-C — (=D — —(C — D))

pY,...,pt F=(C — D) atoje A" (MP).
3. 5(C)=0AT(D)=0

7(C)=0AT(D)=1

C? je -C, DV je =D

py,...,pp FC

PYse.pp D

(C —- D)vjeC — D

7(C — D)=9(C) — ©(D)=1

T2:+-C — (C — D)

MP a je to (ale nie ako v tom seridli :).

4.6 Postove vety, bezospornost vyrokovej logiky, tiplnost
Slaba forma vety o uplnosti
Veta 4.6.1. Post. Pre lubovolni formulu A vyrokovej logiky plati:
FA —oEA
Doékaz.

=" — stadi preverit, ze vSetky axiémy s tautoldgie

— ze pravidlo odvodenia M P je korektné v tom zmysle, Ze ak ho aplikujeme na tautoldégiu, tak
odvodena formula bude tautoldgia

zoberme A2: - (A — (B - C)) —- (A —- B) —» (A — 0))

1 0
= ked (4 — C)=0

= T(4A)=1A7(C)=0
(A — B)=1 = T(A)=1A7(B)=1
= A— (B—C)#1 = je to tautoldgia

obdobne pre vsetky axiomy

korektnost M P: M%B
v(A) =1AV(A — B)=1 = ©(B) = 1, pre lubovolnt valuaciu

»<=“ nech pi,...,p, st vSetky prvotné formuly v A
z L3 plati py,...,ph = A, 5(A) =1 (lebo je to tautolégia) —

plf»---aPZ—hPZ F A 1 7 . )

ema o neutralnej formule = p},...,p¥ F A
PPy, wh B A ! Puoo P
pouzijeme to n-krat a dostaneme - A

O

Def 4.6.1. Hovorime, Ze formdlny systém je sporny, ak kaZdd jeho formula je dokazatelnd, v opaénom pripade
hovorime, Ze formdlny systém je bezosporng.

Def 4.6.2. Ak je T' mnozina formil nejakého formdlneho systému, tak hovorime, Ze T je spornd ak je kaZda
formula uvaZovaného formdineho systému dokazatelnd z predpokladov T. Indé je T' bezospornd.
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Poznamka. Sémanticky ekvivalent pojmu bezospornosti mnoziny formal je pojem splnitelnosti mnoziny
formal.

Désledok 4.6.2. Postovej vety. MnoZina formal vgrokovej logiky je bezospornd prdve vtedy, ked je splnitelnd.
Dokaz.

»,=* existuje ohodnotenie v— model pre T, 5(A) =1VA €T
nejaké B dokazatelné z T, v(B) = 1 a z korektnosti M P
treba najst kontradikciu B, 7(B) =0 Yv - toto stadi

»,<=* existuje koneénd podmnozina formul (podl VK) {Ay,...,A,} C T, ktord nie je splnitelnd

—=A;V---V—-A, jesplnitelnd pre Vv, ozna¢me ju B
B je tautoldgia a je dokazatelnd vo vyrokovej logike
A1 AN~ NA, (2 de Morgana — je to negécia toho predoslého), =B

T +B
T +-B
nech C je lubovolnd formula
F-B — (B — O) (T2)
T FC (MP,2x)

Silna forma vety o uplnosti

Veta 4.6.3. Nech T je lubovolnd mnoZina formul vijrokovej logiky a A je formula vyrokovej logiky. Potom
plati:
TEA - TFA

Dokaz.

,2=“ T |= A, podla dosledku VK, Ze existuje koneéna podmnozina Ty C T
To={A1,.... A}, To = A (A je tautologicky dosledok Tp)
ThEA =4 — (A2 - ...(4, = A)...))
bud indukciou cez n alebo priamo
nech v je model Ty (T(A) = 1), vSetky implikdcie st pravdivé
a ked v nie je model = aspon pre jedno A;, T(A;) =0, je to opit tautolégia
T':A = T 'ZA <:>|= (Al — (An — A))
FA — (A4 — ... (4, — A)...)
pouzijeme VD n-krit = A;,..., A, F A = TFA

b= AL, A=A
A; je bud axiéma, formula z T ...

%(B) =1

BeT }:>’U(A)—1

Poznamka. Vyrokova logika je rozhodnutelnd a predikétova logika nie je rozhodnutelna.

Lema 4.

T8 ANBF A, ANBF B
T9 A, B+ AAB
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Dokaz.

T8 ANB <— —(A — -B)

F-4 — (A - -B) (
F(-A —- (A - -B)) - (-(A - =-B) - —A4) (
F-(A — -B) - —=—A (

-(A - -B) F--A (VD)
F-—A4 —- A (
(A —- -B) FHA (
ANB FA (

F-B — (A — —B) (

F(-B — (A - -B)) - (-(4 - =-B) — —=B) (

F-(A —- -B) - —-—B (

-(A — -B) +--B (
F-——B — B (

-(A — -B) +B (
AANB +B (

predoslé)(M P)
prepis A)

T9
A, B +-—-B

(
A,——B F—(A — -B) (
A,B FAAB (

4)

6)

D, 2x)
T3)(prepis A)

Dosledok 4.6.4. (A «~ B) « ((A — B)A(B — A))
1. A~ BFA —- B
22 A~ BFB — A
3. A - B,B > Ar(A —- B)A(B — A)
4. ak+-A < B, takTHA < TFB
Dokaz. 1, 2, 3 su trividlne zalezitosti

4. FA < B
FA - B, THA — THFB
FB - A, THB — THFHA
THA < TH+B

Dosledok 4.6.5.

1. F(AAB) < (BAA)
2.F((AANB)AC) <« (AN(BAC))
3 FA — ...(Ap — B)...) < ((A1N---NA,) — B)
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Dokaz.

1.
AANB F AB BAA F AB

ANB F BAA BANA F AAB
FAAB) — (BAA) F(BANA) — (AAB)

F((AAB) - (BANA)AN((BANA) — (AAB))
F(AAB) < (BAA)

2. analogicky
(AAB)ANCF (AAB),C (AANB)ACHA,B,C
A B,CEHANAN(BACQC)
FAAB)AC — AN(BACQC)
druhé implikacia obdobne

3. len myslienka
AN NA,, A - (A2 — ...(A, — B)...)F B n-ndsobnym pouzitim M P
A, ... Ay
Ay — ...(A, - B)F (44 A---NA,) — B
F4 — ...(4, — B)) —» ((A1A---NA,) — B) (VD)

Aty .. A, (A1 N---NA,) — BEB (jasné :) M P)
(AiAN---NA,) - BFA — (..(4, — B)...)
F((AiAN---NA,) — B) — (A4 — (...(A4, — B)...))

19

O

Veta 4.6.6. O ekvivalentnej zdmene. Nech fomula A’ vznikne z formuly A nahradenim niektoryjch podformail

Ay,.. . A, formulami Al ... AL, Ked plati+ A; <+ A, prei=1,n, potom+ A « A’

Dékaz. Indukciou podla zlozitosti formuly A.

1° A je prvotné formula
A je niektoré z podformul Aq,..., A,
Ajep,zTl:Fp — pdostavame: - p < p
FA, — AlzIP

2° A je tvaru =B alebo B — C. Na B, C sa vztahuje IP.

-B
F B < B’ //nahradené, nie negicia

B — B’
(B — B') - (-B' — —B)

B — B
(B — B) —» (-B — —B’)

+-B" — -B
}——\B — —\B/

FA «— A
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B — C
FB < B’

B — B
B — B

FC « C'
FC — C
FC' — C

BB — B,B - C,C —- C' FC (MP)
B - BB —- C(C —C +FB — (' (VD)
B —- BC —-C B —-C) — (B — ()
FB — C) - (B — ()

FA — A
dokaz - A — A je analogicky
O
Lema 5. de Morganove pravidld (DM).
1.+ =(AAB) < (mAV-B)
2. F=(AVB) < (mAA-B)
Doékaz.
1.
F-(AAB) < —-=(A — -B)
—~ =—-AV-B ((AVB) < (mA — B))
2.
F-(AVB) < —=(=A — B)
—~ -AA-B ((AAB) < =(A — -B))
O

Dosledok 4.6.7.

1.+A — (AvB),FB — (AVDB)

2.+ (AVB) « (BVA)

3. F(Av(BV(C)) < ((AvB)VvC(C)
Daokaz.

1. tymto dékazom som si nie isty, v zoSite mam nejaky xaos, takze kto to mé, nex ma opravi
ANBFA, ANBFB
—“AAN-BF-A
-AAN-BtF -B
F(-AA-B) — —A
F(-AA-B) — —-B
FA — B) - (-4 — -B)
F--4 - =(-AA-B) <—=+FA — (AVB) (MP)

F(mAA-B) - -A) - ((—A — =(mAA-B)))
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2. (FAAN=B)F (=BA=A) (VD)(T5)(T3)(T4) a postupujem rovnako®
3. (AN (=BA-C))F((mAAN-B)A=C) (VD)(T5)(T3)(T4) a postupujem rovnako?
O

Veta 4.6.8. O dokaze rozborov pripadov (DRP). Nech T je mnoZina formul vgrokovej logiky a A, B,C st
formuly virokovej logiky. Potom:

T,(AVB)FC < T,A-CAT,B+C

Dokaz.

=% T, AVBFC
AFAVB (DM — D1)
T,AFAVB = T,AFC

B+-AVB (DM — DI1)
T.B-AvVB = T,B+C

=4 T,AFCAT,BFC

A — C

B - C

(A - C) - (-C — —A)
(B — C) - (-C — —B)
-C — —-A

-C — —-B

-A

-B

-AN-B

-(AV B)

-C — ﬁ(A\/B)

(-C — =(AVB)) - (—(AVB) — —-=C)
-=(AV B) — —-=C
(AVB) — C

C

TN OOOOONNHNN_HN_N

T T T T T T T 7T T T TTTTTT
<< NN
S553

predoslé dve)

NN NN
J 1 1

e e s e s e e N

T,AvV

Désledok 4.6.9. Distributivnost V, A.
1. F(AV(BAC)) < ((AVB)AN(AV (D))
2.F(AN(BVCQO)) « (AAB)V(AAQ))

lak niekto xce, tak mi to moze poslat a priddm to sem
2ak niekto xce, tak mi to moze poslat a aj toto sem pridam
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Dokaz.
1. ,=¢
F A — (AVB)
F A — (A\/O)
A F AVB
A F AvVC
A F (AVB)A(AVCO) (predoslé dve)
BANC + B
BAC + C
F B — (BVA)
F C — (CVA)
BANC + AVB
BAC +F AVC
BAC +F (AVB)A(AV(O)
AV(BAC) F (AVB)A(AV(O) (DRP)
F (AV(BAC)) — ((AVB)AN(AVC)) //este obratene :)
”<:“
(AVB)A(AVC) F AVB
(AVB)ANAVC) F AvC
AVB <= -A — A
AV(C = -A - C
AVB,~A + B
AvC,-A + C
(AVB)AN(AV(C),mA + BAC
(AVB)A(AVC) F -A — (BAC)
(AVB)A(AVC) F AV (BACQ)
F ((AVB)A(AVC(C)) — (AV(BAQ))

2. ,=“ na zaklade 1. plati:
F (mAV (-BA-C)) < ((FAV=B) A (=AV=C))
F (AV (-BA-C)) — ((FAV=B) A (=AV=C))
F —((FAV =B) A (mAV -0)) — =(=AV (=B A-C)) (T5)
F ((AAB)V(AAC)) — (AA(BVC)) (DM)

»<="“ Uplne analogicky

4.7 Konjunktivny a disjunktivny normalny tvar

Def 4.7.1. Literdl je prvotnd formula alebo jej negdcia.

Veta 4.7.1. Kazdd formula A vyrokovej logiky je ekvivalentnd istej formule Ay A --- N A, (1), kde kazdd
A;, i =1,...,n je disjunkcia literdlov. Tvar (1) nazgvame konjunktivny normdlny tvar. Formula A je taktieZ
ekvivalentnd istej formule tvaru By V -+ V By, (2), kde kaZdd B;, i = 1,...,m je konjunkcia literdlov. Tvar
(2) nazgvame disjunktivny normdlny tvar.

Doékaz. indukciou vzhladom na zlozitost formuly A
1° A je prvotna formula, teda je napisand v konjunktivnom aj disjunktivnom normélnom tvare.

2° A moze byt tvaru —=B alebo B — C.

—B pre B plati I P, teda B je vyjadrend v By aj v By
FB<—>Bd F—\B<—>—\Bd FA<—>—|Bd
|‘B<—>Bk }——|B<—>—\Bk }—A<—>—|Bk
By je vtvare By V---V By,
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- By je vtvare "By A--- ABy,
B; je konjunkcia literalov
—B; je disjunkcia literalov

~L « L //literal
FA < —By

FA «— Ak

FA < -By

B — C+FB < By
FB <« By
FC < Oy
|—C<—>Ck

F(B — C) « (-BVv()
disjunktivny normalny tvar formuly A
By, Cq4

- (B — O) — (—|Bk \/Cd)

-Bi vV Cyje Aqg

F(B — C) « (-BVv()

Bv Bd
FA < (=BgVC)
—By je konjunktivny normalny tvar formuly B
-By < DBiAN---AB,
Cr, < DiAN---AND,

D; - disjunkcia literalov
B; - disjunkcia literalov
Bi7 1= ]., ...n
(B; V Cr)

(Bi A+ AByp)VCy
(Ci\/Ck) — (B,‘\/Di)/\”'/\(Bi\/Dm)
Kedze B; aj D, je disjunkcia literdlov, tak dostavam konjunktivny normalny tvar.

4.8 Zopar viet na zaver

Veta 4.8.1. Nech A, Ai,..., A, st formuly vijrokovej logiky, nech pi,...,p, st navzdjom rozne prvotné
formuly, ktoré sa vyskytuji vo formuly A. Nech A’ vznikne z formuly A tak, Ze mahradime kaZdy vyskyt
prvotnej formuly p; formulou A;, i =1,...,n. Potom ak - A, tak - A’.

Doékaz.FA — = A
v je Iubovolné ohodnotenie prvotnych formul, T(A) = 1, nezdlezi to od v(p;).

T(A") - pocitame rovnakjm spdsobom ako T(A)
v(p;) — namiesto toho berieme hodnoty v(A4;)
KedZe nezévisi od v(p;), tak 7(A’) =1 O

Poznamka. Veta je metatedria — o vlastnostiach tedrie.

f:{0,1}™ — {0,1}
flz,...,2,) € {0,1}, x; € {0,1} — funkcia algebry logiky (boolovska funkcia)

Def 4.8.1. Nech A= A(p1,...,pn) je formula virokovej logiky. Pravdivostnou funkcio h(x1,...,x,) zodpo-
vedajucou formule A nazyvame funkciou algebry logiky, ktord je realizovand formulou A, t.j. funkcia vznikd
podla nasledovnyjch pravidiel:
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a)
b)

c)

ak A = p;, potom ha(x;) = x;

ak A =B, potom ha(zy,...,2,) = hp(xy,...,2,) = -hp(z1,...,2,)

, % 0% — negdcia v zmysle algebry logiky

ak A= B1 — Ba, potom ha(z1,...,20) = hp, (Tiy, ..., 2, ) — hp,(zj,,.

{wn, o} ={ziy, -, FU{Eg, 2, )
» — “ —wv zmysle algebry logiky

o T,)
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Kapitola 5

Predikatova logika

e jazyk a jeho syntax a sémantika

5.1 (zeby) Syntax predikatovej logiky

Def 5.1.1. Jazyk prvého ridu obsahuje:
a) neohranicene mnoho symbolov pre premenné, oznacujeme: T,Y,z, ..., T1, T2, ..., Y1,Y2,- .-
b) symboly pre logické spojky: =, \,V, — , <
¢) symboly pre kvantifikdtory: 3,V

d) symboly pre predikdty P,Q, R, ... ku kaZdému symbolu je priradené prirodzené cislo n > 1 (drnost), ak
je medzi symbolmi symbol ,=%, hovorime o jazyku s rovnostou

e) symboly pre funkcie f,g,..., ku kaZdému symbolu je priradené prirodzené &islo n > 1 (drnost)
f) pomocné symboly — zdtvorky

Priklad. Jazyk tedrie usporiadania je jazyk prvého rddu s rovnostou a obsahuje jediny $pecidlny symbol <,
binarny predikatovy symbol

Priklad. Jazyk tedrie grup je jazyk prvého radu s rovnostou, ktory obsahuje dva Specidlne symboly ,1¢ —
nulédrny! konstantny symbol pre jedntokovy prvok a ,,0“ bindrny funkény symbol pre grupovi operaciu

Priklad. Jazyk tedrie telies je jazyk prvého rddu s rovnostou, ktory obsahuje dva binarne funkéné symboly
¢ (pre s¢itanie) a ,,0“ (pre nasobenie) a dva nuldrne symboly ,,0“ a ,1“ pre 0 a jednotkovy prvok.

Priklad. Jazyk tedrie mnoZin je jazyk prvého rddu s rovnostou a mé jediny Specidlny symbol €, bindrny
predikdtovy symbol pre patri¢nost.

Priklad. Jazyk elementérnej aritmetiky je jazyk prvého radu s rovnostou, ktory obsahuje:
»,0¢ nularny funkény symbol
»9“ unarny funkény symbol pre funkciu nasledovnika
»+¢ binarny funkény symbol pre operaciu s¢itania
-“ binarny funkény symbol pre operaciu nasobenia
Def 5.1.2. Term:

1. kaZdd premennd a kaZdd konstanta je term

10 - arny

25
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2.
3.

ak s vyrazy t1,...,t, termy a [ je je n-drny funkényg symbol, tak aj vgraz f(t1,...,t,) je term

kazdy term vznikne konecnym poctom pouZitim bodov 1 a 2

Priklad. uvazujme jazyk elementarnej aritmetiky. 0, S(0), S(S(0)) su termy

+

+({E7y), '(xay)v $+y, z-y

((z+y)-0), (S5(0) + (z-y)) - 5(0)
f — n-arny funkény symbol
f(@-y),y15- - yn—1)

toto vSetko su termy

Def 5.1.3. Formula:

1.

ak je P n-drny predikdtovy funkéng symbol a ak si vgrazy ty, ..., t, termy, tak potom vgraz P(ty,...,t,)
je atomickd formula

2. ak su vyrazy A, B formuly, tak potom vjrazy ~A, ANB, AVB, A — B, A < B su formuly
3. ak je x premennd a A je formula, potom vyrazy (Vz)A a (3x)A si formuly
4. kazdd formula vznikne konecnym poctom pouZitim bodov 1, 2, 3
Poznamka.
r=y =(z,y)
z<y <(z,9)
v#y —(z=y)
Priklad.
1. S(0) = (0-x) + S5(0)
2. Fx)(y==z-2)
3. (Vo)(z #0 — (3z)(z = S(y)))

1. je atomické formula, 2. a 3. nie st atomické formuly, vSetko st to formuly elementarnej aritmetiky

Def 5.1.4. Nech Aje formula, jej podformulou sa nazijva:

1.
2.
3.

4.

len ona sama, ak A je atomickd formula
ona sama a kazdd podformula formuly B, ak A =-B, A= (Vz)B, A= (32)B

ona sama a kazdd podformula formuly B a C, ak A=B — C,A=BANC,A=BvVC,A=B — C,
A=B < C

Ziadne in€ podformuly okrem tych, ktoré si opisané v bodoch 1, 2, 3 formula A nemd

Def 5.1.5. Slovd A, B, zretazenim tychto slov nazjvame slovo AB. C je podslovo slova A, ak A je tvaru
BCD, kde B, D st slova.

Priklad. t je term f(z, g(z,y))

g(x,y) je podlsovo slova t, x je tieZ podslovo
su to aj podtermy termu ¢

)) nie je podterm

(¥2)( £0 — @)z = 5E)))

(Vx) je podslovo, ale nie je podformula

Def 5.1.6. Nech t je term a A je formula.

1a) Howvorime, Ze term s je podtermom termu t, ak s je podslovom slova t.
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1b) Hovworime, Ze formula B je podformulou formuly A, ak slovo B je podslovom slova A.

2) Howorime, Ze dany vyskyt premennej x vo formule A je viazany, ak je sicastou nejakej podformuly tvaru
(3x)B alebo (Vx)B formuly A. Ak nie je dany vyskyt premennej x viazany tak hovorime, Ze je volny.

3) Hovorime, Ze premennd x je volnd vo formule A, ak tam md volng vyskyt. Hovorime, Ze premennd x je
viazand vo formule A, ak tam md viazany vyskyt.

4) Howvorime, Ze formula A je otvorend, ak neobsahuje Ziadnu viazand premenni. Hovorime, Ze formula A
je uzavretd, ak neobsahuje Ziadnu volnid premennd.
Poznamka. (xr =y) — (Jz)(x = z), = je volna aj viazand
formuly s ¢itymi premennymi toto nemaja

5.2 Sémantika predikatovej logiky

e term, formula

e pravdivostna hodnota formuly
z,y, fip
vvzla_'a/\a\/a .,
obor x, y, 2z

M #0

M — univerzum, jej prvky nazyvame individuéd

f — n-arny funkény symbol
fvu  M™— M
v Mx---xM-—M

far(in, oo yin) =3
y...,in €M, 7€M

Ma f./\/l
P — n-arny predikatovy symbol
Py C M™
Py CMsx-xM
M, Pp— konkrétna realizacia

M, Pag, far — relacné struktary
Def 5.2.1. Nech L je jazyk prvého radu. Relacna struktira M, ktord obsahuje
1. neprdzdnu mnoZinu M
2. zobrazenie faq : M™ — M pre lubovolng n-drny funkény symbol f 2 L
3. n-drnu reldciu Pypy € M™ pre lubovolny n-drny predikdtovy symbol P z L, okrem bindrneho predikdtu
pre rovnost ,=*

sa nazyva realizacia jazyka L. Proky univerza M nazyvame individud, zobrazenie faq prislichajice k symbolu
f nazyvame realizdcia funkéného symbolu a reliciu P realizdciou predikdtového symbolu P.

Priklad. N, mnozina prirodzenych ¢isel

< N,N x N > — relacia

struktura pre jazyk tedrie ¢iasto¢ného usporiadania

Priklad. < N*t,0,5,®,6> Nt ={zeNz>0}
S — funkcia nasledovnika
relacnd Strukttra pre jazyk elementarnej aritmetiky

Priklad. < N;0,1,®,0 >
relaéné struktdra pre jazyk tedrie telies?

2nemusi to byt teleso
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0, 1 — st nuldrne funkéné symboly, teda musia byt z univerza

5.3 (zeby) Pravdivost

e(r)=meM

e(z/m)

e — ohodnotenie premennych
t — term?®

T — premenna

tiM,e] =tle] =me M

e(z/m) = tle]
f n-&rny funkény symbol, t1, ..., ¢, — termy, tak term t[e] = faq(t1[e], ..., tnle])
tile] e M = tleje M
Lema 1. Nech t je term a z1,...,x, st premenné, ktoré sa vyskytuji v terme t. Nech e, €' st ohodnotenia
premenngch jazyka L, nech plati e(x;) = €'(x;), i = 1,...,n, potom:
tle] = t[e]

Doékaz. MI vzhladom na zlozitost termu ¢.

1° ked je to konstanta, tak je to uZ realizdcia
ked je to premennd, tak z predpokladu plati e(z) = €/(z)

2° tje fm(ze, ... x0), 21, ..., Ty st véetky premmené, ktoré sa vyskytuja v ¢
e(x;)) =€ (x;),i=1,...,n
ti[e] = ti[e’], 1= 1,...,’/1
= fm(tale],. . tnle]) = fa(tale], ... tnlef])

pravdivost formuly A pre konkrétne ohodnotenie premennych

Def 5.3.1. Tarski

1. Nech M je realizdcia jazyka L, e je ohodnotenie premennych formuly A. Indukciou podla zloZitosti
formuly A budeme definovat pravdivost formuly A v M pri ohodnoteni e a oznacovat M = Ale].
Pravdivost formuly A pri ohodnoteni e v relacnej Struktire M.

al) ak A je atomickd formula tvaru P(ty,...,t,), kde P je n-drny predikdtovy symbol rézny od ,=“ a
t1,...,ty st termy, potom M |= Ale] <= (tie],...,tnle]) € Pm

a2) ak A je atomickd formula t1 = ta, potom M |= Ale] prdve vtedy, ak termy t1, to st realizované pri
ohodnoteni e, jedngm a tym istym individuom, t.j. t1[e] = ta[e]

b) ak A je tvaru ~B, potom M |= Ale] prdve vtedy, ak M = Ble]
c) ak A je tvaru B — C, potom M = Ale] <= M [~ Ble] v M [ Cle]
d) ak A je tvaru (Vx)B, potom M |= Ale] <= pre prekzdé individum m € M plati M |= Ble(xz/m)]
d’) ak A je tvaru (3x)B, potom M |= Ale] <= pre isté individum m € M plati M |= Ble(z/m)]
2. Hovorime, Ze formula A je splnend v M a piSeme M |= A, ak pre lubovolné e plati M = Ale]
Poznamka. ¢ast d’ mozeme vynechat z dovodu, ze (3x) vieme vyjadrif pomocou (Vz), —

Poznamka. obdobne v pripade termov aj v pripade formul plati, ak z1,...,z, st vSetky premenné, ktoré sa
vyskytuji v A a e, ¢’ st ohodnotenia, pre ktoré e(z;) = ¢/(z;),4i=1,...,n potom M = Ale] < M [ Al¢]

Def 5.3.2. Ak je uzavretd formula A splnend na relacnej struktire M, tak hovorime, Ze je pravdivd na M,

teda M = Ale] = MEA
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Def 5.3.3. Nech A je formula. A’ nazveme uzdverom formuly A, ok kazdd volnd premennd vo formule A je
vo formule A’ viazand velkym kvantifikdtorom (V).

Tvrdenie 3. Formula A je splnend na M vtedy a len vtedy, ok jej uzdver A’ je pravdivy na M.

Dékaz. ET: ,,Odporti¢am spravit na domacu tlohu“* O

5.4 Substitiicia termov za premenné

ZT1,...,T, SU rdzne premenné

t,t1,...,t, st termy

tey .. wnltl, .-, tn] — term, ktory vznikne z termu ¢ dosadenim termov ¢; za premenné z; naraz, i = 1,...,n
Priklad.

t=(z+vy)

t1 = (z+2x)

to=(z-y)

tg =w

taylts, tz] = (v +2) + (2 - y))
tewlti, ts] = (x + ) +y)°
tm,y,z [tla t27 t3} = tz,y[tla t2]

dosadenim vzdy vznikne term

A — formula
t — term
2 — volnéd premennd v A

A, [t] — substiticia kazdého voIného vyskytu premennej x za term ¢
A.[t] — je formula, je to inStancia formuly A (Specidlny pripad A)

Def 5.4.1. Hovorime, Ze term t je substituovatelny za 28 do formuly A, ak pre kaZdi premenni y obsiahnuti
v t, Ziadna podformula tvaru (Vy)B a (Jy)B formuly A neobsahuje (z hladiska A) volny vyskyt premennej x.
V dalsom budeme oznacovat znakom A.[t] len ti skutoénost, Ze term t je substiovatelny za x do A.

Priklad. formula A je otvorend — Ziadna premenna nemé viazany vyskyt

Priklad. zianda premennd y € ¢ nie je viazand v A, tiez moZzem za lubovolnt premennii x € A substituovat
term ¢

Priklad. z je premenné

term ¢t = 2

formula A : (x =0) — —(3z)(z #0)
formula A, [t] : (z =0) — —(32)(z #0)

Az znlt1,...,t,] — tiez to robim naraz, hovori nam to, ze t;, i = 1,...,n s substituovatelné
Lema 2. Nech M je realizacia jazyka L, A je formula, t,t1,...,t, su termy jozyka L a e je ohodnotenie
premennych x1, ..., %, také, Ze plati t;e] = m;, prei=1,...,n. Potom:

a) tuoy .. w1, tolle] je individum tle(xz1/ma, ..., Tn/my)]

4ak to niekto mate, tak mi to poslite a ja to sem pridam
5v t neexistuje w, teda y a nie w!
6teda x mézem nahradif termom ¢, teda snad :)
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b) M= Ay 5.t talle] <= M E=Ale(xi/ma, ...,z /my)]
za x; dosadime tile], i=1,...,n
Dokaz.

a) indukciou podla zloZitosti termu ¢

1° ' je toywn [t )
nech ¢ je premennd x, potom t je t' ak x sa nenachadza medzi z1,...,z,
ak je x niektoré xz;, tak potom ¢’ je t;[e] (je individum m;)
v tomto pripade tvrdenie plati

2° tje tvaru f(s1,...,8n)

IP: s;[t1,. .., tnlle] = sile(x1/ma, ..., zn/myp)],i=1,...,n
t'le] =7 je individum faq(sile(z1/ma, ..., xn/mn)], ..., sule(x1/ma, ..., xn/my)])
individum tle(z1/mq,...,2n/my)]

b) indukciou vzhladom na zlozitost ¢ formuly A

1° A’ je inStancia Ay, . 4. [t1,.--,tn)
Aje P(s1,...,8n), P je rozny od ,=*

M):A/[e} — (Sl[tla-'-atnMe]v~-'75r[tla---atn}[6])EP -
= (sile(xi/ma, ... zn/mp)], ... sele(@/ma, .o 20 /my)]) € Pu =
— MEAle(z1/m1,...,2n/my)]

ak A jetvarut=s
A/Zt[tl,...7tn] :S[tl,...,tn}

ME Ale] <= to . a [t talle] = Sayan[t1s-- - talle] =
= tle(z1/ma, ..., xn/mn)] = sle(x1/ma, ..., 0 /my)] =
— ME Ale(x1/m1,...,xq/my)]

2° rozdelime na pripady, comu sa rovna formula A

-B, B — C - analogicky postup, ET povedal, Ze to treba na skiisku, teda ak to niekto viete,
tak mi to poslite
— vychadza z IP a Tarského definicie
(V2)B

1. ze{z1,...,zn}
Potom piSeme Ay, .z [t1,---,tn], (VT1)Bey,. wn [t1,- -5 tn)
nech z je x1

MEA] < VkeM:ME B,  a.lt,... t]le/(z1/k)] <~
<— Ve M: M Ble(z1/k,z2/ma,...,Tn/my)] <
= M Ale(za/ma, ..., x0/my)]" =
— ME Ale(x1/ma,...,xq/my)]

2. z2¢&{x1,..., 2}

— dokaz v tomto pripade je zjednoduSenim zapisu predchédzajiceho dokazu!

"pretoze podla definicie pravdivost A nezalezi na ohodnoteni viazenej premennej 1
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5.5 Axiomy predikatovej logiky

(3z) A, skrateny zapis pre =(Vr)-A

Def 5.5.1. Nech A, B, C st lubovolné formuly, potom
(A1) A — (B — A)

(AQ) (A — (B — C)) — ((A — B) — (A — C))
(A3) (B — —-A) —» (A — B)

P — mnozina prvotnych formil, ktoré vo vyrokovej logike nemozeme dalej rozkladat. Ak za P zvolime
vSetky atomické formuly jazyka L, vSetky formuly tvaru (Va)B, (3z)B, kde z je premennd jazyka L. Potom
kazda formula jazyka L vznikne z formil len pomocou logickych spojok. Ak si za pravidlo odvodenia zvolime
M P, tak dostdvame vztah medzi predikdtovou a vyrokovou logikou, ktroy je vyjadreny v nasledujicej vete.

Veta 5.5.1. Ak A je formula jazyka L — predikdtovej logiky. Nech P je mnoZina vsetkych atomickych formal
jazyka L a vietkych formil tvaru (Vz)B a (3x)B, kde x je lubovolnd premennd jazyka L a B je lubovolnd
formula jazyka L. Ak A je tautologia vgrokovej logiky nad P, tak potom A je teorémou predikdtovej logiky.

Dokaz. A je tautolégia, F A =+ A
predikatova logika je viac, teda A je dokdzatelnd aj v nej ... 7?7?78
A, ... AL E O

Daosledok 5.5.2. Visetky teorémy vyrokovej logiky prechadzaji do predikdtovej logiky.

Def 5.5.2. Axiéma Specifikdcie: Ak A je formula, T premennd a t term substituovatelny za premenni x do
formuly A, potom formula

(A4) (Vz)A — A.[t]

je axioma predikdtovej logiky.

Tato axiéma m4 nazorny zmysel: Ak A plati pre lubovolné x, potom plati aj pre kazdy $pecidlny pripad A,[t].
Formula A vyjadrend v prenexnom (prefixovom) tvare.

A:(Qix) ... (Qnay) B(zy, ..., 2,)

prefixz

kde Q;, i =1,...,n je 3 alebo V a B je jadro (formula bez kvantifikdtorov)
Def 5.5.3. Ak md A, B formuly a ak x je premennd, ktord nemd volny vijskyt v A, tak potom formula
(A5) (Vz)(A — B) — (A — (Vz)B)

je axioma predikdtovej logiky.

5.6 Pravidla odvodenia

Def 5.6.1. Modus ponens:

AA —- B
B
Def 5.6.2. Pravidlo zovSeobecnenia (PZ): Hovort o vlastnostiach volnijch premennych.

Pre lubovolni premenntd x a formulu A odvodime formulu pre (Vx)A. x je volnd vo formuly A, potom je
dokdzatelnd formula (Vz)A.

A
(Vx)A

8tuto je nejaky chaos
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Lema 1. Pravdilo zavedenia velkého kvantifikdtora: Ak -+ A — B a premennd x nemd volny vyskyt v A,
potom A — (Vx)B

Dokaz.
FA — B

F (Vz)(A — B)
F(Vz)(A — B) —» (A — (Vz)B) (A5, modzeme ju pouzif)
FA — (V2)B (MP)

Lema 2. Pre lubovolné formuly A, B a term t plati:

a) FALt] — (3x)A°

b) akt= A — B a premennd x nemd volngy vyskyt v B, potom + (3z)A — B 10
Doékaz.

a)
F(Vz)=A — —A.[t] (A4)
F-=(Ve)-4A — (Vz)-A plati aj obratene
F-(3z)A — (Vo)-A nahradenie V s 3
F(AE0A — (V)-4) — (F)=A — ~Aft]) — (~G2)A — A )"
F(=(3x)A — —A.[t]) — (A[t] — (3z)A) (A3)(MP,2x)
FAt] — (3x)A

FA — B

F(A — B) - (=B — —A) (A3)
F-B — A (
F-B — (Vo)-A (L1)
F(-B — (Vz)mA) — (~(Vz)-A — —-—-B)
F—(Vz)-A — ——-B

F(3z)A — —-—-B

F(3z)A — B

Lema 3. Nech A’ je instancia formuly A, to znamend, Ze A’ je tvaru Ay, .. 4, [t1,...,tn], potom
FA =FA

Dokaz. Ak je dokdzatelnd formula A, tak je dokézatelny aj kazdy Specidlny tvar (instancia) formuly A.
Indukciou podla po¢tu substituovanych termov.

1° n=1, A’ je tvaru A,[t]
prepoklad: + A

- (Vz)A (PZ)*2
F(V2)A — At (Ad)
F (Az[t]) (MP)

2° Nasledujuci priklad hovori ze, Ze v pripade n > 1 nemozno priamoéiaro pouzit dokdzaného pripadu pre
n=1.
Priklad. Nech A je formula x < y, nech term ¢ je premennd y a term s nech je premenna x. Uvazujme

9dualny tvar k a axiéme Specifikacie

10dualny tvar k Leme 1, zavedenie malého kvantifikatora

4o je ako (a — b) — ((b — ¢) — (a — c¢)), pravidlo jednoduchého sylogizmu
2pravidlo zovseobecnenia,
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Az y[s,t], to je formulat < s ateda je y < . Ale po dosadzovani po jednej premennej dostaneme formulu
x < x ak najprv dosadime t za x a potom s za y. V obratenom poradi substituovania dostaneme y < y.

Nech z1,...,2, st premenné, ktoré sa nevyskytuju vo formule A ani v termoch ti,...,t,. Potom z
predpokladu, ze - A dostavame

FA =+ A, [~]

F Ay 2,021, 22] Tahko sa o tom presvedéime

F A, 2. [t1,...,ty] oznacme ju B (- B)
B
F B., [t1]

F B, 2.t1,--.,tn] totoje A’

O
Poznamka. volné premenné mozu byt zamené
Doésledok 5.6.1. Nech x1,...,x, si vietky volné premenné vo formule A. Nech z1,. .., z, st navzdjom rézne
premenné také, Ze z; je substituovatelnd za x;, i = 1,...,n do formuly A. Potom b+ A =+ A, kde A’ je
instanciou formuly A tvaru A, . .. [T1,..., %)
Doékaz. Vyplyva z (L3). O
Lema 4. Pre lubovolni formulu A, premenné x1,...,x, a termy t1,...,t, plati:
a) b (Vo1) ... (Vo)A — Ap e [t ta] B
b) F Azl,...,xn [tlv s 7tn] - (31‘1) ce (EIW)A 1
Dokaz. Iubovolnd formula C, lubovolnd premennd x, potom C,[z] je C
F(Vz)C — C  (A4)
a)
F(Vaz,)A — A
F(Ve,—1)(Ve,)A — (Vx,)A
F(Vay)...(Vopn)A — (Vza)...(Va,)A
F(Vay)...(Vzp,)A — A ozna¢me A’, pravidlo sylogizmu
a) je instanciou A’ a A’ je pravdivd = plati to z (L3).
b)
FC — (3z)C (L2a)
FA — (3z1)...(3x,)A oznaéme A", analogicky ako v a)
b) je instanciou A” a A” je pravdivdi = palti to z (L3).
O

Poznamka. Z formal (Vaq)...(Vz,)A — A, A — (Jx1)...(3z,)A modzeme dokdzat pomocou zavedenia
v, 3

F (V1) ... (Vap)A — (Varm)) ... (Vogm)A

13
14

zovSeobecneny tvar (A4)
zovSeobecneny tvar dudlneho tvaru (A4)



KAPITOLA 5. PREDIKATOVA LOGIKA 34

F(3z1) ... (Fen)A = Frgw)) .. Grgm))A
kde 7 je Tubovolnd permutécia na mnozine {1,...,n}

— nezalezi na ich poradi

Def 5.6.3. Nech st x1,...,x, vsetky premenné s volngm viskytom vo formule A v nejakom usporiadani.
Potom formula (V1) ... (Vx,)A nazveme uzdverom formuly A.

Veta 5.6.2. O uzdvere (VU). Ak A’ je uzdver formuly A, potom
FA —<FA

Doékaz.

,=“ F A, potom pravdilom zovSeobecnenia je - A’

“

”<:
HA
FA — A (L4a)
A (MP)
O
Poznamka. Veta o uzéavere charakterizuje volné premenné. Vo formélnej aritmetike plati:
Fr=0 =F Vx)z=0
Lema 5. O distribtcii kvantifikatorov.
a) FA - B =+ (Vo)A — (Vx)B
b)) FA - B =+ (3z)A — (3x)B
Dokaz.
a)
FA — B
F(Vz)A — A (A4)
F(Vz)A — B (jednoduchy sylogizmus)
F(Vz)A — (Vx)B (L1)1
b)
FA — B
B — (30)B (L2a)
FA — (3z)B (jednoduchy sylogizmus)
F(3z)A — (3x)B (zavedenie 3)
O

Veta 5.6.3. O ekvivalencii (VE). Nech formula A’ vznikne z formuly A nahradenim niektorych vyskytov
podformil By, ..., B, v uvedenom poradi formulami B}, ..., Bl.

FB < Bj,i=1,....n =FA < A

15]ema o zavedeni V, podmienky st splnené



KAPITOLA 5. PREDIKATOVA LOGIKA 35

Doékaz.
A mé tvar (Vz)B alebo (3z)B
A’ m4 tvar (Vz)B’ alebo (3z)B’

FB « B (= IP)
B — BAFB — B

aplikujeme lemu o distribucii kvantifikatorov O

Def 5.6.4. Hovorime, Ze formula A’ je variant formuly A, ak A’ vznikne z A postupnym nahradenim pod-
formal tvaru (Qx)B formulami (Qy)B.[y], kde y nie je volnd v B a Q je 3 alebo V.

Veta 5.6.4. Ak A’ je variant formuly A, tak potom
FA — A
Dokaz. Podla vety o ekvivalencii ndm sta¢i dokézat, ze formuly (Qz)B a (Qy)B.[y] st ekvivalentné.

Najprv dokazujeme ked @ je V. Predpokladajme, Ze = a y sd rozne premenné (ini¢ by nebolo ¢o dokazovat).

L F(Vy)Bely] — (Va)B
Ozna¢me B’ formulu B,[y]. Vidime, Ze x nemé volny vyskyt v B’, teda je substituovatelné z, aj do B’.

F(Vy)B' — Byx] (A4)
= (Vy)B" — (Yy)By[z] (zavedenie V)
B, [z] je B

= (Yy)Baly] — (¥2)B

2. - (Vz)B — (Vy)B:ly]
F (Vz)B — By[y] (A4)
F (Vz)B — (Vy)B:[y] (zavedenie V)

Dalej dokazujeme, ked @ je 3. Predpokladajme, 7e x a y st rézne premenné.

L. F(3y)B:ly] — (3z)B
F B.ly] — (3z)B (dudlny tvar A4)
F (Jy)B.ly] — (3z)B (zavedenie 3)

2. - (3z)B — (Jy)B:ly]

B’ ozna¢me B, [y]

I—B;[x] — (Jy)B’
- (EIx)B;[x} — (Jy)B’
F(3z)B — (3y)Bu[y]

O

Def 5.6.5. Nech A je niektord formula z mnoZiny formiul T a nech Ai,...,A, je lubovolné odvodenie z
predpokladov (hypotéz) T. Hovorime, Ze formula A; je v tomto odvodent zdvisld od A, ak plati:

1. formula A; je A a objavila sa v dokaze ako prvok mnoZiny T

2. A; je formula, ktord sme dostali podla pravidla zovieobecnenia formuly A;, (j < i) a formula A; zdvisi
od formuly A

3. formulu A; sme dostali pomocou pravidla MP z formul Aj,, Aj,, (j1 < iAj2 < i) a aspon jedna z
formal A; , Aj;, zdvisi v tomto odvodent od formuly A
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4. A; je schéma aziom, ktord obsahuje podfomulu zdvisli od A

Veta 5.6.5. O dedukcii (VD). Nech T je mnoZina formil a A, B si formuly predikdtovej logiky, tak potom
plati:

a) TFA - B = T,A+B

b) T,A b B a existuje také odvodenie B z predpokladov {T, A}, Ze v riom pri aplikdcii pravidla zovse-
obecnenia na formuly, ktoré v tomto odvodeni zdvisia od A, sa velkym kvantifikdtorom neviaZe Ziadna
premennd volnd v A, potomTHA — B

Dokaz.

a) Ay,...,A,(A — B)
rozsirime mnozinu predpokladov — T, A

T A —- B
T A FA —- B
T, A +B (MP)

b) indukciou vzhladom na dizku odvodenia formuly B

1°n=1
1. BeT
FB — (A — B)
BeT — T+HB
T HA — B (MP)
2. Bje A
FA — A
T FA — A

3. B je axiéma

B
T +B
FB - (A — B)
T A — B (MP)

2° Ay,..., As(B) — postupnost formil z predpokladov T', A
T, A — skiimame ako sa A¢(B) tam mohlo dostat

BeT, ako v 1°

Bje A, ako v 1°

B je axiéoma, ako v 1°

B sa dostalo tak: A;, A, (MP) priomi,j <s

Ll o

nechi<j: Aj=A;, — B
A;
na A;, A; sa vzthuje I P

MP... - B

T FA — A
T,A A

T FA — A
T,A FA;

T FA — (4, — B)

|—(A — (Ai — B)) — ((A — Ai) — (A — B)) (AQ)
T FA - A) — (A — B)
T A —- B
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Aia 1< 8

mozné su dva pripady

a) A; nezéavisi od formuly A v odvodeni

——
B
T +B
FB — (A — B)
T A —- B 0

na zdklade IP plati: T A+ A;, = TFHA — A, leboi<s
T FMVz)(A — A)

T FMVz)(A = 4;) - (A — (Vo)4))

T FA — (Va)4;

T FA —- B

b) formula A neobsahuje volné vyskyty premennej z
—> tym sme splnili podmienky tvrdenia T A+ B — T+HA — B

Dosledok 5.6.6. Ak T, A+ B a formula A je uzavretd, tak THA — B

Déosledok 5.6.7. Ak T, A+ B a existuje také odvodenie B z predpokladov {T, A}, Ze v 1iom neaplikujeme
pravidlo zovseobecnenia, tak T H A — B.

Poznamka. Z dokazu VD je zréjme, Ze ak v odvodeni B z predpokladov {T, A} nebolo pouzité pravidlo
zov8eobecnenia na ziadnu volni premennti v A (inymi slovami: Zziadna volna premennd formuly A nebola v
uvedenom doékaze pouzitd), tak TH A — B.

Veta 5.6.8. O konstantdch (VK). Nech T je mnoZina formail jazyka L a nech A je formula jazyka L. Nech
L' je jazyk, ktory vznikne z L rozsirenim o nové symboly pre konsanty'®. Ak si ci,...,cm nové konstanty,
potom

THAler,...,cm] <= THA

Dokaz.
»<=* Vyplyva z (L3).

,=“ TF Ale,...,cm]anech A], ..., Al je odvodenie formuly Alcy, ..., ¢;] z predpokladu T, nech y1, . . ., Ym
st premenné, ktoré sa nevyskytuji v dokaze A’ ani vo formule A.

A; — AZ,Z: ].7...,71
¢; — yi, v YA konstantu ¢; nahradime y;, j = 1,...,m, dostaneme:
Ap, ..., A, — bez konstant, je dokazom formuly A[y1,. .., ym] z predpokladov T’

THAy1, .. Ym)

- A, C" — (D' — (') napriklad je to axiéma tohoto typu, dostaneme
C — (D — C) ...toho istého

- A je instancia formuly Alyi,...,ym] a ta je dokdzatelnd: T+ Afy1,...,ym] = THA

16konstanty st Specalne termy
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Poznamka. nech formula A nie je uzavreta
nech ¥, ..., Yyn s volné premenné formuly A
THA —- B

L rozsirime o nové konstanty ci,..., ¢

T+ A — B, potom podla (VK)!:

THA - B < Tt Aler,...,em] — Blet, ... em] <= T, Alc1,...,em] F Blei, ... em]

Veta 5.6.9. Vseobecnejsi tvar VD. Ak je A formula a T, S st mnoZiny formil, potom TVS+ A < In €N
a formuly By, ..., B, z ktorych kaZdd je uzdverom nejakej formuly 2 S a TH By — (...(Bp, — A)...)

Dokaz. Nech formuly By, ..., B, splhaji podmienky vety

S}—Bl,z:L,n

B; je uzaver A; € S, SE A;

na zaklade (VU): TV SF A

T7,B,...,.Bpt A = TFB; - (...(B, — A)...) O

Daosledok 5.6.10. Nech A’ je uzdver formuly A, nech T je mnoZina formil, potom T+ A < TU{-A"}
je spornd tedria.

Dokaz.

FA — (mA — B)

F-A —- (A — B)

A aj ~A = plati tam Tubovolna formula'®, teda je to sporna tedria

»,=* Nech formula A je dokdzatelnd z T, podla (VU) to isté plati aj v A’

TkHA "o ,
TU{-A} - - A7 } = T U{-A’} je sporna
= T U{-A’} je spornd tedria, to znamend, Ze je v nej dokdzatelna kazda formula a teda aj A’

TU{-A} HA

T F-A — A (VD)
F(-A — A — A" (teoréma)
T A (MP)
T FA (VU)
O
5.7 Prenexné tvary formaul
— tiez prefixové
Def 5.7.1. Hovorime, Ze formula A je v prenexnom tvare, ak A md tvar:
(lel) s (ann)B

kden >0 aprekazdéi=1,...,n, Q; je budV alebo 3. B je otvorend formula (nemd Ziadnu viazand formulu)
ax1,...,T, sU navzdjom rozne premenné. Formula B sa nazjva jadro formuly A a postupnost kvantifikdcii,

ktoré predchddzaji B sa nazgva prefix formuly A.

17vgeobecnejsi tvar (V K)

18teda kazda
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Def 5.7.2. Prenexné operdcie (PO):
Q — kvantifikdtor ¥, 3
ak Q jeV, tak Q je 3
ak Q je 3, tak Q jeV

a) podformulu B nahradime nejakym jej variantom B’
b) podformulu —(Qx)B nahradime formulou (Qx)—B

¢) ak premennd x nie je volnd vo formule B, tak podformulu B — (Qz)C nahradime formulou

(Qz)(B — C)

d) ak premennd x nie je volnd vo formule C, tak podformulu (Qxr)B — C nahradime formulou

(Qx)(B — C)

e) ak symbol O oznacuje A, V a premennd x nie je volnd v B, tak podformulu BO(Qxz)C nahradime
formulou (Qz)(BOC)?

Treba dokdzat, Ze v a), ..., e) nahrddzame ekvivalentnou formulou.

Lema 6. Pre lubovolné formuly B, C a kaZdi premennt x plati:

a) B « B’

a) vyplyva z vety o variantoch
b)
QjeV
F—(Vz)=—B < —(Vz)B
F (3z)-B < —(Vz)B

Q je 3
F—-(32)B < —(3x)-—-B < (Vz)-B

c)
QjeV
Qje3
d)
QjeV
Q je 3

e) rozpisanim O pomocou = a — a pouzitim predoslich prenexnych operacii

Veta 5.7.1. Ku kaZdej formuly A moZeme zostrojit formulu A’ v prenexnom tvare tak, Ze plati

FA - A

Yaj (Qz)CUB - je to komutativne
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Dokaz. A’ ziskame z A pomocou prenexnych operécii.
indukciou vzhladom na zlozitost formuly A

1° A — atomickd formula (bez kvantifikitorov)
Aje A
FA « A

2° A moze byt: =B, B — C, (Vz)B. Na formuly B, C sa vztahuje IP.

-B
A’ je =B’
FB <« B
F-B < B
FA «— A

B’, ¢’ st prenexné tvary B, C

FB « B

FC <« C'

Potrbujeme zostrojit A’

C" je variant C’, Ze prefix neobsahuje premenné, ktoré sa vyskytuju v prefixe B’
pomocou (POa) C' — C”

F(B — C) « (B — C")

pomocou (POc), (POd) B — C”

(Vz)B
FB < B
A’ je v tvare (Vz)B’, ak x nie je v prefixe B’
ak z je v prefixe B’, tak B’ je prenexny tvar A

Poznamka. Prenexné operécie pre < musim rozpisat: A < B (A —- B)A(B — A)

Def 5.7.3. Ak prefiz uzavretej formuly md tvar (3x1) ... (3zk)(Very1) ... (Vom), kde k > 1. Pripad k = m
nevyluc¢ujeme. Potom hovorime, Ze formula A je vyjadrend v Skolemovom tvare (prenexny normdlny tvar).

Def 5.7.4. Hodnostou formuly A nazgvame pocet velkijch kvantifikdtorov, ktoré v prefize predchddzaji po-
slednému malému kvantifikdtoru (pocitame z lava do prava).

Veta 5.7.2. KaZdi formulu moZno zapisat v Skolemovom tvare. Ku kaZdej formule A predikdtového poctu,
méZeme zostrojit formulu A’ v Skolemovom tvare, tak Ze

FA <—FA

Daékaz. Predpokladajme, ze formula A je vyjadrend v uzavretom tvare a v prenexnom tvare.
indukciou na hodnost formuly A

1° Ak hodnost formuly A je rovna 0, tak formula A je vyjadrend v Skolemomovom tvare.

2° Nech A mé hodnost w.
A= 3x1)... Fzn)(Vy)B(x1, ..., Tn,Y)
formula B obsahuje len volné premenné z1,...,T,,y
formula B mé hodnost m — 1

A priradime A*
FA < A*
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P+ 4 1-4rny predikatovy symbol, ktory sa nenchédza v B
AT = (Elxl) s (Elxn)[(Vy)(B(xla s 7xn7y) - P(n+1)(1,1’ s axnvy)) - (Vy)P(n+1)(xla ceey Ty y)]
treba dokazat - A < F A*

”:>“
(B — P"tYy (B — prth)
R , N~ ——

b c
F(a — ) = (b — (a — 0) dmena predpokladov)
(
.

(b (zd
(a — <)) (MP)
((B — Pn+1)) — P("+1)) (teda)

( y)(B — ((B — P*tD) — ptl)y) (PZ,2x)(distribicia ¥)

n-krat pouZzijeme pravidlo zovSeobecnenia podla premennych z,,, ...,z

a n-krat teorému - (Vz)(a — b) — ((3z)a — (3x)b) (POd)

- (Ve () B — ((Wy)(B — PO+D) — (vy) PotD)]

F(3z1) ... Fzn)(Vy)B(z1, ..., 2n,y) — A*

A

ll

FA — A*
FA —F A*

FA* tak je F (3x1)... 3z,)((Vy)(B — B) — (Yy)B) (PO)
a b

F(3x)(a — b) < ((Vx)a — (3z)b) (POd)
F(3z1) ... Grp_1)((Va,)(Vy)(B — B) — (3x,)(Vy)B) (PO)

}.— (Vz1) ... (Vo) (Vy)(B — B) — (3z1)...(3z,)(Vy)B

B — B (PZ,nx)

ideme skimat A*
=(Q171)...(Q1z)C, kde C je formula bez kvantifikdtorov

A = (o). CGea)(W)(Qi21) - (Qu)C — PUHY] — (V) P)

D lkrdt (POd)
o @) @)W @) .. @)[C — PO - (v PO) o

(POd)
o (@) Gr) @@ ) . @)C — PUI] - (V)P o
o (Fr1) . Fr)(F)(Qi21) - (Qua) (Vu)([C — P Y] — plntd)y
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Axiémy rovnosti, logika s rovnostou

M E Ale] = P®) — binarny predikét rovnosti
MEA
Kazdé individum musi byt rovné samo sebe.
6.1 Axiomy
Def 6.1.1.
(R1) Ak x je premennd, potom formula x = x je azidoma identity.!
(R2) Ak si x1,...2k, Y1,...,yx premenné a ak [ je lubovolny k-drny funkéng symbol, potom formula
(m1=y1 = (@=y2 = ... = (@e=w — (fl@r,-..,26) =fly1,. - %))
je arioma.
(R3) Ak si x1,...2Tk, Y1,...,Yx premenné a ak P je lubovolny k-drny predikdtovy symbol, potom formula
(T1=y1 — (@2=y2 — ... = (@r=y — (P(x1,...,2) = P(ys,...,5)))...)?
je axioma.
Veta 6.1.1. Nech tq,...,t,, S1,-..,5, su termy také, Ze plati
8) Fti=s; i=1,....n

i) Akt je term a s je term, ktory vznikne z t zdmenou niektorych vyskytov t; zodpovedajicimi termamsi s;,
potom plati
(9) Ft=s

it) Ak a je formula a A" vznikne z A zamenou niektorych vyskytov termov t; zodpovedajicimi termami s;,
okrem pripadu ked't; je premennd x, ktord je sicastou kvantifikdcie (Vz) alebo (3z) potom plati

(10) FA < A

Dokaz.
i) indukciou vzhladom na zlozitost termu

1° Ak ¢ je premennd alebo niektory z termov ¢;, tak potom (9) je jeden pripad (8).

L(R1) postuluje reflexivnost rovnosti
plati aj P(y1,...,yx) — P(x1,...,ok)

42
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2° Nech t je tvaru f(r1,...,7) pre ri,...,7; plati IP. Ak je s v tvare f(rq,...,r}) kde r} pre

j=1,...,k vznikne z r; zdmenou niektorych ¢; za s;, podla IP plati r; =7/ (11), j=1,...,k

J
(12) Fr=r] — ... = rp=1, — flr1,...,76) = f(r},...,7.) (instancia (R2))
. k-krat (MP)
Fflr,..orme) = f(rh,..or)

ii) — prechddzame od formuly A k formule A’

— zédmena sa robi len v atomickych formuldch (P je rozne od ,,=)
P(r1,...,7%), dostdvam P(rq,...,r)) podla (11) plati r; =1’
Fri=rl — ... = rp=1r, — P(r1,...,1) — P(r},...,r};) (instancia (R3))

FP(r,...,16) — P(ri,...,7})
potrebujeme to aj opacne
ked plati (11), tak to plati aj naopak, teda opacna implikacia je tplne analogicky
nech P je ,=“
nech formula A:ry =ry, A" : 0] =1}
FA — A treba dokdzat, teda Fry =19 «— | =1}
vyuzijeme tranzitivnost
Fry=r]
Fry=r1f
Fri=r =Fri=nr
Fri=ro =Frl=r
Fro=r), = tri=r)
Fri=re — 7] =1}

O

Veta 6.1.2. Ak s t,ty,...,t,, S1,...,8, termy a ak A je formula potom plati

(i) Fti=81 — ... =ty =8, — tt1,...,tn] =t[s1,...,5n]

(i) Fti1=81 — ... = th =8, — (A[t1,...,tn] < A[s1,...,54])
ak je naviac x premennd, ktord sa nevyskytuje v terme t, tak potom plati

(iii) F Azft] & (Va)(z=t — A)

(iv) B A ft] « (Fz)(x=tAA)
Dokaz. Ak termy tq,...,tp, S1,...,S, neobsahuju ziadne premenné, tak tvrdenia (i), (i7) vyplyvaju z pri-
slusnych tvrdeni predoslej vety. Vo vSeobecnom pripade premenné v termoch ¢, ...,¢,, s1,...,S, nahradime

novymi konstantami, potom (i), (#4) vyplyvaja z predoslej vety, (VD) a (VK).

(iil) ,=*
FAt] — (Vo)(z=t — A)
Fex=t - (A < A.[t]) (i)
Fx=t — (A.]t] — A)
At — (=t — A)
F At - (Vo)(z=t — A)
”<:“

F(Va)(z =t — A) — At (MP)
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(iv)
F(Va)(z =t — —A) o Al (i)
FaVz)(x=t — —A4) « ALt
F@z)(x=tNA) — Alt]

6.2 Pravdivost a dokazatelnost, veta o Gplnosti
6.2.1 Veta o korektnosti
Zhrnieme, ¢o sa zatial udialo v predikatovej logike.

e jazyky logiky prvého radu

e termy, formuly, podformuly

relacna struktira M |= Ale], A je pravdivd v M pri ohodnoteni e

M E A, A je splnend v M pri Tubovolnom ohodnoteni
e axidémy
e odvodzovacie pravidla

Def 6.2.1. Nech L je jazyk prvého radu, A je formula jazyka L. Hovorime, Ze formula A je logicky platnd a
oznacujeme = A ak A je splnend v kaZdej realizdcii jazyka L.

Poznamka. Logicky platné su teda tie formuly, ktore st splnené bez ohladu na realizaciu jazyka, teda pri
Tubovolnej interpretacii $pecidlnych symbolov.

Def 6.2.2. Ak L je jazyk prvého radu a T je nejakd mnoZina formaul jazyka L, hovrime, Ze T je tedria prvého
radu (v predikdtovej logiky) s jazykom L.

Def 6.2.3. Ak je T tedria s jazykom L a M realizdcia jazyka L, hovorime, Ze M je modelom tedrie T' a
piseme M | T, ak je v M splnend kaZdd formula patriaca T. Hovorime, Ze formula A je sémantickym
ddsledkom tedrie T', alebo Ze A je T-platnd, ak je splnend v kaZdom modeli teorie T, piseme T |= A.

Priklad. TODO :(

Veta 6.2.1. O korektnosti. Ak je T teoria s jazykom L a ak A je formula takd, e T + A, potom T = A.

Poznamka. Ak formula A je dokdzatelnd z predpokladov T, tak potom je splnend v kazdom modeli tedrie
T.

Dokaz. TODO «( O

Poznamka. Z vety o korektnosti vyplyva, Ze v predikatovej logike plati

FA=FEFEA

Poznamka. Veta o korektnosti ndm dava metédu, ako urcit, ¢i dand formula A je teorémou danej tedrie.
Sta¢i ndm uviest model tedrie T' a také ohodnotenie premennych e, Ze Ale] nie je pravdiva (tym padom nie je
teoréma).

Doésledok 6.2.2. Ak mad tedria T nejaky model, potom T je bezospornd.
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Dokaz. T je bezosporna ak existuje formula tedrie T', ktora nie je teorémou tedrie T. Nech M je model tedrie
T.
MEAAeT
B, B’ je jej uzaver na jazyku L
MEB
M -B’
M £ B’, B’ nie je teoréma v T O

len jedno z nich

Veta 6.2.3. O tplnosti.> Nech T je tedria s jazykom L a A je lubovolnd formula jazyka L, potom
THFA < TEA

Teda A je vetou tedrie T prdve viedy, ked A je splnend v lubovolnom modeli teorie T.

Veta 6.2.4. O uplnosti - druhd formulédcia. Tedria T je bezospornd prdve vtedy, ked T md model.
Dokaz.

<= Désledok nejakej vety.*

»,=" T je bezospornd, ideme k nej zostrojit model.

Formula A tedrie T' s jazykom L, A’ je uzaver A.

THA < TU{-A'} je sporna tedria (dosledok VD)

= tato tedria nemé model, to znamend, %e v kaZdom modeli tedrie T je uzéver A’ pravdivy a podla
definicie spliiovania, je formula A splnend v kazdom modeli teérie T — T E A

THA < T E A, teda tato veta implikuje t hornd!

Existuje relacné Strukttrca M, M= A, AeT

Henkinova metéda dokazu.

Teoria T s jazykom L, T je bezosporna.

Maéame ukézat, Ze existuje relacna Struktira M, ktord je modelom 7.
fubovolnd A € T, M |= A, M = Ale]

musime najst:
— mnozinu individui — univerzum M

— relacie a zobrazenia, ktoré vhodne realizuji funkéné a predikatové symobly jazyka L
K dispozicii mame len syntaktické prostriedky tedrie T — jazyk a axiéomy tedrie.

Zakladna myslienka konstrukcie modelu M tedrie T: Objekty tedrie T', ktoré sa hodia za prvky univerza
st iba termy bez premennych, teda konstanty. Termy bez premennych budu individué.

splilovanie: formula A bude splnend v modeli prave vtedy, ked A bude vetou T

Tento dokaz eSte pokracuje castou, ze nedostatky, ale je toho uz na miia trochu moc. Nabu-
dice ;)

O

Potom tu este chyba zopar definicii, nejaka lema, vety: Henkinova, Lindenbaumova a veta
o kompaktnosti.

3dokazal ju Kurt Godel
4nechce sa mi to hladat, tak ak sa niekomu chce, tak nech mi to posle



