1. Postupnost {a, }>2, je ur¢ené vztahmi ag = 2, a; = 5 a ay42 = 5a,41 + 6a, pre kazdé prirodzené
n > 0. Dokézte, ze a,, = 6™ + (—1)™.

Riesenie: Dokaz tuplnou indukciou. Potrebujeme dokazat, ze
(VE€ZO0<k<n—a =06+ (-1 —a,=6"+(=1)"

Tuto implikaciu dokazeme priamym doékazom implikacie. Predpokladajme teda
Ve €Z0<k<n—a=06"+(-1)F (indukény predpoklad)

a chceme dokazat
a, = 6"+ (=1)". (1)

Ak n =0 alebo n = 1, tvrdenie (1) plati:
ap =6+ (—1)? =2, ap = 6"+ (=1)! = 5.
Ak n > 2, mdzeme pouzit indukény predpoklad pre a dosadit za kK n — 1 a n — 2. Dostavame
p1 = 6" 4 (=1)" 1, (n—g = 6%+ (=1)"2.

Potrebujeme dokazat

6"+ (—1)" = a,

6" ‘I— (_1)n = 56Ln_1 —I— 6an_2

6"+ (—1)" = 56" 145 (=1)" 1 4+6-6"24+6-(—1)""2
6™ + (_1)n = 5. 6n—1 + 5. (_1)n—1 + 6n—1 —6- (_1)71—1
6" + (_1)n = 6- 6n—1 _ (_1>n—1

6"+ (1) = 6"+ (—1)".

2. Znegujte vyrokovi formu. Negécie vo vysledku mozu byt len tesne pred predikdtovym symbolom
(t.j. pred pismenkom a, b, alebo c).

Va la(z) — Jy (b(x,y) AVz (c(z,2) Vb(y, 2)))]

Riesenie:

Az [a(x) AVy (=b(z,y) V Iz (—e(x, 2) A =b(y, 2)))]

3. Ozna¢me R™ mnozinu kladnych realnych ¢isel. Uvazujme relaciu
R={(a,b) eR* xR" :Ic € Za—b=cV2}.
Zistite, ¢i je R reflexivna, tranzitivna a symetricka. Svoje tvrdenia dokazte.

Reflexivnost: Relacia je reflexivna. Pre vietky x € Rt potrebujeme dokazat

ecZr—x=cV2



Toto tvrdenie dokdzeme priamo.

Platiz —2=0-vV2. AtedaIc € Z z —x = C\/§, ¢o sme chceli dokazat.

Symetrickost: Relacia je symetrickd. Pre vietky x,y € RT potrebujeme dokazat
JeeZar—y=cV2—3IceZy—z=cV2

Toto tvrdenie dokédZeme priamym dokazom implikacie.

Predpokladame, Ze 3¢ € Z x — y = cv/2. Toto ¢ si oznaéme ¢; (novy symbol). Teda

rT—y = V2
y—z = —cV2 (2)

Kedze ¢ je celé ¢islo, aj —c; je celé &slo. Podla (2) preto Ic € Z y — x = ¢v/2 (a to —¢y), ¢o sme
chceli dokézat.

Tranzitivnost: Relacia je tranzitivna. Pre vSetky z,y, 2 € RT potrebujeme dokézat
deeZ x — :cﬁ/\EICEZy—z:cﬁ%EIcEZa:—z:c\/E.
Toto tvrdenie dokdZeme priamym dokazom implikacie.

Predpokladéme, 7e 3c € Z . —y = ¢v/2 a 3¢ € Z y — 2 = ¢\/2. Tieto ¢ si ozna¢me ako c; a ¢y (nové
symboly). Teda

z-y = V2 (3)
y—z = V2 (4)

Scitajme (3) a (4). Dostaneme
t—z2 = (14 e)V2 (5)
KedZe ¢; aj ¢y su celé &isla, aj ¢; + ¢ je celé ¢islo a podla (5)
Je€Z x—2=cV2,

¢o sme chceli dokazat

4. Ozna¢me P(M) potenéni mnozinu mnoziny M. Rozhodnite, ¢i pre kazdé dve mnoziny A, B
plati
P(ANBNC) CP(A)NPB)NPIC).

Svoje tvrdenie dokazte.

Pozndmka: Pri rieSeni pouzijeme nasledujtuce tvrdene o mnozinach. Jeho dokaz som nevyzadoval.

ACBNCND+ ACBANACCANACD

Riesenie: Potrebujeme dokazat
rePANBNC)—=xePA)NPB)NPIC).

Pouzijeme priamy dokaz implikacie. Predpokladame, ze z € P(A N B N C). Podla definicie P,
rCANBNC. Atedazs C ANz C BAz CC. Toznamend ze x € P(A)Ax € P(B) ANz € P(C)
a teda x € P(A) NP(B)NP(C), ¢o sme cheeli dokazat.



