0.Necha; =0,ay =1,a3 =3aa,.3 = 4a,12+11a,+1 —30a,. Dokazte, Zze 30a,, = (—3)"—2"+5".

Riesenie: Tvrdenie dokazeme Uplnou matematickou indukciou. Predpokladajme, Ze tvrdenie
plati pre vSetky &, 1 < k < n a dokazeme, Ze tvrdenie plati pre n.

Ak n > 3, mozeme predpokladat, Zze tvrdenie plati pre n — 1, n — 2 a n — 3. Potom

30a, = 1204, 1 + 3300, 5 — 900a,_; =
= 4((=3)" P —2m 5 L 11((—=3)" 2 = 2" 2 4 5 2) = 30((—3)" 3 — 2" 4 5P =
= —4/3-(=3)"—=2-2"+4/5-5" +11/9-(=3)" —11/4-2" +11/25-5" +
+10/9 - (=3)" +15/4-2" — 6/25 - 5" =
= (=3)"—-2" 45"

Ak n < 3 dosadenim lahko overime, Ze tvrdenie plati.

1. Zistite, Ci sU nasledujuce relacie reflexivne, tranzitivne a symetrické. Svoje tvrdenia dokazte.
AK je relécia relaciou ekvivalencie, najdite triedy rozkladu podfa tejto relécie.

e Rje relacia nad Z x Z, taka, ze ((a,b), (¢,d)) € R < sin(a) + cos(d) = sin(c) + cos(b).

Reflexivnost: Potrebujeme dokazat ((a,b), (a,b)) € R (pre vSetky prirodzené Cisla a a b).
Toto je z definicie R ekvivalentné sin(a) + cos(b) = sin(a) + cos(b), €o plati (pre vSetky
prirodzené Cisla a a b). Relacia je teda reflexivna.

Symetrickost: Chceme dokazat, ze ak ((a,b), (c,d)) € R, tak aj ((¢,d), (a,b)) € R (pre
vSetky prirodzené Cisla a, b, ¢, d). Toto je z definicie R ekvivalentné
sin(a) + cos(d) = sin(c) + cos(b) — sin(c) + cos(b) = sin(a) + cos(d).

Toto tvrdenie, plati (pre vSetky prirodzené Cisla a, b, ¢, d). Relacia teda je symetricka.
Tranzitivnost: Chceme dokazat, ze ak ((a,b),(c,d)) € R a ((¢,d), (e, f) € R, tak potom
aj ((a,b),(e, f)) € R. Priamy dékaz implikacie. Predpokladajme, Ze ((a,b),(c,d)) € R a
((¢,d), (e, f) € R. potom
sin(a) + cos(d) = sin(c) + cos(b) (1)
sin(c) + cos(f) = sin(e) + cos(d) (2)

Z (1) a (2) s¢itanim dostavame

sin(a) + cos(d) + sin(c) + cos(f) = sin(c) + cos(b) + sin(e) + cos(d)
sin(a) + cos(f) = cos(b) + sin(e).
Ateda ((a,b), (e, f)) € R. Relacia R je teda tranzitivna aje aj relaciou ekvivalencie.
Triedy rozkladu: Dvojica (a,b) je v rovnakej triede rozkladu ako vSetky dvojice (c,d), pre
ktoré plati
sin(a) 4+ cos(d) = sin(c) + cos(b)
sin(a) — cos(b) = sin(c) — cos(d)

Takze triedy ekvivalencie tvoria dvojice (z,y) s rovnakou hodnotou sin(x) + cos(y) (cos =
— €08).



e Rjerelacia nad Z x Z, taka, ze ((a,b),(¢,d)) e R<> 3z € Za=zb A\ c= zd.

Reflexivnost: Potrebujeme dokazat ((a,b), (a,b)) € R (pre vSetky prirodzené Cisla a a b).
Toto je z definicie R ekvivalentné 3z € Z a = zb A a = zb, €o je ekvivalentné 3z € Z a = zb.
Toto vSak neplati, lebo ak napr. « = 3 a b = 2, potom z = 1.5, avSak z ma byt celé Cislo.
Reléacia teda nie je reflexivna a nie je ani relaciou ekvivalencie.

e Rjerelacia nad Z x Z, taka, ze ((a,b), (¢,d)) € R <> 3y, z € Z — {0} ya = zb A yc = zd.

Reflexivnost: Potrebujeme dokazat ((a,b),(a,b)) € R (pre vSetky prirodzené Cisla a a b).
Toto je z definicie R ekvivalentné Jy,z € Z — {0} ya = zb A ya = zb, €0 je ekvivalentné
Jy,z € Z — {0} ya = zb. Toto v8ak neplati, lebo ak napr. a = 0 a b = 1, potom z musi byt
0, €o je v spore s tym, Zze = € Z — {0}. Relacia teda nie je reflexivna a nie je ani relaciou
ekvivalencie.

2. Nech P a @ su relacie nad mnozinou N. Rozhodnite, ¢i relacia P o Q o Q! o P~! musi byt
vzdy

e reflexivna,
Riesenie: Ak P = Q = ), tak PoQ o Q' o P! = (). Prazna relacia nad N nie je reflexivna.

e symetricka,

Riesenie: Potrebujeme ukazat, ze ak (z,y) € Po Qo Q' o P71, potom (y,z) € Po Qo
Q™! o P71, PouZijeme priamy dokaz implikacie. Nech (z,y) € Po Q o Q7' o P~1. Potom
existuju a,b,c € N také, ze (z,a) € P, (a,b) € Q, (b,c) € Q7' a (c,y) € P~'. Z definicie
inverznej relacie dostavame (a,z) € P!, (b,a) € Q7! (¢,b) € Q a (y,c) € P. Preto
(y,z) € PoQoQ 'o P! Relacia je teda vzdy symetricka.

Svoje tvrdenie dokazte.



