1. (2 body) Znegujte: Va [((A(z) V B(z)) — (C(z) A Jy D(z,v)))].

Riesenie: 3x [((A(x) V B(z)) A (=C(x) V Yy ~D(z,y)))].
2. (4 body) Zistite, ¢i su nasledujuce formuly vzdy pravdivé. Svoje tvrdenie dokazte.

a. (3z a(z) A3z b(z)) — Jz (a(z) A b(zx))

Riesenie: Formula nie je vzdy pravdiva. Nech je {0, 1} univerzalna mnozina a nech a(0) a b(1)
plati a a(1) a b(0) neplati. Potom existuje = pre ktoré plati a(z), a to z = 0, a taktiez existuje
x pre ktoré plati b(z), a to x = 1. Lava strana implikacie je preto pravdiva. Naopak, ani pre
x = 0 ani pre = 1 neplati a(x) A b(z), preto je prava strana implikicie nepravdiva. Cela
formula je teda v tomto pripade nepravdivé a preto nie je pravda, ze je vzdy pravdiva.

. (Fz a(x) v Iz b(x)) — Jz (a(x) V b(x))

Riesenie: Formula je vzdy pravdiva. DokaZzeme to priamym dokazom implikacie. Predpokla-
dajme, ze 3z a(x)VIx b(z). Rozdelme si dokaz na dve ¢asti podla toho, ktora z dvoch alternativ
v Jz a(z) V 3z b(z) nastane.

Predpokladajme, ze 3z a(x). Nazvime si takéto x ako s, to znamena, Ze plati a(s). Potom plati
aj a(s) vV b(s), a teda 3z (a(z) V b(x)) (ato z = s).

Predpokladajme, ze 3z b(z). Nazvime si takéto = ako t, to znamena, Ze plati b(t). Potom plati
aj a(t) vV b(t), a teda Iz (a(z) V b(x)) (ato z =1).

Kedze v kazdej z alternativ sme dokazali, ze plati 3z (a(x)V b(x)), dokazali sme, ze Iz (a(z)V

3. (3 body) Dokazte, ze pre l'ubovolné mnoziny A, B, C plati, ak ANC = BNC, potom C—A C C—B.

Riesenie: PrepiSme si dokazované tvrdenie pomocou definicii =, N, U, — a C. Dostavame
Ve[(r€e ANz eC)« (zreBAxelC)=Va[(reCN-xe€A) — (reCAN-zeB).
Tvrdenie dokdZeme sporom. Tvrdenie znegujeme.
Ve[(xr€e ANz eC)« (reBAzeC)|ANJzjzreCA-x€ AN(—z € CVrxe B).
Vieme teda, ze plati

Ve[(re ANz eC) <« (xe BNz e ()]
JrfreCAN-xz e AN(—x € CVureB).

Kedze dz[x € C AN —x € AN (—x € C'V x € B)|, nazvime si toto x ako s. Vieme teda, Ze plati

seC
—s€ A
-se(CVsé€EB.

Rozdelme si dokaz podla toho, ktora z alternativ v (5) plati.

Predpokladajme, ze —s € C. Dostéavame spor s (3).



Predpokladajme, Ze s € B. Podla (3)
se BAseC. (6)

Kedze podla (1) Vz[(x € ANz € C) <> (x € BAz € ()], plati to aj pre s, a preto (s € AAs €
C) <« (se BAse€ (). Pretoplati aj (s € BAs € C) — (s € AAs € C). Toto spolu s (6) dava
se ANse C,atedas € A, cojevspores (4).

KedZe sme v obidvoch alternativach dospeli ku sporu, sporné je aj celé povodné tvrdenie.

4. (8 body) Dokazte, ze pre vietky n > 0

3" <n" + 6.

Riesenie: Priamy dokaz. Plati n = 1V n = 2V n > 3. Rozdelme si dékaz podla toho, ktora z
alternativ plati.

Predpokladajme, ze n = 1. Potom 3" =3 < 7=n" + 6.
Predpokladajme, ze n = 2. Potom 3" =9 < 10 = n" 4 6.

Predpokladajme, 7ze n > 3. Umocime lava aj prava stranu v n > 3 na n-ta (kedze n je kladné,
funkcia f(y) = y”, t. j. umocnenie na n-td, je rasttca; preto aplikovanie tejto funkcie zachovava
nerovnost). Dostavame n™ > 3™. Preto

<" <n"+6

KedZe sme tvrdenie dokézali vo vSetkych troch alternativach, preto tvrdenie plati.



