
1. (4 body) Dokáºte, ºe pre kaºdé prirodzené £íslo n platí

n∑
i=0

(i− 1)i(i+ 1) ≤ 4n.

Rie²enie: Platí ºe n = 0, n = 1, n = 2, n = 3, n = 4, n = 5 alebo n ≥ 6.

Ak n = 0, potom (−1).0.1 = 0 ≤ 1 = 40.

Ak n = 1, potom (−1).0.1 + 0.1.2 = 0 ≤ 4 = 41.

Ak n = 2, potom (−1).0.1 + 0.1.2 + 1.2.3 = 6 ≤ 16 = 42.

Ak n = 3, potom (−1).0.1 + 0.1.2 + 1.2.3 + 2.3.4 = 30 ≤ 64 = 43.

Ak n ≥ 4, potom

n∑
i=0

(i− 1)i(i+ 1) =
n∑

i=1

(i− 1)i(i+ 1) ≤
n∑

i=1

(n− 1)n(n+ 1)

= n(n− 1)n(n+ 1) = n2(n− 1)(n+ 1) = n2(n2 − 1) < n4.

(1)

Dokáºeme matematickou indukciou, ºe pre n ≥ 4 platí n4 ≤ 4n. Báza indukcie: Pre n = 4: 44 ≤ 44.
Induk£ný krok: Nech n ≥ 4 a predpokladajme, ºe n4 ≤ 4n. Potrebujeme dokáza´, ºe

(n+ 1)4 ≤ 4n+1

(n+ 1)4 ≤ 4.4n

(n+ 1)4 ≤ 4.n4

n+ 1 ≤
√
2.n

1 ≤
√
2.n− n

1 ≤ (
√
2− 1).n√

2 + 1 ≤ n

£o platí pre n ≥ 3. Preto pre n ≥ 4 platí n4 ≤ 4n.

Preto pod©a (1)
∑n

i=0(i− 1)i(i+ 1) < n4 ≤ 4n.

2. (4 body) Nech M = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

a) Nájdite najmen²iu reláciu ekvivalencie na M , ktorá obsahuje reláciu {(1, 2), (4, 5), (6, 1)}. Náj-
dite rozklad mnoºiny M na triedy prislúchajúci nájdenej relácii ekvivalencie.

Rie²enie: Do relácie pridávame iba dvojice, ktoré tam musia by´: pridáme (1, 1), (2, 2), (3, 3),
(4, 4), (5, 5), (6, 6), aby bola relácia re�exívna; pridáme (2, 1), (5, 4), (1, 6), aby bola relácia sy-

metrická, pridáme (2, 6), (6, 2), aby bola relácia tranzitívna. Priamym overením re�exívnosti,

tranzitívnosti a symetrickosti moºno zisti´, ºe vytvorená relácia {(1, 2), (4, 5), (6, 1), (1, 1), (2, 2),
(3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6), (2, 1), (5, 4), (1, 6), (2, 6), (6, 2)} je reláciou ekvivalencie.

b) Nech {{1, 2, 3}, {4, 5}, {6}} je rozklad mnoºiny M . Nájdite reláciu ekvivalencie zodpovedajúcu

tomuto rozkladu na triedy. Nájdite £o najmen²iu reláciu, ktorej relexívno-tranzitívny uzáver je

najdená relácia ekvivalencie.



Rie²enie: Zodpovedajúca relácia ekvivalencie je {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6), (1, 2), (2, 1),
(1, 3), (3, 1), (2, 3), (3, 2)(4, 5), (5, 4)}. Túto reláciu môºeme dosta´ ako re�exívno-tranzitívny uzáver

relácie {(1, 2), (2, 3), (3, 1), (4, 5), (5, 4)}.

3. (4 body) Nech X je mnoºina v²etkých symetrických relácií na mnoºineM = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Zistite,
£i sú nasledujúce relácie reláciami (ostrého) £iasto£ného usporiadania. Ak sú, nájdite najmen²ie,

najvä£ie, minimálne a maximálne prvky.

a) R je relácia na X de�novaná nasledovne. Nech A,B ∈ X . Potom (A,B) ∈ R práve vtedy, ke¤

A ∪B je tranzívna relácia.

Rie²enie: Relácia R nie je asymetrická. Napríklad ∅ ∈ X (∅ je symetrická relácia na M). Av²ak

(∅, ∅) ∈ R, pretoºe ∅ ∪ ∅ = ∅ je tranzitívna relácia.

b) R je relácia na X de�novaná nasledovne. Nech A,B ∈ X . Potom (A,B) ∈ R práve vtedy, ke¤

|A| < |B| − 1.

Rie²enie: Relácia R je reláciou (ostrého) £iasto£ného usporiadania:

Nech (A,B) ∈ R. Potom |A| < |B| − 1, a teda |A| ≤ |B| − 1, teda |B| ≥ |A| + 1. Potom ale

|B| ≥ |A| − 1 a (B,A) 6∈ R. Preto je R asymetrická.

Nech (A,B) ∈ R a (B,C) ∈ R. Potom |A| < |B| − 1 a |B| < |C| − 1. Teda |A| < |C| − 2. Preto aj

|A| < |C| − 1 a (A,C) ∈ R. Relácia R je teda tranzitívna.

Relácia R nemá najmen²ie ani najvä£²ie prvky. Minimálnymi prvkami sú ∅, {(1, 1)}, {(2, 2)}, {(3, 3)},
{(4, 4)}, {(5, 5)}, {(6, 6)}. Maximálnymi prvkami sú M2, M2−{(1, 1)}, M2−{(2, 2)}, M2−{(3, 3)},
M2 − {(4, 4)}, M2 − {(5, 5)}, M2 − {(6, 6)}.


