1. (4 body) Dokazte, ze pre kazdé prirodzené &islo n plati

n

D (i —1)i(i 1) < 4™

=0

Riesenie: Platizen=0,n=1,n=2,n=3,n=4,n=>5 alebon > 6.

Ak n =0, potom (—1).0.1 =0<1=4°,

0.14+0.12=0<4=4"

Ak n =2, potom (—1).0.1 +0.1.24 1.2.3 =6 < 16 = 42,
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Ak n =1, potom (—1
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(=1).0.1 +0.1.2 + 1.2.3 + 2.3.4 = 30 < 64 = 43.
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).0
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Ak n = 3, potom (—1).

Ak n > 4, potom

n n

D (i —=1)i(i+1)=> (i—1)i(i+1) Zn—l +1)

=0 i=1
=nn—1n(n+1) = nQ(n D(n+1)=n?(n*-1) <n'

(1)

Dokazeme matematickou indukciou, ze pre n > 4 plati n* < 4”. Baza indukcie: Pre n = 4: 44 < 44,
Indukény krok: Nech n > 4 a predpokladajme, ze n* < 4. Potrebujeme dokazat, Ze

(n+1)1 < 4nl
(n+1)* < 44"
(n+1)* < 4n!
n+1l < Von
1 < Von—n
1 < (V2-1)n
V241 < n

¢o plati pre n > 3. Preto pre n > 4 plati n* < 4™,

Preto podla (1) >0 (i — 1)i(i + 1) < n? < 4™

2. (4 body) Nech M = {1,2,3,4,5,6}.

a) Najdite najmensiu relaciu ekvivalencie na M, ktora obsahuje relaciu {(1,2), (4,5), (6,1)}. N4&j-
dite rozklad mnoziny M na triedy prislichajici n4djdenej relacii ekvivalencie.

Riesenie: Do relacie pridavame iba dvojice, ktoré tam musia byt: pridame (1,1),(2,2), (3, 3),
(4,4),(5,5),(6,6), aby bola relacia reflexivna; pridame (2,1), (5,4), (1,6), aby bola relacia sy-
metricka, pridame (2,6), (6,2), aby bola relacia tranzitivna. Priamym overenim reflexivnosti,
tranzitivnosti a symetrickosti mozno zistit, ze vytvorena relacia {(1, 2), (4,5), (6,1), (1,1), (2,2),
(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),(2,1),(5,4),(1,6),(2,6), (6,2)} je relaciou ekvivalencie.

b) Nech {{1,2,3},{4,5},{6}} je rozklad mnoziny M. N4ajdite relaciu ekvivalencie zodpovedajucu
tomuto rozkladu na triedy. Najdite ¢o najmensiu reléciu, ktorej relexivno-tranzitivny uzaver je
najdené relacia ekvivalencie.



Riesenie: Zodpovedajuca relacia ekvivalencie je {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),(1,2),(2,1),
(1,3),(3,1),(2,3),(3,2)(4,5), (5,4)}. Tuto relaciu mozeme dostat ako reflexivno-tranzitivny uzaver
velacie {(1,2), (2,3), (3, 1), (4,5), (5,4)}.

3. (4 body) Nech X je mnozina vSetkych symetrickych relacii na mnozine M = {1,2,3,4,5,6}. Zistite,
¢ st nasledujice relacie relaciami (ostrého) ¢iastoéného usporiadania. Ak sd, najdite najmensie,
najvicie, miniméalne a maximalne prvky.

a) R je relacia na X' definovana nasledovne. Nech A, B € X. Potom (A, B) € R prave vtedy, ked

AU B je tranzivna relacia.

Riesenie: Reldcia R nie je asymetrickd. Napriklad () € X' (0 je symetricka relacia na M). AvSak
(0,0) € R, pretoze D U D = 0 je tranzitivna relacia.

b) R je relacia na X definovana nasledovne. Nech A, B € X. Potom (A, B) € R prave vtedy, ked
|A| < |B| — 1.

Riesenie: Relacia R je relaciou (ostrého) ¢iastoéného usporiadania:

Nech (A,B) € R. Potom |A] < |B| —1, a teda |A| < |B| — 1, teda |B| > |A| + 1. Potom ale
|B| > |A| —1a (B,A) € R. Preto je R asymetricka.

Nech (A,B) € Ra (B,C) € R. Potom |A| < |B| —1a |B| < |C|—1. Teda |A| < |C| — 2. Preto aj
|A] < |C|]—1a (A,C) € R. Relacia R je teda tranzitivna.

Relacia R nemd najmensgie ani najvacsie prvky. Minimalnymi prvkami sa (), {(1,1)}, {(2,2)}, {(3,3)},
{(47 4)}7 {<575)}7 {(676)} MaXimalnymi prvkami st M27 MQ_{(L 1)}7 MQ_{(272)}7 MQ_{(373)}7
M? —{(4,4)}, M? —{(5,5)}, M* —{(6,6)}.



