1. (2 body) Zmegujte: Vo ((A(z) V B(x)) — (C(x) Ay D(z,y)))-

Riegenie: —Vz ((A(z)VB(x)) = (C(x)AJy D(x,y))) < Jz ((A(z)VB(x)) A—(C(z)AJy D(x,y))) <
Jz ((A(x) V B(z)) A (=C(x) V =Ty D(z,y))) < F ((Az) V B(z)) A (=C(z) VVy =D(x,y))).

2. (2 body) Vyjadrite formulu (A V B) + C iba pomocou logickych spojek A a —.

Riegenie 1: (AVB) < C = [(AVB)AC]V [<(AVB) A=C] & [==(AVB)AC]V (rAA=BA=C) <
~={[~(=AA-B)AC]V (mAA=BA-C)} < ~{=[+(=AA=B) AC] A~(=AA-BA-C)}.

Riesenie 2: (AVB) & C < [(AVB)V=C]A[~(AVB)V O] < ——[(AV B)V=C]A——[~(AVB)VC] <
~[=(AV B) AC] A=[(AV B) A=C] & —~(=AA =B AC) A—=[-=(AV B) A=C] & ~(=AA=BAC) A
~[=(=A A=B) A =C].

3. (2 body) Dokéazte nasledujuce tvrdenie:
[((A— B)AN(=BVC)] = [((C— D)ANA)— DJ.

RieSenie: Tvrdenie je implikiaciou. Mézeme teda predpokladat, ze

A— B (1)
-BVC (2)

a chceme dokéazat ((C — D)AA) — D. Dokazované tvrdenie ma opét tvar implikacie, preto moéZzeme
predpokladat

C—D (3)
A (4)

a chceme dokézat D. Z (4) a (1) dostavame pravidlom modus ponens

B (5)
Rozdelime dokaz na dve ¢asti podl'a toho, ktora ¢ast (2) plati.
Ak plati =B, spolu s (5) dostavame False a z False vyplyva D.

Ak plati C, pouzitim pravidla modus ponens s (3) dostavame D.

KedZe sme v oboch pripadoch dokazali D, D plati, ¢o bolo treba dokazat.

4. (2 body) Nech U = {1,2,3} je univerzalna mnozina. Definujeme vyrokové formy a(x), b(z,y) a
c¢(x) nasledovne:

x | 1 2 3 x | 1 2 3
a(x) | true false false c(x) | false true true
X 1 1 1 2 2 2 3 3 3
y 1 2 3 1 2 3 1 2 3

b(x,y) ‘ true false true true false true false true false

Zistite, ¢i st nasledujice vyroky pri danej interpretacii pravdiveé:



a. Va [a(z) Vv 3y (b(z,y) Ac(y))]
RieSenie: Vyrok je v danej interpretacii pravdivy.
Ak x = 1, potom plati a(z) a teda aj a(x) V Iy (b(z,y) A c(y)).
Ak x = 2, potom pre y = 3 plati b(z,y) A c(y) a teda aj a(x) V Iy (b(z,y) A c(y)).
Ak z = 3, potom pre y = 2 plati b(x,y) A c(y) a teda aj a(z) V Iy
Preto plati aj Vz [a(z) V y (b(x,y) A c(y))]

b. Jy Va [a(z) V (b(z,y) A c(y))]
RieSenie: Vyrok je v danej interpretécii nepravdivy.

Ak y =1, potom pre x = 2 a(x) V (b(z,y) A c(y)) neplati a teda ani Vo [a(x) V (b(z,y) A c(y))]

neplati.
Ak y = 2, potom pre x = 2 a(x) V (b(z,y) A c(y)) neplati a teda ani Va [a(x) V (b(z,y) A c(y))]
neplati.
Ak y = 3, potom pre x = 3 a(x) V (b(z,y) A c(y)) neplati a teda ani Va [a(x) V (b(z,y) A c(y))]
neplati.

Preto neplati ani Jy Vz [a(z) V (b(z,y) A c(y))].

5. (4 body) Zistite, ¢i su nasledujace formuly vzdy pravdivé. Svoje tvrdenie dokézte.

a. [Va (a(z) V Iy b(z,y))] = [Fz (a(z) ATy b(z,y))]

RieSenie: Formula nie je vzdy pravdiva. Zvolme napriklad U = {0}, a(x) < True a b(zx,y) <
False.

b. [Fz (a(x) Ay b(z,y))] = [Fz (alz) VVy bz, y))]

Riegenie: Formula je vzdy pravdiva. Dokéazeme to priamym dékazom implikdcie. Mézeme predpok-
ladat

Az (a(x) ATy b(x,y)) (6)

a chceme dokazat 3z (a(x) vV Vy b(z,y)). Dosadenim novej premennej s za x dostavame z (6)

a(s) (7)
Jy b(z,y) (8)

Zo (7) dostavame
a(s) VVy b(s,y) (9)

z ¢oho dostavame 3z (a(x) A 3y b(z,y)), ¢o bolo treba dokazat.

6. (3 body) Dokazte, 7e pre vietky n > 0

3" < nl+ 200.



RieSenie 1: Overime platnost tvrdenia pre n < 8. Pre n > 8 dokidZeme pomocou matematickej
indukcie silnejsie tvrdenie 3" < n!l.

Baza indukcie n = 8: 81 >3-4-5-4-3-7-8-3-3 > 3%
Indukény krok: Predpokladajme 3" < n!. Chceme pre n > 8 doazat, ze 3"t! < (n 4+ 1)!.

Podl'a IP, 3" < n!. KedZe 3 < n + 1, dostdvame nasobenim nerovnic (v kladnych é&slach) 3"+ <
(n+1)!, ¢o bolo treba dokazat.

Teraz jednoducho dokdZeme povodné tvrdenie pre n > 8: 3™ < n! < n! + 200.
Riesenie 2: Béaza indukcie: overime, 7e tvrdenie plati pre n < 6.

Indukény krok: Predpokladajme, ze 3" < n!+ 200. Chceme pre n > 6 dokizat, ze
3" < (n 4 1)! + 200
a teda
3" < (n 4 1) -n! 4200

Pouzitim IP nam stadéi dokazat, ze

3L < (n+1)(3" — 200) + 200
3"t < (n+1)3" —200n
3" 1 200n < (n+1)3"
200
34 5 < n+l
200

Pren > 6 je %OTO < 0.5, preto staci dokézat, ze

05 n < n—2
2 < 05-n
< n,

¢o plati.



