1. (3 body) Dokazte 7e pre kazdé tri mnoziny A, B, C
(ANC)x (BNC)=(AxB)N(C xC).

RieSenie: V8imnime si, Ze mnoZiny na obidvoch stranich rovnosti obsahuju iba usporiadané dvojice.
Preto dokazovant rovnost moéZzeme prepisat ako

Ve,y (x,y) € (ANC) x (BNC) < (z,y) € (Ax B)N(C xC).
Teda chceme dokazat
(r,y) € (ANC)x (BNC) < (z,y) € (AxB)N(Cx(C),

re ANCAyeBNC & (x,y) € AxBA(z,y) € C xC,
reANzxeCANyeBAyeC & xze€ANyeBAzeCAhnyel,

¢o je tautologia.
2. (3 body) Nech A, B a C st relacie na mnozine M. Dokazte, 7e
(AoB)U(AoC)C (ANM?)o(BUC).

RieSenie: V8imnime si, Ze mnoZiny na obidvoch stranich rovnosti obsahuju iba usporiadané dvojice.
Chceme dokizat, ze

Ve,y € M (z,y) € (AoB)U(AoC) = (x,y) € (ANM?)o(BUC)
(,y) € (AoB)U(AoC) = (x,y) € (ANM?)o(BUC)
(,y9) € Ao BV (z,y) € AoC = 3z M (2,y) e ANM?*A (x,2) € BUC

Toto tvrdenie dokdZeme priamym dokazom implikidcie. Mozeme teda predpokladat, Ze
(x,y) € Ao BV (z,y) € Ao C.

Predpoklad méa formu disjunkcie, preto si dokaz rozdelime podla toho, ktoréd alternativa nastava

Ak (z,y) € Ao B, potom pre nejaké z € M plati
(z,y) € AN (x,z) € B.

Potom ale aj
(z,y) € AN (x,2) € BUC.

Kedze z,y € M
(z,y) € ANM?* A (x,2) € BUC,

a teda
3z €M (2,9) e ANM? A (z,2) € BUC,

¢o bolo treba dokézat.

Ak (z,y) € Ao C, potom pre nejaké z € M plati
(z,y) € AN(x,2) € C.

Potom ale aj
(z,y) € AN (z,2) e BUC.



Kedze z,y € M
(z,y) € ANM?* A (2,2) € BUC,

a teda
3z €M (2,9) € ANM? A (2,2) € BUC,

¢o bolo treba dokézat.

3. (2 body) Definujte reliciu R na mnozine N? x (R — Z), ktora nie je tranzitivna.

Riegenie: {(((1,1),0.5),((1,1),1.5)),(((1,1),1.5),((1,1),2.5))}.
Riesenie: Staci napr. vybraf tri rézne prvky z,y, 2 € N2 x (R—7Z) a do definovat R = {(z,y), (y,2)}
Relacia nie je tranzitivna, lebo (z,y) € R, (y,2) € R, ale (z,2) € R.
4. (2 body) Nech P je relacia na mnozine {1,2, 3,4},
P={(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3),(3,4), (4,4), (4, 1) }.

Rozhodnite, ¢ je relacia P reflexivna, ¢ je symetricka, a & je tranzitivna. Najdite PT.

Reflexivna: Ano  Symetricka: Nie Tranzitivna: Nie

Pt = {(xuy> ‘ x,y € {1727374}}'

RieSenie: Stadi priamodiaro pouzit definicie.

5. (1 bod) Nech R je relacia na mnozine Z, (z,y) € R < 3k € Q kx = y + 5k. Rozhodnite, ¢ je
relacia R reflexivna, ¢i je symetricka, a ¢i je tranzitivna.

Reflexivna: Nie Symetricka: Nie Tranzitivna: Nie
Riesenie: Plati (z,y) € R < x # 5V y = 0. Reflexivnost: (5,5) ¢ R. Symetrickost: (1,5) € R, ale
(5,1) € R. Tranzitivnost: (5,0),(0,1) € R, ale (5,1) ¢ R.
6. (1 bod) Nech S je relacia na mnozine P(Z), (X,Y)e€ S < X UY # 0. Rozhodnite, ¢i je relacia
S reflexivna, ¢i je symetrick, a ¢i je tranzitivna.

Reflexivna: Nie Symetrickd: Ano Tranzitivna: Nie
Riegenie: Reflexivnost: (0,0) € S. Symetrickost: zkomutativity U. Tranzitivnost: (0, {1}), ({1},0) €

S, ale (0,0) & S.

7. (3 body) Nech <7 je relacia na mnozine Q pricom a <7 b < Ik € NT o = b.

a) Dokazte, ze tato relacia je relaciou usporiadania a ze toto usporiadanie nie je uplné.

b) Rozhodnite o prvkoch z mnoziny {—8,—4,—-1,0,1,2,4} (relacia je stale nad Q!), & st min-
malne, najmensie, maximalne alebo najvécsie v usporiadani <rp.



Prvok | Minimalny | Maximélny | Najmensi | Najvacsi
-8 N N N N
-4 A N N N
-1 A N N N
0 A A N N
1 N A N N
2 A N N N
4 N N N N

Riesenie: Reflexivnost: Potrebujeme dokazat, ze Va € Q 3k € Nt aF = a. Teda Ik € NT oF = q.
Takéto k existuje, a to k = 1.

Antisymetrickost: Potrebujeme dokazat, ze 3k € N aF = bA Ik € Nt 0¥ = 0 = a = b. Priamy
dokaz implikacie. Oznacme si k pre ktoré a¥ = b ako k. Oznafme si k pre ktoré bF = a ako ko.
Mame a** = b a b*2 = a. Potom ale a*'*2 = p*2 = 4. Preto bud a € {-1,0,1}, alebo kiky = 1.
Rozdelme si dokaz na &tyri ¢asti. Ak a = —1, tak potom aj b = —1, inak by nemohlo platit b* = a.
To znamena a = b. Ak a = 0, tak potom aj b = 0¥t = 0. To znamena a = b. Ak a = 1, tak potom
aj b= 1% = 1. To znamena a = b. Ak kiky = 1, potom ky = ko = 1, a teda a = a} = b.

Tranzitivnost: Potrebujeme dokazat, ze 3k € Nt ¢F = bA Ik € Nt bF = ¢ = Jk € NT oF = ¢
Priamy dokaz implikicie. Predpokladajme, ze 3k € NT a¥ = b A 3k € Nt V¥ = ¢. Z toho vieme,
7e a1 = b A b*? = ¢ pre nejaké ki, ky € NT. Potom a*1¥2 = v¥2 = ¢ a preto 3k € Nt ¥ = ¢, a to
k = k1ko.



