Cvicenie 4: matematicka indukcia

Ulohy na cvicenie

Uloha 1. Dokéazte, ze pre vSetky prirodzené ¢isla n plati

1 2
1'2+2.3+3.4+...+n.(n+1):%'

Dalsie tilohy na dokazovanie sti¢tov néjdete v http://www.dcs . fmph.uniba. sk/~lukotka/UDDS/zbierka.pdf,
str. 10.

Uloha 2. Dokéite, 7e pre kazdé prirodzené &fslo n platf 31 | 571 4 6201,

Uloha 3. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati 2n < 3™

Uloha 4. Dokéite, ze pre lubovolnych n redlnych éisel a1, as, ..., an, z ktorych je kazdé aspon 1 plati
a1 +as+---4+a, <n—14+aas...a,.

Uloha 5. Mame stvoréekovi sief rozmerov 27 x 27 Stvorcekov, na ktorej je jedno policko ¢ierne, zvys$né su
biele. Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené &slo n vieme Stvoréekovi sief vydlazdit dlazdicami v tvare triomina L
(ako na obrazku) tak, Ze sa dlazdice nebudi prekryvat a kazdé biele policko bude zakryté dlazdicou. Dlazdice
vieme aj ot4cat.

Uloha 6. Do radu lubovolne rozlozime n minci, kde n je neparne prirodzené &islo. Kazdd mincu otoéime bud
znakom nahor, alebo hlavou nahor. Potom spravime n fahov. V i-tom fahu si vyberieme ¢ minci a vSetkych
vybranych i minci otoéime na opaéni stranu. Dok4zte, Ze bez ohladu na poéiatoéné otoéenie minci vieme mince
otacat tak, aby v jednom momente boli vietky mince oto¢ené rovnakou stranou.

Dalsie tulohy na precvicovanie

Uloha 7. Dokézte, ze pre kazdé prirodzené &islo n plati:

a) 3|n3—n
b) 5|n°—n
c) 133 | 117+ 4 12201

Uloha 8. N4jdite vSetky prirodzené &isla n, pre ktoré plati nerovnost:

a) 2" >n
b) 3™ < n!
c) (2n)! < 22 (n!)?

Uloha 9. V rovine je rozmiestnenych n kruznic, z ktorych kazda pretina vsetky ostatné. Dokazte, ze oblasti
roviny, ktoré tieto kruznice vyélefiuji, mozno ofarbit dvoma farbami tak, aby Ziadne dve susedné oblasti nemali
rovnaku farbu.

Uloha 10. V bani s neobmedzenym mnozstvom poschodi, ktoré si zhora nadol o¢islované —1, —2, —3, ...,
pracuje niekolko (koneéne vela) trpaslikov. Kazdy defi, v rovnakom &ase, z kaZdého poschodia, na ktorom sa
nachddzaji aspon dvaja trpaslici, sa prave jeden trpaslik presunie nadol o tolko poschodi, kolko kolegov mal v
ten den na svojom poschodi. Dokézte, ze po ur¢itom (koneénom) poc¢te dni bude na kazdom poschodi najviac
jeden trpaslik.


http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~lukotka/UDDS/zbierka.pdf

Narocnejsie ulohy
Uloha 11. Nech ai, a2, - - ., ay je n kladnych redlnych ¢islel. Dokazte, ze

iai <n-1+ ﬁmax(l,ai),
i=1 i=1

ted ar+as+ -+ a, <n—1+max(l,a;)max(l,as) - max(1l,a,).
Uloha 12. Dokéizte, ze pre lubovolnych n kladnych redlnych éfsel z1, zs, ..., 2, so sGéinom 1 plati
T+ a2+ ... +x, >N
Uloha 13. Dokézte, ze pre lubovolnych n kladnych redlnych éisel 1, s, ..., z, plati nerovnost
%—&-z—z—&-...—l—%—l—%zn.

Uloha 14. Dokézte, ze pre kazdé prvocislo p a kazdé prirodzené ¢islo n plati p | nP — n.

Uloha 15. Turnaja sa zicastnilo n timov. Kazda (neusporiadand) dvojica timov odohrala prave jeden zépas.
Kazdy zépas sa skonéil vyhrou niektorého timu. DokéZe, Ze timy mozno zoradif do postupnosti ti, ta, ..., ty
tak, Ze tim ¢; vyhral nad timom t,, tim ¢, nad ¢3 a tak d'alej az tim t¢,,_; vyhral nad timom ¢,,.

Uloha 16. Nech z je redlne ¢islo a = + % je celé ¢islo. Dokazte, ze potom aj ™ + x ™" je celé Cislo pre vSetky
prirodzené ¢isla n.



	Nárocnejšie úlohy

