Pisomka z Uvodu do diskrétnych struktur
13. 11. 2019
Uloha 1. (4 body) Znegujte vyrok:
(Fz)[(—a(z) V (Vy)b(z,y)) — (c(z) V d(z))].
Riesenie. (Yz)[(~a(z) V (¥y)b(z, y)) A ~c(x) A —d(z)].
Uloha 2. (5 bodov) Dokdzte, ze nasledouny zlozeny vijrok je tautoldgia

[AN-BA(C —-D)] = [(BVC)— (D— E).

Riesenie. Vyrok dokdZeme priamo. Dokazovany vyrok mé formu implikdcie, preto mézeme predpokladaft, ze
plati

AN-BA(C — —D), (1)
z ¢oho vieme, Ze platia vyroky
4, (2)
-B, (3)
C —-D. 4)

Vyrok (BV C) — (D — E), ktorého platnost chceme teraz dokdzat m4 opif formu implikécie, teda si moéZzeme
do predpokladov pridaf
BV C.

Chceme dokazat, ze D — E. Z platnosti =B a B V C mame, Ze musi platit C. Potom vdaka platnosti C —
méame, Ze plati =D, teda D neplati. Preto je implikdcia D — E pravdivéd, ¢o sme chceli dokazat.

Uloha 3. (5 bodov) Dokdzte, Ze pre vietky celé ¢isla n > 1 plati
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Riesenie. Tvrdenie dokdzeme matematikcou indukciou vzhladom na n. Pre n = 2 dostdvame
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¢o plati, kedze vV2+1<2+4+1=3.

Predpokladajme teraz, ze pre nejaké celé ¢islo n > 1 plati
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a chceme ukéazat, 7e potom plati
1 1 1 1
+—+ <2vn+1. (6)
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Vd'aka indukénému predpokladu vieme, Ze plati
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teda ndm staéi ukdzat, e plati

2v/n + <2vn+1. (8)
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To si vieme upravit nasledovne:
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2N 4+ — < 2vn +1, v/n+1
vn T <2V |-V
2y/n(n+1)+1<2n+2,

2vVn24+n<2n+1, | 2
An? +4n < 4n® +4n + 1,
0<1.

Ked'Ze pri umociiovani boli obe strany nerovnosti kladné a nésobili sme len kladnym éislom +/n + 1, tak vietky
tpravy boli ekvivalentné. Preto nerovnost plati. KedZe vieme, Ze platia nerovnosti a , tak vdaka
tranzitivnosti plati aj nerovnost @, ktorti sme cheeli dokézat. Dékaz indukciou je tak hotovy.
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Uloha 4. (5 bodov) Dokdzte, Ze ak e je iraciondlne ¢islo, tak aj 7

je iraciondlne cislo.
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Riesenie. Tvrdenie dokdzeme nepriamo. Nech 1 je raciondlne é&islo. To znamend, Ze ho mozno vyjadrit

v tvare
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Ked'ze (17p + 4q)? € Z a 9q € Z — {0}, tak e je raciondlne &fslo, ¢o sme cheeli dokdzat.
Uloha 5. (6 bodov) Nech A, B, C sii mnoziny. Dokdzte, se A C C prdve vtedy, ked AU(BNC) = (AUB)NC.
Riesenie.

»=“Nech A C C. Checeme dokézat, ze AU(BNC) = (AUB)NC, teda ze (Vz)(z € AU(BNC) + z € (AUB)NC).
Pre Tubovolné x plati
reAU(BNC)—»zeAV(reBArzel).

e Ak z € A, tak aj x € AU B a vdaka tomu, ze A C C, tak aj x € C. Preto z € (AU B)NC.

e Ak z € BAz € C, tak musi platif aj z € AUB, atedaajz € (AUB)NC.

»<=“ Nech AU(BNC)=(AUB)NC. Checeme dokdzat, ze A C C. Nech teda z € A. Potom z € AU (BNC).
Vdaka predpokladanej rovnosti mnozin plati aj x € (AU B) N C, z ¢oho uz mame, %e z € C.

Uloha 6. (5 bodov) Zistite, ¢ nasledovnd reldcia R je reflexivna, symetrickd, tranzitivna

R={(a,b) eQ" xQ"; Vabe QT}.



Riesenie. Reldcia je reflexivna, lebo pre Tubovolné a € Q plati v/aa = a € Qt, teda (a,a) € R.
Reldcia je symetrickd, lebo (a,b) € R — vab € Qt — vba € QT — (b,a) € Q*.

Ukézeme, Ze relécia je aj tranzitivna. Pre Iubovolné a, b, ¢ € Q1 plati

(a,b) € RA(b,c) € R —
— Vabe Qt AVbe e QF —
— VabVbe € QT —
—Vac-beQt —

— Vace QT.

Vyuzili sme pritom, Ze siéin a podiel dvoch kladnych raciondlnych éisel je opif kladné raciondlne éislo.



