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Linedrne programovanie

Mnozina premennych: xi,...x,.

Cielova funkcia: ¢cix1 + X0 + ... CnXn

o Obmedzenia, nerovnosti: ajjx; + azixo + -+ - + apixn < b;, pre

ied{l,... j}
@ Obmedzenia, rovnosti : cijx1 + Gixo + - -+ + CniXn = d;, pre
ie{l,....k}.

V maticovom zapise
max{cTx | Ax < b A Cx =d},

kde A a C si matice, b, d, x st vektory readlnych Cisel.
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Linedrne programovanie

Ak chceme vyriesit problém LP, nemusime pracovat s oboma typmi
obmedzeni:

@ Na obmedzenia v tvare rovnosti mozno pouZzit substiticiu a
zbavit sa rovnic.

o Nahradenie rovnosti dvoma nerovnostami je zly napad.

@ Obmedzenia v tvare nerovnosti mozno nahradit obmedzeniami
v tvare x; > 0.
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Linedrne programovanie - zlozitost

@ Existuje slabo polynomialny algoritmus.

@ Pre mnohé triedy LP existuje silno polynomialny algoritmus.
Napriklad

o LP pre maximalny tok.

@ Ako mnohé iné vypocty spoliehajlce sa na pracu s necelymi
Cislami, numericka stabilita moze byt problémom.
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Linedrne programovanie, algoritmy

@ Simplexova metéda:

o Hlada optimalne riesenie prechadzanim po vrcholoch a
hranach polytopu.

e V najhorsom pripade exponencialna zlozitost, v praxi vsak
funguje dobre (na ndhodnych instancidch kubicky pocet
aritmetickych operacii).

@ Metdédy vnitornych bodov:

e Prechadzajd vnatrom polytopu.

o Zlozitost - rézna, O(n*) aritmetickych operacii, v niektorych
pripadoch aj lepsia (Casto zavisi od algoritmu na nasobenie
matic).
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LP - priklady

Majme graf, vrcholy reprezentuji alohy, hrany reprezentuja alohy,
ktoré nemozno robit naraz. Vsetky Glohy trvaja rovnako dlho.
Kol'kokrat vieme splnit vietky alohy za jednotku €asu (v ramci
nepretrzitej prevadzky).

@ Premenné vsetky maximalne nezavislé mnoziny.

@ Sicet vo vrchole musi byt aspon 1 (s¢itavame premenné
zodpovedajice mnozindm obsahujacich vrchol).

e Minimalizujeme sacet premennych. V limitnom pripade toto
predstavuje as potrebny na splnenie vietkych dloh (v ramci
sistavnej prevadzky).

Priklad: kruznica na 5-tich vrcholoch vyzaduje ¢as 2.5 - oznalme si
alohy 0-4 a vykonavajme Glohy nasledovne - 02, 03, 13, 14, 24. Za
5 jednotiek Casu splnime vsetky alohy 2x, t.j. naSa rychlost je 2.5
jednotiek €asu na splnenie vsetkych aloh.
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LP - priklady

Chceme nakaupit el. energiu. El. energia sa nakupuje po hodinach,
bud kazda hodina samostatne, alebo v balikoch (napr. pracovné dni
od 8:00 do 16:00). Kazda hodina a kazdy balik ma svoju
jednotkovi cenu. Ako nakipit energiu ¢o najlacnejsie?

@ Premenné reprezentuja pre kazdy produkt (hodinu, balicek
hodin) mnozstvo nakapeného produktu.

@ V kazdej hodine musime nakipit spravne mnozstvo energie.
o Nemdzeme nakipit zaporné mnozstvo produktu.

o Hladame minimalnu cenu
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LP - exponencialny pocet obmedzeni

Z mnohych kombinatorickych problémov dostdvame prirodzene
linedrny program s exponencialne vela obmedzeniami. Toto, na
poCudovanie, nemusi vadit, Specializované algoritmy si s takouto
situaciou vedia poradit.
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LP - exponencialny pocet obmedzeni

Priklad: Najlacnejsie perfektné parenie vrcholov v grafe
@ Premenna pre kazda hranu xe.
@ Sicet vo vrchole 1.

@ Sucet na kazdom nepéarnom reze je aspoi 1 (neparnych rezov
Jje exponencialne vela).

e Minimalizujeme > ceXe, kde ce je cena hrany e.

e Da sa dokazat ze pre kazdi cielovi funkciu (linearnu) existuje
optimalna hodnota premennych ktora je perfektnym parenim.

@ Napriek exponenciadlnemu mnoZstu obmedzeni je takyto
problém rozumne riesitelny (samozrejme, obmedzenia
nemdzeme dostat na vstup priamo).
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Branch and bound

Pristup k rieSeniu vypoctovo tazkych optimalizaénych problémov.
Obsahuje:
@ Heuristiku

e Odhad

Cielom je pomocou heuristiky najst dobré riesenie a nasledne
pomocou odhadu ukazat, ze mnohé vetvy nie je potrebné prehladat.
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Branch and bound - priklad TSP

Problém obchodného cestujlceho.

@ Na vstupe mame graf, ktorého hrany si ohodnotené kladnymi
celymi Cislami - tieto hodnoty budeme povazovat za dlzku
hrany.

o Ciel je najst uzavrety sled minimalnej celkovej dizky.
Heuristika méze napriklad rozsirovat tah o najkratSie spojnice s
nejakym vrcholom.
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Branch and bound - priklad TSP

Odhad - pouzijeme LP relaxaciu TSP. Graf doplnime na kompletny
(vzdialenosti jednoducho vypocitame). Zaujimaja nas iba
Hamiltonovské kruznice.

@ Premenna pre kazdia hranu.

@ Sicet okolo kazdého vrchola je presne dva.
@ Sicet na kazdom reze je aspon dva.

@ Hodnoty premennych si medzi 0 a 1.

Ak by hodnoty premennych boli celé isla, optimalizujeme cez
hamiltonovské kruznice.

@ LP ma exponenciélne vela obmedzeni, problém je viak
riesitelny v P.

e Riesenie je dolnym odhadom na dlzku TSP.
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Branch and bound - priklad TSP

e Backtrackom rozsirujeme optimalnu cestu (priCom medzi
viacerymi moznostami ako pokracovat si vyberame podla
heuristiky).

o Ak vyberieme vhodni heuristiku, najdeme pomerne rychlo
“dost” dobreé riesenie.

@ Pri kazdom nasledujicom vetveni vypocitame dolny odhad na
dlzku TSP.

@ Ak tento dolny odhad je horsi ako najlepsi najdeny sled,
nemusime dand vetvu prehladavat.
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Celociselné linearne programovanie

Linearne programovanie, kde mézeme navyse pozadovat, ze
premenné si celoCislelné. Ak si iba niektoré premenné celocislené,
vola sa to mixed integer programming.
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LP solvery - algoritmy

@ V niektorych pripadoch (napr. maximalny tok s celociselnymi
kapacitami, maximalne parovanie) je garantované, Ze nejaké
optimalne riesenie LP je celociselné.

@ Branch and bound.

@ Branch and cut - Na zaklade linedrnej relaxacie mozno zmensit
prehladavany priestor.

e Ak uz mame riesenie s cenou r, mozno do LP a do ILP pridat
dodatocna podmienku (ktora je linearna), ze cena je nanajvys
r.
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Celociselné linearne programovanie - priklady

@ Knapsack
@ Dominujica mnozina
Vrcholoveé farbenie
@ Pridame binarnu prement aj; (celociselna, 0 < x < 1), ktora

@ aj =1—aj, X, — x; > 1 — 2naj; (nerovnost je v pripade
ajj = 1 irelevantna).
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Celociselné linearne programovanie - priklady

Uz sme videli priiklad na TSP (ten ale bol exponencialny).
Uvazujme kompletny graf.

e Premenna - x;; sled pokracuje z i do j.

@ Do kazdého vrcholu vchadzame, z kazdého vychadzame prave
raz.

@ Premenné pocitajiice kol'ko vrcholov sme uz navstivili,
tj < ti+1—n(1—x;) (ak j = 0, pouzijeme t'(0) miesto t(0)).
° to=0,ty=n.
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Iné solvery, ktoré pouzivame na rieSenie problémov -
polynomialne

Rozsirenia linearneho programovania:

e Kvadratické programovanie - kvadraticka cielové funkcia

e Semidefinitné programovanie - ako linearny orogram ale
nezname musia vytvorit symetricka kladne semidefinitna
maticu (dodatoéné obmedzenie).

o Korelaéna a kovarianéna matica st kladne semidefinitné,
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o Constraint satisfaction problem.
o Hamiltonovskost.
° .
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o Wikipedia - Linear programming

o Wikipedia- Branch and bound
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https://en.wikipedia.org/wiki/Linear_programming
https://en.wikipedia.org/wiki/Branch_and_bound
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