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Veta o kompaktnosti

Vetu si pre jednoduchos´ budeme dokazova´ za predpokladu, ºe
prvotných formúl je spo£ítate©ne ve©a. Platí ale aj vo v²eobecnosti.
Pouºívame terminológiu pod©a skrípt doc. Tomana.

Theorem

Nech P je spo£ítate©ná mnoºina prvotných formúl. Nech T je

mnoºina formúl jazyka výrokovej logiky nad mnoºinou prvotných

formúl P. Potom T je splnite©ná ⇔ kaºdá kone£ná podmnoºina T

je splnite©ná.

Dôkaz:
⇒: ©ahké.
⇐: Potrebujeme dokáza´, ºe ak je kaºdá kone£ná podmnoºina T

splnite©ná, potom aj T je splnite©ná.
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Veta o kompaktnosti - Dôkaz

Formúl jazyka výrokovej logiky nad P je spo£ítate©ne ve©a, vieme si
ich preto zoradi´ do postupnosti A1, A2, A3, . . .
Nech

1 S0 = T

2 Si+1 = Si ∪ {Ai} ak kaºdá kone£ná podmnoºina Si ∪ {Ai} je
splnite©ná

3 Si+1 = Si ∪ {¬Ai} inak
Nech S =

⋃
i>=0

Si . Dokáºeme, ºe kaºdá kone£ná podmnoºina S

je splnite©ná.
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Veta o kompaktnosti - Dôkaz

Dokáºeme indukciou, ºe kaºdá kone£ná podmnoºina Si je
splnite©ná.

Báza (Prípad 1): Predpoklad na²eho tvrdenia hovorí, ºe kaºdá
kone£ná podmnoºina T (= S0) je splnite©ná

Induk£ný krok A (Prípad 2): Platí z de�nície Si .

Induk£ný krok B (Prípad 3): . . .
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Veta o kompaktnosti - Dôkaz

Ke¤ºe sme v prípade 3, existuje kone£ná podmnoºina R2

mnoºiny Si ∪ {Ai}, ktorá nie je splnite©ná

Predpokladajme pre spor, ºe existuje aj kone£ná podmnoºina
R3 mnoºiny Si ∪ {¬Ai}, ktorá nie je splnite©ná.

Z IP (R2 − {Ai}) ∪ (R3 − {¬Ai}) je splnite©ná.

Existuje teda ohodnotenie v ktoré sp¬uje kaºdú formulu z tejto
mnoºiny.

Ak v(Ai ) = 1, potom dostávame spor z nesplnite©nos´ou R2.

Ak v(Ai ) = 0, potom dostávame spor z nesplnite©nos´ou R3.
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Veta o kompaktnosti - Dôkaz

Dokáºeme, ºe kaºdá kone£ná podmnoºina S je splnite©ná.

Sporom. Nech R je kone£ná podmnoºina S , ktorá nie je
splnite©ná.

Ke¤ºe R je kone£ná existuje i také, ºe R ⊆ Si , spor.
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Veta o kompaktnosti - Dôkaz

Z de�nície S , pre kaºdú prvotnú formulu p platí p ∈ S , alebo
¬p ∈ S .

Zárove¬ neplatí p ∈ S a ¬p ∈ S , inak by sme mali
podmnoºinu dvoch formúl, ktorá nie je splnite©ná.

De�nujeme ohodnotenie v(p) = 1⇔ p ∈ S . Takto de�nované
ohodnotenie roz²irime na ohodnotenie v̄ mnoºiny v²etkých formúl.

Indukciou na d¨ºku formuly ©ahko dokáºeme, ºe pre ©ubovolnú
formulu A platí v̄(A) = 1⇔ A ∈ S .

Tým sme na²li ohodnotenie spl¬ujúce S a teda aj T .
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