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Veta o kompaktnosti

Vetu si pre jednoduchost budeme dokazovat za predpokladu, ze
prvotnych formul je spocitatelne vela. Plati ale aj vo vieobecnosti.
Pouzivame terminolégiu podla skript doc. Tomana.

Theorem

Nech P je spocitatelna mnozina prvotnych formal. Nech T je
mnozina formdl jazyka vyrokovej logiky nad mnozinou prvotnych
formil P. Potom T je spinitelnd < kazda kone¢na podmnozina T
Jje spinitelna.

Dokaz:

=: [ahkeé.

<«: Potrebujeme dokazat, ze ak je kazda kone¢na podmnozina T
splnitelna, potom aj T je splnitelna.
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Veta o kompaktnosti - Dékaz

Formal jazyka vyrokovej logiky nad P je spocitatelne vela, vieme si
ich preto zoradit do postupnosti A, Ay, Az, ...

Nech
Q SH=T
@ Si11 = SiU{A} ak kazda konetna podmnozina S; U {A;} je
splnitelna
© Sit1 =S U{-A;} inak
Nech S = J;_q Si. Dokazeme, Ze kazda konecna podmnozina S
je splnitelna.
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Veta o kompaktnosti - Dékaz

Dokazeme indukciou, Ze kazda kone€na podmnozina S; je
splnitelna.
e Baza (Pripad 1): Predpoklad naseho tvrdenia hovori, ze kazda
koneéna podmnozina T (= Sp) je splnitelna
@ Indukény krok A (Pripad 2): Plati z definicie S;.
@ Indukény krok B (Pripad 3): ...
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Veta o kompaktnosti - Dékaz

o KedZe sme v pripade 3, existuje koneéna podmnozina R,
mnoziny S; U {A;}, ktora nie je spinitelna

e Predpokladajme pre spor, ze existuje aj konecna podmnozina
Rs mnoziny S; U {—A;}, ktora nie je splnitelna.

@ ZIP (Ry—{Ai})U(Rs — {—Ai}) je spinitelna.

o Existuje teda ohodnotenie v ktoré spiiuje kazdi formulu z tejto
mnoziny.

e Ak v(Aj) =1, potom dostavame spor z nesplnitelnostou Rs.

e Ak v(A;) =0, potom dostavame spor z nesplnitelnostou Rs.
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Veta o kompaktnosti - Dékaz

Dokazeme, ze kazda konecna podmnozina S je splnitelna.

@ Sporom. Nech R je kone¢nd podmnozina S, ktora nie je
splnitelna.

e Kedze R je koneéna existuje / také, ze R C S;, spor.
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Veta o kompaktnosti - Dékaz

o Z definicie S, pre kazdu prvotni formulu p plati p € S, alebo
-p€S.

@ Zaroven neplati p € S a —-p € S, inak by sme mali
podmnozinu dvoch formal, ktora nie je splnitelna.

Definujeme ohodnotenie v(p) =1 < p € S. Takto definované
ohodnotenie rozsirime na ohodnotenie ¥ mnoziny vsetkych formal.

e Indukciou na dizku formuly lahko dokazeme, Ze pre lubovolni
formulu A plati V(A)=1< A€ S.

@ Tym sme nasli ohodnotenie spliujice S a teda aj T.
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