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Predmet pozostava z troch Easti.

o Prednasky (spoloéné a AIN)
o Praktické cvicenia (spolo¢né s AIN)

o Teoretické “cvicenia” (separatne pre INF)
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Teoretické cvicenia

Okrem cviceni ku prednaske, vyuzijeme teoretické cvienia na
doplnenie prednasok o niekolko tém, ktoré v spoloénych prednasok
nie sl

@ Prepis formal pre SAT solvery

@ Hilbertovsky kalkul (alternativa ku tablovému kalkulu
preberanému na prednaske)

@ Veta o kompaktnosti
e Uplnost prvoradovej logiky, naznak dékazu
@ Linearne a celoCiselné linearne programovanie

@ Branch and bound, Branch and cut.
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Hodnotenie

@ Nachadza sa na stranke predmetu
@ Hodnotenie teoretickych cvieni bude pozostavat z dvoch
domacich tloh

o SAT solvery (10 bodov)
o Celociselné linearne programovanie / Branch and bound /
Branch and cut (10 bodov)

Na Gspesné absolvovanie predmetu je nevyhnutné ziskat z
domacich tloh aspon 6 bodov.
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Problém SAT

Problém splnitelnosti boolovskej formuly

@ Vstup: Boolovska formula

o Vystup: Ano ak je formula splnitelna, nie inak

@ Priklad: A je splnitelna formula, A A —A nie.
Napriek tomu, Ze tento problém je NP-aplny, existuja algoritmy,
ktoré si spedne poradia s pomerne vel kymi indtanciami, ¢o
postaCuje na rieSenie mnohych praktickych problémov.

Robert Lukotka Prepis problémov do CNF



Informacie o predmete
Prepis problémov do CNF

SAT solver

SAT solver je nastroj na riedenie problému SAT.

(CNF), takyto problém sa nazyva CNF-SAT.
o Logické spojky A, Casto nahradime tym, ze uvazujeme
mnozinu disjunkcii, ktoré musia byt splnené sicasne.
o Priklad:

AV -B
-AV B
B

Téato mnozina formal je splnitelna (formuly st splnené ked
B, A platia)

e Specialny pripad: Prazdna formula je nesplnitelna. Prazdna
mnozina formil je splnitelna.
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Ekvivalentné Gpravy

Na prepis do CNF poznate zatial jeden néstroj - ekvivalentné
Gpravy. Napr:

e AV(BAC)= (AVB)A(AV Q).

e (A+~+B) < (AV-B)A(-AV B)
Problém je, ze existuji triedy formal, ku ktorym kazda ekvivalentna
CNF ma exponencialnu velkost. Potrebujeme teda nieco iné ...
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Ekvisplnitelné formuly

Dve formuly s ekvisplnitelné, prave vtedy ak si bud obe
splnitelné, alebo obe nesplnitelné
e Kazda formula je bud equisplnitelna s formulou A, alebo s
formulou AA —A ... uz iba vediet & je formula splnitelna.
@ No, ale prave na to chceme pouzit SAT solver :) ... Tento fakt
nam prilis nepomoze.
@ Existuji ekvisplnitelne apravy, na cviceni budeme pre takéto
Gpravy pouzivat symbol =.
o Priklad: ¢ = ¢ A X ak sa X nenachadza v ¢.

e Tieto formuly nie st ekvivalentné a si ekvisplnitelné.
e Tato aprava nam ale prilis nepomoze.
e Spravne pridanie novych premennych vSsak méze byt uzitocné.
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formulach nenachadzaja.

Nech ¢ a 1) st formuly a A a B s premenné ktoré sa v tychto

e pVY = (AVB)A(A— )N (B — ).
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Ekvisplnitelné transformacie

Dékaz: Ak je splnitelna ¢ V 1), potom existuje ohodnotenie
premennych také, ze

@ ¢ = true. Zvolme A = true a B = false,
@ 1) = true. Zvolme A = false a B = true.

Ak je splnitelna prava strana potom existuje ohodnotenie
premennych, také, ze prava strana je splnena. To ale znamena, ze
je splnené aj AV B

@ Ak je splnené A, musi byt v tomto ohodnoteni splnené aj ¢, a

teda aj ¢ V 1.
@ Ak je splnené B, musi byt v tomto ohodnoteni splnené aj ¢, a
teda aj ¢ V . O
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Ekvisplnitelné transformacie

Nech ¢ a v si formuly a A a B s premenné ktoré sa v tychto
formulach nenachadzaja.

e VY =(AVB)A(A— ¢) AN (B — ).

e pVY = (AVB)A(-AV @) A (=B V).

@ Rekurzivne upravime ¢ a 1) do CNF a pouzijeme
distributivnost.

@ Pocet klauz = pocet klauz ¢ + pocet klauz b + 1.

@ Pocet literalov = pocet literalov ¢ + pocet literalov 1) +
pocet klduz ¢ + pocet klauz ¢ + 4.
Rovnaky postup funguje pre vietky (dokonca aj nebinarne) logické
spojky, samozrejme, vtedy moze byt potrebna ekvivalencia namiesto
implikacie.
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(ANBAD)V(CA=D)V(—AAN=BA-C)

Hint z predchadzajiceho slajdu:
dV Y =(AVB)A(-AV @) A (B V).
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Specialny pripad - DNF — CNF

(AANBAD)V(CA=D)V(=AA-BA-C)

Hint z predchadzajiceho slajdu:
dVYP = (AVB)A(mAV @) A (-B V).
e Riesenie (Klauzy st namiesto A oddelené “," .):
XVYVZ,
-XVA =-XVB,=XVD,
-YVC, =YV-aD,
—ZV-A, ~ZV =B, =-ZV-C
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Tseytinova transformacia

Predchadzajuca transformacia ma problém v situaciach, ked napr.
rozpisujeme spojky <>, ¢i XOR .

Tseytinova transformacia:
@ Pre kazdi podformulu priddme novia premenn.
o Musi platit premenna zodpovedajica celej formule.

@ Okrem toho, musi platit, Ze kazda nova premenna je
ekvivalentna, podformule, kde operandy st nahradené inymi
pomocnymi premennymi.
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(AV B) + (C XOR (D A E))
e X, & (AV B)
e X, & (DAE)

o X3 — (C XOR Xz)

o X4 A d (X1 <—)X3)
o Xy

Velkost vystupnej formuly je linedrna od velkosti vstupnej formuly.



Informacie o predmete
Prepis problémov do CNF

Tseytinova transformécia - priklad

Bez X, (premenna zodpovedajica korefu formuly)
o X; < (AV B)
e Xo <~ (DANE)
o X3 ¢ (C XOR X,)
e X1+ X3

Takéto Gpravy by ale nemali mat zasadny dopad na trvanie vypoctu.
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Cvicenia

Upravte nasledujice formuly na equisplnitelné!
AV (CAD)V(=BACAD).
(AV(CAD))— (-BANCAD).

(A— (-BAD))«+ (BVv CVD)
(A— B) XOR (CAD) XOR (BV CVE).

1Pre zabranenie trivialnym odpovediam, za spravne riedenie sa povazuje iba
taka equisplnitelna formula, ze pre kazdé iné formuly ¢ a 1, ktoré neobsahuji
vami zavedené nové premenné, (p A X))V = (A Y) V1, kde X je formula
zo zadania a Y je vaSe rieSenie.
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Cvicenia

Prepiste nasledujice problémy ako instancie CNF-SAT. 2
@ Zistit i je dany graf 3-zafarbitelny.
@ Zistit &i ma dany graf perfektné parovanie vrcholov (toto je
sice polynomiélny problém, ale preco nie...).

e Zistit, Ci graf obsahuje tri kompletne podgrafy také, ze kazda
hrana je incidentna s vrcholom jedného z kompletnych
podgrafov.

Aj algoritmicky jednoduché veci mézu byt netrivialne.

e Zistit, Ci je dany graf les / strom.

2Pri polynomialnych problémoch trochu narazame na problém, ze o je to
redukcia, ale v tomto pripade si predstavte, ze sa jedna-o parcialny- problém.
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o Zistit, Ci je dany graf les.
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Cvicenia

@ Zistit, i je dany graf les.
Mozné riesenie
@ Hranam priradime orientaciu (dve premenné na kazdd hranu).

@ Vyzadujeme, aby z kazdého vrchola vychadzala nanajvys jedna
hrana.

e Ak je v grafe cyklus, orientované hrany tvoria orientovany
cyklus

@ Urobime tranzitivny uzaver (nadmnozinu) a vyzadujeme aby v
nom nebol cyklus dlzky dva (mat cyklus je nelokalna vlastnost,
vyzaduje si nelokalne riesenie).
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Cvicenia

Premenné - pre kazdi usporiadania dvojicu réznych vrcholov (u, v)
mame premenné a, , (orientacia hran, nadmnozina) a b,
(tranzitivny uzaver, nadmnozina).
@ (1) Pre kazdu dvojprvkovi mnozinu vrcholov {u, v}, pridame
klauzu b, V —by 4.
@ (2) Pre kazda dvojprvkovi mnozinu vrcholov {u, v}, ktoré
spaja v grafe hrana, pridame klauzu a,, V a, ..
@ (3) Pre kazdy vrchol u, a kazdd dvojicu susednych vrcholov
(v, w), pridame —a, , V —aw 4.
@ (4) Pre usporiadana dvojicu rdznych vrcholov (u, v), pridame
klauzu —ay v V by v.
@ (5) Pre usporiadand trojicu réznych vrcholov (u, v, w),
pridame klauzu —b, , V by V by w.
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Cvicenia

Nacrt dékazu: Ak graf je les splnime formuly nasledovne.

Pre kazdy komponent vyberieme koren. Hrany zorientujeme k
nemu.

Toto vytvori relaciu R na vrcholoch grafu.

Urobime tranzitivny uzaver R tejto relacie.
Ohodnotime a, , = true, prave vtedy, ked (u,v) € R.
Ohodnotime b, , = true, prave vtedy, ked (u,v) € R™.

Nie je tazké dokazat, ze vsetky formuly si splnené.
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Cvicenia

Nacrt dokazu: Ak graf je nie je les, potom obsahuje kruznicu

vi..

. Vp. Pre spor, predpokladajme, Ze existuje ohodnotenie

premennych, ktoré spliia vietky formuly.

Podla (1), (4), a (2) plati presne jedno z a, v, a av, v,
BUNV, nech je to ay, ;-

Potom, podla (2) a (3) plati aj ay, v, a indukciou mozno
dokazat, Ze plati ay, ,,,,, pre véetky 1 </ < n—1.

Podla (4), plati by, ,, a pre vsetky 1 </ < n—1 plati by,

Podla (5), plati by, ,, a indukciou mozno dokazat, Ze plati

Vit

meVn—l

Plati by, ;.v, aj by, v, 1, €0 je v spore s (1).
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Ulohy pre vés na vyskisanie

Prepiste nasledujice problémy ako instancie CNF-SAT. 3
e Zistit &i je dany graf 3-zafarbitelny.
@ Zistit &i ma dany graf perfektné parovanie vrcholov (toto je
sice polynomiélny problém, ale preco nie...).

@ Zistit, €i graf obsahuje tri kompletne podgrafy také, ze kazda
hrana je incidentna s vrcholom jedného z kompletnych
podgrafov.

3Pri polynomialnych problémoch trochu narazame na problém, ze o je to
redukcia, ale v tomto pripade si predstavte, ze sa jedna-o parcialny- problém.
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Binarny zapis

Pocet premennych mozno znizit pouzitim binarneho zapisu.
Uvazujme nasledujici problém:

@ Problém: Zistit ¢i je dany graf 2"-zafarbitelny.
Pre kazdy vrchol v budeme mat premenné a, ;, pre 1 <i < n.

@ Pre susedné vrcholy u, v. Pridame formulu:

ﬁ/\(auﬂ- < av7,-).
i

o Nastastie, uz vieme ako takato formulu prepisat do CNF ...

Mimochodom, nie je délezité, aby pocet farieb bola mocnina dvojky
- napiste formulu, ktora overi & premenné reprezentujice Cislo v
dvojkovej siistave reprezentuje ¢islo < k, kde 2771 < k < 27,
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vrcholmi).

Ukazeme si viacero moznych zapisov problému Hamiltonovskej

kruznice (Vstup: graf, vystup: ma kruznicu prechadzajicu vsetkymi

a
it
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Hamiltonovska kruznica: s tranzitivnym uzaverom

Pomocou orientovaného grafu s vystupnym stupiiom 1 (podobne
ako priklad so stromom).

@ Zvolime jeden vrchol a rozdelime ho na dva. Do jednej kopie
budd hrany vchadzat a z druhej vychadzat (hrany p6jdu do / z
tych istych vrcholov ako v pévodnom grafe). Ostatné hrany
povazujeme za dve orientované hrany, kazda inym smerom.
Tieto vrcholy budeme volat pociatoény a koncovy.

@ Z kazdého vrchola bude vychadzat prave jedna hrana, okrem
vrchola do ktorého hrany iba vchadzaja.

@ Do koncového vrchola vchadza nejaka hrana.

e Nadmnozina tranzitivneho uzaveru orientovanych hran
neobsahuje cyklus.
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Hamiltonovska kruznica: poradie vrcholov

Postup pomocou zoradenia vrcholov:

e Kazdému vrcholu priradime premenné (a formuly) uréujice
jeho poradie v kruznici.

e Ziadne dva vrcholy nemézu mat rovnaké poradie.
@ Ak sl dva vrcholy susedné v tomto poradi musia byt susedné
aj v grafe
Poradie premennej: Mézeme mat signalizacné premenné, unarnu
sGstavu, binarnu sastavu.
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Hamiltonovska kruznica: poradie vrcholov

Postup pomocou zoradenia vrcholov:

@ Zvolime pociatocny vrchol, a rozdvojime ho. Jednej kopii
dame poriadie 0 a druhej n.

o Kazdy vrchol musi mat suseda, ktorého poradie je prave o

Poradie premennej: Mézeme mat signalizacné premenné, unarnu
slstavu, binarnu sistavu.
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Pocitanie

Mnohé problémy pre svoj prepis na logické formuly vyzaduja
“pocitanie”.

Exisuje mnozina n/4 vrcholov v grafe G takych, ze kazdy vrchol je
v mnoZine, alebo je susedom vrchola v mnozine?

Mézeme vrcholy v mnozine zoradit, ale to nie je prilis efektivne
rieenie. Lepsie je “spocitat” kolko vrcholov je v mnozZine.
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Pocitanie

Na pocitanie pouZijeme premenné, ktoré reprezentuja Cisla v
dvojkovej siistave. Pocitat mozno dvoma spésobmi
@ Za sebou ((x1 + x2) + x3) + xa
o Casto staéi v logickych formulach “implementovat” pripocitanie
0 alebo 1.
o Celkovo vsak treba nlog n pocitacich premennych, lebo
dostavame velké medzivysledky
e Paralelne ((x1 + x2) + (x3 + xa))
e Treba v logickych formulach “implementovat” scitacku
o Linearne vela premennych, kedze medzivysledky st mensie.
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Symetrie v rieseni

Symetrie v rieseniach moézu byt pre SAT solver problémom.

@ Ak zistujeme existenciu hamiltonovskej kruznice tak, ze
vrcholom navame poradie, chceme

e Zvolit prvy vrchol na pevno.
e Okrem toho méze poméct: rozbitie symetrie druhy vrchol vs
posledny vrchol.

e Exisuje mnozina n/4 vrcholov v grafe G takych ...

e Poradie vrcholov vo vybranej mnozine zodpoveda zvolenému
poradiu vrcholov v grafe-
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[1 Wikipedia - Conversion into CNF
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