Prednésky z Uvodu do kombinatoriky a tedrie grafov
cast Teoria grafov

Edita Macajova
11. maja 2021

Ak si v texte vS§imnete chyby, nezrovnalosti, ¢i preklepy budem vd aéna, ked
mi to oznamite mailom na macajova@dcs.fmph.uniba.sk. Taktiez ma zaujimaja
miesta, ktorym ste mali problém porozumiet.

V texte ndjdete tilohy oznacené znakom é&. Odporticam si ich urobit vo chvili, ked
sa v tomto texte k nim doéitate. Casto ide o nie prilis komplikované zadanie, ktoré ma
pomoct pri osvojeni si nového pojmu, ¢i stvislosti.

1 Zakladné pojmy a oznacenia

Graf G = (V, E) je dany konecnou neprazdnou mnozinou vrcholov V' a mnozinou hran
E, kde E je mnozina 2-prvkovych podmnozin mnoziny V. Grafy oby¢ajne zobrazujeme
v rovine tak, ze vrcholom priradime rozne body roviny a kazdej hrane zodpoveda sivisla
¢iara spajajuca body zodpovedajice dvom vrcholom hrany.

Definicie:
e vrchol v je incidentny s hranou e ak v € e
e dva vrcholy, ktoré su incidentné s hranou e volame koncové vrcholy hrany e
e dva koncové vrcholy tej istej hrany volame susedné

e hranu s koncovymi vrcholmi v a v oznacujeme uv (Cize mnozinové zatvorky vy-
nechdvame)

e dve hrany, ktoré zdielaji vrchol voldme susedné

e ak vSetky dvojice vrcholov st navzajom susedné, graf nazyvame kompletny; kom-
pletny graf na n vrcholoch oznacujeme K,

e kruznica na n vrcholoch, oznacovana C,,, je graf (V, E), kde V' = {vy,vq,...,0,} a
E = {v,v1, 0109, 0903, . . ., V10, }

e graf nazveme trividlny, ak obsahuje jeden vrchol (a ziadne hrany)

e graf nazveme regquldrny ak maju vsetky jeho vrcholy rovnaky stupen. Ak tento
spolo¢ny stupen je k, graf nazveme k-requldrny.



e dva grafy G(V, E) a G'(V', E’) st izomorfné, oznacenie G ~ G’ ak existuje bijekcia
p:V = V' takd ze xy € E < ¢(x)p(y) € E' pre vietky dvojice vrcholov x a y.

— zobrazenie ¢ sa vola izomorfizmus

— ak G = G, p sa vola automorfizmus

& Nahliadnite, ze tri grafy na Obr. 1 si izomorfné.

Obr. 1

o graf G(V, E) je podgrafom grafu G'(V', E') ak V. C V' a E C E'; ozna¢enie G C G’
e faktor grafu GG je podgraf, ktory obsahuje vsetky vrcholy

e Nech G je graf a nech U C V(G). Podgraf grafu G s mnozinou vrcholov U a
hranovou mnozinou, ktora obsahuje vsetky hrany z GG s oboma koncovymi vrcholmi
v U nazveme indukovany podgraf.

e N(v) je mnozina susedov vrchola v
e stuperi vrchola v — pocet hran incidentnych s v; oznacenie dg(v), alebo d(v)
o minimdlny stupen 6(G) = min{d(v)|v € V(G)}
e mazimdlny stupen A(G) = max{d(v)|v € V(G)}
Tvrdenie 1.1. Kazdy graf md pdarny pocet vrcholov nepdrneho stupna.

Dokaz. Stcet stupiiov vrcholov »° i) d(v) je parne cislo, lebo kazdd hrana je zardtand
dvakrat. Z toho vyplyva, ze v sucte je parny pocet neparnych sc¢itancov. O]

e sled — postupnost viejvae9vs3 . . . Uy, kde v; je vrchol pre i € {1,2,...,n}, ¢; je hrana
preie {1,2,...,n—1} a
e tah je sled, kde sa neopakuji hrany; uzavrety tah je tah, ktorého prvy a posledny

vrchol sa rovnaju

e cesta je sled, kde sa neopakuju vrcholy (a teda ani hrany); u-v-cesta je cesta s
koncovymi vrcholmi u a v
— dlzka cesty (sledu/tahu) je pocet hrén (sledu/fahu)
— Py cesta dIZky k
e kedze uvazujeme jednoduché grafy (t.j. grafy bez sluciek a ndsobnych hrén), sled,

tah a cesta s jednoznacne zadané postupnostou vrcholov, a teda nézvy hran ne-
musime pisat, pozri Obr. 3



Obr. 2: Cesta dizky 5
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Obr. 3: Na obrazku je graf G. Postupnost vivavsv6vs je cesta, 010906040205 je tah a
V1020406V V3 je sled v grafe G.

Tvrdenie 1.2. Kazdy graf G obsahuje cestu dizky I(G).

Dokaz. Nech P = vjvy...v, je najdlhsia cesta v grafe G. Ak by nejaky sused vrchola v,
lezal mimo P, tak by to bolo v spore s tym, ze P je najdlhsia cesta v G. Preto vsetci
susedia v, ktorych je aspon 0(G) lezia na P, pozri Obr. 4. Vrchol v, takisto lezi na P, a
teda P ma aspon 6(G) + 1 vrcholov. Z toho vyplyva,ze dizka P je aspoit I(G). ]

Obr. 4: Vsetci susedia vrchola v; lezia na ceste P

e graf je suvisly ak medzi kazdou dvojicou vrcholov existuje cesta, inak je nesuvisly

komponent grafu G je maximéalny suvisly podgraf grafu G vzhladom na inkltziu

e graf nazveme acyklicky, ak neobsahuje kruznicu

e strom je suvisly acyklicky graf

les je acyklicky graf

list je vrchol stupna 1 v strome



Veta 1.3. Nasledujice turdenia su ekvivalentné pre graf T

(a) T je strom

(b) kazdd dvojica vrcholov v'T je spojend prdve jednou cestou v T

(¢) T je minimdlny suvisly, t.j. T je suvisly, ale pre kazZdi hranu e € T, graf T — e je
nesivisly (odoberdme len hranu e bez jej koncovijch vrcholov)

(d) T je mazimalny acyklicky, t.j. T neobsahuje kruznicu, ale T + xy obsahuje kruznicu
pre kazdu dvojicu nesusednych vrcholovx ay 2T

Dékaz. Dokézeme iba ekvivalenciu (a)<(c), ostatné sa dokazuji podobne.

(a)=(c) Nech T je strom. Podla definicie je T suvisly graf. Sporom predpokladajme,
ze T nie je minimalny suvisly, t.j. Ze obsahuje hranu e takud, ze T'— e je suvisly. Nech u a
v st koncové vrcholy hrany e. V T — e existuje u-v-cesta, nazvime ju P. Potom P U {e}
je kruznica v T, ¢o je nemozné, kedze T je strom.

(¢c)=(a) Nech T" je minimélny suvisly graf. Jedna z podmienok definicie stromu je teda
zjavne splnend (stvislost). Dokézme, ze T je acyklicky. Ak by obsahoval kruznicu, tak
pre lubovolni hranu e z tejto kruznice by platilo, Zze G — e je stuvisly, ¢o by bolo v spore
s tym, ze GG je minimalny suvisly. O

e kostra grafu GG je podgraf grafu G, ktory je strom a obsahuje vsetky vrcholy grafu G

Tvrdenie 1.4. Kazdy suvisly graf obsahuje kostru.

Dokaz. Opakovane vyhadzujeme hranu, ktora lezi v kruznici. O
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Obr. 5

2 Bipartitné grafy

e graf G je bipartitny ak V(G) sa dé rozlozit do dvoch mnozin A a B tak, ze kazd4
hrana ma jeden koncovy vrchol v A a druhy v B.

& Pre ktoré cisla n je su grafy nazyvané rebrik a skriteny rebrik bipartitné?

Lahko sa d4 nahliadnuf, ze v bipartitnom grafe md kazdd kruznica parnu dizku.
Dokéazeme, ze plati aj opacna implikacia. Najprv vSak dokazeme lemu.

Lema 2.1. Kazdy uzavrety sled nepdrnej dl/zvky obsahuje kruznicu nepdrnej dl/zvky.

Dékaz. Budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na dizku sledu. Ako bézu
zoberieme uzavrety sled na troch hranédch (uzavrety sled na jednej hrane v jednoduchych
grafoch neexistuje). A kedze uzavrety sled na troch hrandch je kruznica na troch hrandch,
tu tvrdenie plati.
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Obr. 6: Rebrik R,, a Skriteny rebrik S,

Majte uzavrety sled S neparnej diiky d a predpokladajme, ze pre vSetky uzavreté sledy
neparnej dlzky mensej ako d toto tvrdenie plati. Nech S = vqvy ... v,, pricom v, = v;.

Pripad 1. v; # v; pre vSetky i # j, kde i,j € {1,2,...,n — 1}, a teda vrcholy sa v
slede neopakuji okrem v,, = v;. V tomto pripade je S kruznicou neparnej dlzky.

Pripad 2. v; = v; pre nejaké i # j, kde 7,7 € {1,2,...,n — 1}. Bez ujmy na
vieobecnosti moézeme predpokladat, ze 1 < j. Uvazujme dva sledy
S =vvg. ..V = VU4 ...V, = V1 A
S" =0V .. v = ;.

Lahko vidno, ze oba S’ aj S” st uzavreté sledy. Navyse dizka sledu S je suétom dizok
sledov S’ a §”, a kedze S je neparnej dlzky, dlzka prave jedného z S’ a S” je nepérna,
nech je to S’. Pouzitim indukéného predpokladu nahliadneme, ze S’ a teda aj S obsahuje
uzavrety sled neparnej diZky. ]

Poznamenajme, ze ak by sme zmenili oba vyskyty slova neparny v zneni lemy na slovo
parny, tvrdenie by nebolo pravdivé.

& Nijdete priklad sledu, ktory je protiprikladom k pozmenenému tvrdeniu.

e vzdialenost vrcholov w a v v grafe G, oznacenie dist(u,v), je dizka najkratsej u-v-
cesty

Veta 2.2. Graf je bipartitny prdve vtedy, ked neobsahuje kruinicu nepdrnej dl/zvky.

Dokaz. Dokazeme dve implikacie.

(=) Této implikacia je zrejmd, kedze na kazdej kruznici sa musia striedat vrcholy z
dvoch mnozin.

(<) Majme graf G ktory ma kazdu kruznicu parnej diZky. Dokézeme, ze G je bipar-
titny. Mozme predpokladaf, Ze G je stvisly, lebo inak mézme urobit nasledujticu tvahu
pre kazdy komponent a vyuzit fakt, Ze zjednotenie bipartitnych grafov je bipartitny graf.
Nech z je Tubovolny pevne zvoleny vrchol grafu G. Rozdelme mnozinu V(G) do dvoch
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mnozin:
A ={v e V(G);dist(v,x) je parne cislo} a
B = {v € V(G);dist(v, ) je neparne ¢islo}.

Zjavne kazdy vrchol z V(G) patri do prave jednej z mnozin A a B. Ukazeme, ze kazdd
hrana z E(G) mé jeden koniec v A a druhy v B. Sporom predpokladajme, ze existuje
hrana e € E(G), ktorej oba koncové vrcholy patria A. (Dokaz, ze oba koncové vrcholy
nemozu patrit B je obdobny.) Nech ¢ = wwv, nech P’ je cesta, na ktorej sa nadobida
najkratsia vzdialenost medzi u a x a nech P” je cesta, na ktorej sa nadobtida najkratsia
vzdialenost medzi v a z. Potom S = P'U P” Uuw je uzavrety sled, pozri Obr. 7. KedZe u
aj v patria A, obe cesty P" a P” majui parnu dizku. Sled S je teda neparne;j dizky a podla
Lemy 2.1 obsahuje kruznicu neparnej dIZky, ¢o je v spore s predpokladom. Dokaz spétnej
implikéacie je ukonceny. O]

3 Eulerovské grafy

o culerovsky tah v grafe G je uzavrety tah v G, ktory obsahuje kazdd hranu. Graf je
eulerovsky ak obsahuje eulerovsky tah.

e hranovy rez S v suvislom grafe grafe G je mnozina hran taka, ze G — S je nesuvisly
graf

Lema 3.1. Nech G je graf, ktorého kaZdy vrchol ma stupen aspon 2. Potom G obsahuje
kruznicu.

Dékaz. Nech P = vvy...v, je najdlhsia cesta v G. Vrchol v; musi mat okrem v, eSte
aspon jedného suseda, kedZe v; je stupiia aspon 2. Nech z je sused vrchola v, a x # v.
Vzhladom na to, Ze P je najdlhsia cesta, musi = patrit P, ¢ize v = v; pre nejaké i > 2.
Potom vyvs ... v;v1 je kruznica v grafe G. O

& Je pravda, ze v grafe, ktorého kazdy vrchol ma stupen aspon 2 lezi kazdy vrchol na
kruznici?



Veta 3.2. Nasledujice turdenia su v suvislom netrividlnom grafe G ekvivalentné.
(a) G je eulerovsky

(b) stupen kazdého vrchola grafu G pdrny

(¢) kazdy hranovy rez grafu G md pdrny pocet hrdn

(d) hranovd mnoZina grafu G sa dd rozloZit na mnoZinu kruznic

Dokaz. Dokazeme nasledujice implikacie: (a) = (c¢) = (b) = (d) = (a).

(a) = (¢) Nech G je eulerovsky graf a nech S je hranovy rez v G. Odobratim S z G
dostaneme dva grafy, povedzme G; a G5. Prechddzajme teraz po lubovolnom eulerovskom
tahu v G. Zjavne, pre hrany z S plati, Ze ich prechddzame striedavo, jednu hranu v smere
z G do Gy a dalsiu naopak. KedZe skonéime v tom G;, v ktorom sme zacali, hran
prejdenych z Gy do Gy je rovnako vela, ako hran prejdenych z Gy do G, a teda S musi
obsahovat parny pocet hran, pozri Obr. Sa.

(¢) = (b) hrany incidentné s jednym vrcholom tvoria hranovy rez, takze tvrdenie (b)
vyplyva z tvrdenia (c), pozri Obr. 8b.
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(a) Implikdcia (a) = (c) (b) Implikacia (c¢) = (b)

Obr. 8

(b) = (d) Majme graf G, ktorého kazdy vrchol md parny stupeii. Kedze G je podla
predpokladu suvisly a netrividlny, neobsahuje vrcholy stupna 0, a teda kazdy jeho stupen
je aspon 2. Podla Lemy 3.1 graf G obsahuje kruznicu, povedzme C. Odobratim jej hran
a nasledne izolovanych vrcholov dostavame graf, ktoré kazdy komponent ma vsetky vr-
choly parneho stupna. Opakovanim tohto postupu, mézeme hranovi mnozinu kazdého z
tychto komponentov rozlozit na mnozinu kruznic, ktoré spolu s C' tvoria rozklad hranovej
mnoziny grafu G na mnozinu kruznic.

(d) = (a) Pre dokaz tejto implikdcie predpokladajme, ze G je suvisly graf, ktorého
hranovd mnozina sa dd rozlozit na kruznice a ukdzeme, ze G obsahuje eulerovsky tah.
Budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na pocet kruznic. Za bézu zo-
berieme pripad, ked je v rozklade jedind kruznica, t4 je potom zaroven aj eulerovskym
tahom.

Predpokladajme teda, ze v rozklade grafu G je k kruznic, povedzme Cp, (s, ..., Cy
a pre vsetky suvislé grafy, ktoré maju rozklad na menej, ako k kruznic tvrdenie plati.
Zostrojme G’ z grafu G tak, ze odoberieme hrany kruznice Cy. Dostaneme niekolko (mozno
jeden) komponentov, z ktorych kazdy je zjednotenim hranovo dizjunktnych kruznic, a
teda, podla indukéného predpokladu kazdy z tychto komponentov obsahuje eulerovsky
tah. Skonstruujme teraz eulerovsky tah v G. Postupujme postupne po kruznici Cj a
vzdy, ked sa dostaneme ku komponentu, ktory este nie je zapojeny v tahu, pouzime
eulerovsky tah v niom. Takto postupne na Cj, “prilepime”tahy zo vsetkych komponentov
grafu G — E(C) a dostaneme eulerovsky tah v G. O



4 Stvislost

e Uz vieme, ¢o znamend, ze graf je suvisly a ¢o je to komponent grafu.

e artikuldcia je vrchol, odobratim ktorého vznikne graf s viac komponentmi, ako mal
povodny graf; podobne most je hrana, odobratim ktorej vznikne graf s viac kompo-
nentmi, ako mal povodny graf

e blok — maximalny suvisly podgraf bez artikulécii

e ak z grafu odoberdme vrchol, tak s nim musime odobrat aj vSetky hrany s nim
incidentné. Ak z grafu odoberame hranu, koncové vrcholy ponechavame. Ak W je
mnozina vrcholov alebo graf a z je vrchol, tak W — {z} zapisujeme aj W — z.
Obdobné plati, ak ide o hranu.

e G sa nazyva k-suvislym ak |V (G)| > k a pre kazdi mnozinu vrcholov X C V' taku,
ze | X| < k plati, ze graf G — X je suvisly. Najvicsie celé ¢islo k také, ze G je
k-suvisly sa nazyva suvislost k(G) grafu G.

e Cize k(K1) =0, k(G) = 0 pre nesuvisly graf G, k(K,,) =n — 1 pre vetky n > 1

e graf G sa nazyva hranovo l-sivisly ak |V (G)| > 1 a pre kazdi mnozinu hran F' grafu
G taku, ze |F| < k je graf G — F savisly. Najvicsie celé ¢islo [ také, ze G je hranovo
[-stvisly sa vold hranovd sivislost A\(G) grafu G.

e \(G) =0 ak G je nesuvisly
& Je pravda, ze ak d(v) > 2 pre vsetky vrcholy grafu G, tak G je vrcholovo 2-suvisly?

Tvrdenie 4.1. Ak G je netrividlny, tak k(G) < AMG) < 6(G).

Dékaz. Druhé nerovnost vyplyva z toho, Ze vietky hrany ohrani¢ujtice vrchol tvoria hra-
novy rez. Predpokladajme teraz, ze F' je minimalna mnozina hran, takd ze G — F' je
nesuvisly. Ukdzeme, ze x(G) < |F.

Najprv predpokladajme, ze GG obsahuje vrchol v, ktory nie je incidentny so ziadnou
hranou z F'. Nech C' je komponent grafu G — F, ktory obsahuje v. Potom vrcholy C'N F'
oddeluji v od G — C' a teda (G) < |F|.

Predpokladajme teraz, ze kazdy vrchol grafu G je incidentny s hranou z F'. Nech v
je Tubovolny vrchol grafu G a nech C' je komponent grafu G — F, ktory obsahuje vrchol
v. Potom susedia v v C' st incidentni s réznymi hranami z F' a teda d(v) < |F|. Ak
V(G) # {v}UN(v), tak N(v) separuje v od zvysku grafu. Inak V(G) = {v} U N(v). Tiito
tivahu mozeme urobit pre lubovolny vrchol. Bud teda existuje v G vrchol x taky, ze N(z)
separuje x od zvysku grafu alebo pre vsetky x € V(G) plati, ze V(G) = {z} UN(z). V
druhom pripade je G kompletny graf a tvrdenie plati, lebo k(G) = A\(G) = |[V(G)|—1. O

4.1 2-suvislé grafy

e Nech H je graf. Cestu dIZky aspon 1 nazveme H -cestou, ak zdiela s H prave svoje
koncové vrcholy. Ak w,v € V(H) a hrana uv ¢ E(H), tak uv je H-cesta.



Tvrdenie 4.2. Graf je 2-sivisly, prave vtedy, ak sa dd skonstruovat z kruznice postupnym
pridavanim H-ciest k uZ skonstruovanému grafu H.

Dékaz. (<) Ak graf je skonstruovany tak, ako je napisané, je 2-suvisly.

(=) Predpokladajme, ze G je 2-stvisly. Potom G obsahuje kruznicu. Nech H je maximélny
podgraf grafu G, ktory sa da skonstruovat ako je napisané. Ked'ze kazd4 hrana z E(G) —
E(H) by bola H-cestou, graf H je indukovany podgraf grafu G. Ak H # G, tak existuje
vrchol v € G — H. 7 toho, 7ze G je suvisly vyplyva, Ze mozeme predpokladat, Ze v je
susedny s vrcholom w € H. Kedze G je 2-suvisly, graf G — w obsahuje v-H-cestu P.
Potom wvP je H-cesta v G a H UwuvP je graf skonstruovany podla zadania a vicsi ako
H, spor. ]

Désledok 4.3. V 2-suvislom grafe lezi kaZdy vrchol na kruznici.

Dékaz. Nech G je 2-stvisly. Dokdzeme, ze kazdy vrchol v leZ{ na kruznici. Podla Tvrde-
nia 4.2 sa G da skonstruovat z kruznice, povedzme C, postupnym priddvanim H-ciest.
Ak v € V(C), tak nie je ¢o dokazovat. Inak v bol pridany ako sticast niektorej z H ciest k
uz skonstruovanéhmu grafu. Nech X je tato H-cesta a predpokladajme, ze bola pridana k
podgrafu G; grafu G. Nech p a ¢ st koncové vrcholy cesty X. Ked'ze G je sivisly, musi
obsahovat p-g-cestu, povedzme Y. Potom ale X UY je kruznica, ktord obsahuje v. O

Tvrdenie 4.4. Kazdé dva vrcholy v 2-suvislom grafe lezia na spoloénej kruznici.

Dokaz. Sporom predpokladajme, ze u a v su dva vrcholy 2-suvislého grafu G, ktoré nelezia
na spolo¢nej kruznici. Kedze G je 2-suvisly graf, podla Dosledku 4.3 vrchol u lezi na
nejakej kruznici. Nech C' je kruznica, ktorej patri vrchol u a zaroven vzdialenost C' a v je
minimdlna, pricom vzdialenost vrchola v a kruznice C' je definovand

dist(v,C') = min{dist(v, x)|z € V(C)},

¢ize je to vzdialenost v od toho vrcholu C, ktory je k v najblizsie. Nech P je cesta, kde
sa dist(v,C') nadobida. Nech y je spolotny vrchol C a P. Kedze predpokladame, ze
neexistuje kruznica v G, ktord by obsahovala oba vrcholy u a v, cesta P m&a nenulovi
dizku. Graf @ je 2-suvisly, a teda grat G —y je suvisly, a tak v G — y existuje cesta medzi
v a niektorym vrcholom z V(C') — y, nech R je najkratsia takd cesta a nech druhy koniec
R je vrchol s. Nech z je posledny vrchol cesty R, ktory patri P ak postupujeme od v k
vrcholu z V(C) — y, pozri Obr. 9a. Nech P’ je podcesta cesty P s koncovymi vrcholmi
y a z, R’ je podcesta cesty R s koncovymi vrcholmi s a z a C’ je podcesta kruznice C' s
koncovymi vrcholmi s a y, ktorej patri vrchol u. Potom C'U P’ U R/, ktorej patri vrchol u
a jej vzdialenost od v je mensia, ako vzdialenost C' od v, ¢o je v spore s vyberom kruznice
C, pozri Obr. 9b. Tym je dokaz ukonceny. O

5 Planarne grafy

e graf sa nazyva plandrny ak sa d4 nakreslit v rovine tak, Ze hrany majui prienik iba
na ich koncoch

& Nahliadnite, ze graf K5 — e je planarny.

Veta 5.1. Graf je vnoritelny do roviny prdve vtedy, ked je vnoritelny do sféry.



Obr. 9

e Rovinny graf rozdeli rovinu na linedrne sivislé otvorené mnoziny. Tieto mnoziny sa
volaju oblasti.

e Kazdy rovinny graf m4a prdve jednu neohrani¢eni oblast, ktori voldme vonkajsia
oblast.

e Dizka oblasti je dizka uzavretého sledu, ktory dant oblast ohranicuje, pozri Obr. 10.

Obr. 10: Rovinny graf s dizkami oblast{. Vsimnite si, ze v dizke vonkajsej oblasti je jedna
hrana zaratana dvakrat, lebo ohranic¢ujici sled pouziva tuto hranu dvakrat.

Tvrdenie 5.2. Nech G je plandrny graf a nech f je oblast v nejakom jeho plandrnom
nakresleni. Potom G md rovinné nakreslenie také, ktorého vonkajsia oblast md rovnaki
hranicu ako f.

e dudlny graf Nech G = (V, E) je rovinny graf. Dudlny graf G* = (V*, E*) ku grafu
G je rovinny graf, v ktorom kazdy vrchol z V* zodpoveda jednej oblasti grafu G
a za kazdd hranu e z EF méa graf G* hranu spédjajicu dva vrcholy zodpovedajice
oblastiam oddelenym hranou e. Cize graf G* moze mat nisobné hrany (ak G mal
vrcholy stupna 2) a sluéky (ak G mal mosty), pozri Obr. 11.

Veta 5.3 (Eulerova formula). Pre kaZdy sivisly rovinng graf G plati

V(G)| = |E(G)| + [F(G)] = 2.
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Obr. 11: Ruzovy graf je dudlny k modrému a naopak

Dokaz. Budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na pocet hréan.
Ak G je strom, tak |V(G)| = |E(G)| + 1 a |F(G)| = 1, a tvrdenie plati.

Inak, ak G nie je strom, zoberme hranu e € G, ktord lezi na kruznici. Nech G' = G —e.
Potom G’ je suvisly rovinny graf, £(G') = E(G)—1, V(G) =V(G) a F(G') = F(G) — 1.
Z induké¢ného predpokladu, |V(G")| — |E(G') + |F(G')| = 2 a teda aj |V(G)| — |E(G)| +
|F(G)] = 2. O

Dosledok 5.4. KazZdé rovinné vnorenie suvislého plandrneho grafu md rovnaky pocet
oblasti.

Dosledok 5.5. Nech G je plandrny graf s asporn tromi vrcholmi. Potom
(a) [E(G)] <3[V(G)| -6
(b) ak G nemd trojuholniky, tak |E(G)| < 2|V(G)| — 4

Dékaz. (a) Majme nejaké rovinné nakreslenie grafu G. Potom

20B(G) = ) d(f) = 3|F(G)| = 3(|E(G)| — [V(G)| +2),

fEF(G)
pricom poslednd vyplyva z Eulerovej formuly. Upravou dostdvame:
|E(G)| < 3|V(G)| - 6.
(b) Obdobne, ako v (a),

20B(G) = ) d(f) Z4IF(G)| = 4(|E(G)| - [V(G)| +2),

fEF(Q)

7 ¢oho dostavame

|E(G)| <2[V(G)| -4

& Kde sme v predchadzajucom dosledku vyuzili, ze graf ma aspon tri vrcholy?
Désledok 5.6. KazZdy plandarny graf ma vrchol stupnia najviac 5.
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Dokaz. Sporom predpokladajme, ze v plandrnom grafe G st vsetky vrcholy stupna aspon 6.
Potom 2|E(G)| = Zvev(G) d(v) > 6|V (G)| a teda |E(G)| > 3|V (G)|, spor. O

Désledok 5.7. Grafy K5 a K33 nie st plandrne.

Dokaz. Sporom predpokladdame, ze st planarne a z poctu vrcholov a hran odvodime spor.
]

Nasledujucu vetu, ktord charakterizuje planarne grafy uvedieme bez dokazu.

Veta 5.8 (Kuratowski 1930, Wagner 1937). Graf je plandrny prdve vtedy, ked neobsahuje
subdiviziu K5 ani K 3.

6 Farbenia grafov

e urcholové farbenie grafu G = (V, E) je zobrazenie ¢ : V — S, prvkom mnoziny S
hovorime aj farby

e urcholové k-farbenie grafu G = (V, E) je zobrazenie ¢ : V. — {1,2,... k}; ¢isla
1,2,...,k nazyvame aj farbami

o hranové k-farbenie grafu G = (V, E) je zobrazenie ¢ : E — {1,2,...,k}

e requldrne farbenie — susedné objekty maji rozne farby

e graf je (vrcholovo/hranovo) k-zafarbitelny ak ma vrcholové/hranové k-zafarbenie
e chromatické ¢islo x(G) je najmensie k také, ze G ma (vrcholové) k-farbenie

e chromatické indezx x'(G) je najmensie k také, ze G ma hranové k-farbenie

6.1 Vrcholové farbenia

Majme graf G, ktory chceme reguldrne vrcholovo zafarbif. Pozrime sa na jednoduchy
greedy algoritmus. Zoradme vrcholy grafu G do Tubovolného poradia a v tomto poradi
ich farbime tak, ze pre dany vrchol vzdy pouzijeme farbu s najnizsim ¢islom, ktora nie
je pouzitd na jeho susedov. Ked'ze kazdy vrchol md najviac A(G) susedov, pouzijeme
najviac A(G) + 1 farieb, a teda plati, ze x(G) < A(G) + 1.

& Ndjdite priklady grafov, kde je uvedeny odhad tesny, teda plati x(G) = A(G) + 1.

Nasledujucu vetu uvedieme bez dokazu.

Veta 6.1 (Brooks, 1941). Nech G je suvisly graf. Ak G nie je kompletny graf ani nepdrna
kruznica, tak

X(G) < A(G).
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6.2 Farbenia planarnych grafov

Problém styroch farieb. Dokdzte, Ze oblasti lubovolného rovinného grafu bez mostov
mozno zafarbit najviac Styrmi farbami tak, aby susedné oblasti (tie, ¢o maji spoloénii
hranu na hranici) boli zafarbené réznou farbou.

histéria

e 1852 - najstarSia zndma zmienka: Francis Guthrie polozil svojmu bratovi Frederikovi
tato otazku

e 1878 - Cayley prezentoval tento problém Londynskej Matematickej Spolocnosti
e 1878 - Taitov nespravny ”dokaz”

e 1879 - Kempe publikoval nespravny ”dokaz”

e 1890 - Heawood modifikoval Kempeho ”dokaz’na dokaz vety o piatich farbach

e 1977 - prvy vseobecne akceptovany dokaz Appel and Haken; tento dokaz bol uro-
beny s pomocou pocitacu

e napriek roznym skrateniam dokazu, dodnes nie je znamy dokaz, ktory by nebol
pocitacovo zavisly

e Majme rovinny graf GG. Dualnym grafom G* ku grafu G nazveme taky graf, ktorého
vrcholy zodpovedaju oblastiam grafu GG a dva vrcholy st spojené hranou ak zodpo-
vedajtice odblasti zdielajui spoloé¢ni hranu, pozri Obr. ??.!1!! nasobne hrany

Zduality vyplyva ekvivalentna formuldcia Problému Styroch farieb:
Pre kazdy rovinny graf G (bez sluciek) plati x(G) < 4.

Dokazeme tu slabsi variant, a to ze 5 farieb sta¢i na regularne zafarbenie kazdého
planarneho grafu. Predtym vSak dokazeme nasledujicu lemu o pritomnosti vrchola s
malym stupnom v kazdom planarnom grafe.

Lema 6.2. KaZdy plandrny graf obsahuje vrchol stupna nanajvys 5.

Dékaz. Sporom predpokladajme, ze G je plandrny graf a ze §(G) > 6. Ked'ze plati, ze
> vevie) Av) = 2|E(G)| a podla predpokladu lemy d(v) > 6 pre vietky vrcholy grafu G,
plati, ze E(G) > 3|V(G)|. To je ale v spore s Dosledkom 5.5. O

Veta 6.3 (Heawood, 1890). Pre kazdy plandrny graf G plati x(G) < 5.

Dékaz. Budeme postupovat matematickou indukciou na pocet vrcholov. Béaza indukcie
zrejme plati. Podla Lemy 6.2, kazdy plandrny graf ma vrchol stupfia nanajvys 5, pove-
dzme v. Podla indukéného predpokladu, graf G — v md (vrcholové) 5-zafarbenie. Ak je
nejakd farba z {1,2, 3, 4,5} nepouzitd na suseda vrchola v, dofarbime touto farbou vrchol
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v a mame reguldrne zafarbenie vsetkych vrcholov. Inak mozeme predpokladat, Ze susedia
v v G st vy, vy, ...,0s5 v cyklickom poradi podla vnorenia a v; je zafarbeny farbou i. Pod-
graf indukovany vrcholmi Iubovolnych dvoch farieb je bipartitny. Ak komponent grafu
G — v, indukovany farbami 1 a 3 obsahujtici v; neobsahuje v3, vymenime farby v tomto
komponente a vrchol v zafarbime farbou 1, Obr. 12. Predpokladajme teda, ze komponent
grafu G — v, indukovany farbami 1 a 3 obsahujici v; obsahuje v3. Potom ale, ked'ze graf
je planarny, komponent indukovany farbami 2 a 4 obsahujici v, neobsahuje vy, Obr. 13.
Prefarbime tento komponent a zafarbime v farbou 2. O

Obr. 12

®

Obr. 13

6.3 Hranové farbenia

e je zrejmé, ze plati X'(G) > A(G)
Veta 6.4 (Konig, 1916). Pre kazdy bipartitnyg graf G plati xX'(G) = A(G).

Dékaz. Matematickou indukciou vzhladom na pocet hran. Ak |E(G)| = 0 tvrdenie plati.
Majme teraz graf bipartitny graf G a predpokladajme, ze tvrdenie plati pre vSetky bipar-
titné grafy s mensim poc¢tom hran. Vyberme e € E(G) a vytvorme graf H := G —e. Ak
A(H) < A(G), tak pouzijeme A(H) farieb na graf H a novou farbou zafarbime hranu e.
Predpokladajme teda, ze A(H) = A(G). Nech e = uv. Ked'ze stupen |E(H)| < |E(G)],
mozeme pouzit indukény predpoklad na graf H a zafarbit jeho hrany A(G) farbami, nech
f:E(G) —{1,2,...,A(G)} je takéto hranové farbenie. Stupne vrcholov u a v su v grafe
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H mensie, ako A(G), a teda pre kazdy z tychto vrcholov existuje farba z {1,2,..., A(G)},
ktora vo farbeni f nie je pouzitd na hranu incidentnu s danym vrcholom. Nech vo vrchole
u nie je pritomna farba o a vo vrchole v nie je pritomnda farba S (ak vo vrchole chyba
viacero farieb, vyberieme Tubovolnii z nich). Ak plati o = 3, dofarbime hranu e farbou «
a mame hranové farbenie grafu G.

Nech teda a # 5. Nech P je nepredfiitel’né cesta, ktora zacina vo vrchole u a pouziva
len farby « a 8 (nahliadnite, Ze je to cesta). Cesta P nemoéze konéit vo vrchole v. Ak by
to tak bolo, tak cesta P by bola parnej dfiky, ked'Ze sa na nej striedaji hrany farieb o a 3
a v u chyba a a vo v chyba 3. Teda P Ue je kruznica nepérnej dfiky, ¢o je v bipartitnom
grafe nemozné podla Vety 2.2. To znamend, Ze P kon¢i v inom vrchole ako v (a zjavne
cez v ani neprechddza). Vymenime farby « a § dostaneme iné reguldrne hranové farbenie,
povedzme f’. Vo farbeni f’ je farba § nepritomné v oboch vrcholoch u aj v, pozri Obr. 14.
Dofarbenim hrany e farbou g dostdvame hranové farbenie grafu G. [

Obr. 14

Poznamenajme, Ze nepredlzitelnej 2-farebnej ceste sa hovori Kempeho retazec a vymene
farieb na nej sa nazyva Kempe prepnutie.

Veta 6.5 (Vizing, 1964). Pre kazdy jednoduchy graf G plati

A(G)Y(G) < A(G) +1.
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