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Zhrnutie: logika 1. radu (FOL, niekedy tiez FO)

Uvazujme jazyk logiky 1. radu a v hom teériu T a formulu F.

Theorem (Korektnost logiky 1. radu)
Ak THF, tak T EF.

Theorem (Uplnost logiky 1. radu)
Ak TEF, tak THF.

Theorem (Kompaktnost logiky 1. radu)

Ak je tedria T nesplnitelna, existuje kone¢na podmnozina T,
ktora je nesplnitelna. // Ak kazda kone¢na podmnozina T m3
model, tak aj T ma model.

Reading: LogicStudyGuide 3.1, 3.2, 3.3 (cca 10 stran)
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Many-sorted logic

V beznej matematickej praci chceme kvantifikovat objekty
roznych typov osobitne, nepouzivame jednu spoloéni doménu,
ale Ciastkové (napr. pri axiomatizacii vektorovych priestorov s
Cisla a vektory rézne druhy objektov). Toto mozno vo FOL
riesit predikatmi pre jednotlivé druhy, ¢o vedie k neobratnym
formulaciam s implikaciami:

VaVxVy(S(a) A V(x) A V(y) = a(x +y) = ax + ay)
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Many-sorted logic

Je vsak mozné upravit FOL tak, ze bude priamo v jazyku
vyuzivat objekty réznych druhov s osobitnymi doménami.
Dostaneme tak many-sorted logic.

Vsetky délezité vlastnosti FOL sa zachovaja (Gplnost,
kompaktnost. .. ). Cenou za Sikovnejsie vyjadrovanie formal si
o Cosi zlozZitejsie/dIhsie dokazy, preto sa v pracach o logike
vyuziva bezna definicia FOL s jedinou doménou.

Reading: LogicStudyGuide 4.1 (2 strany)
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Order-sorted logic

V many-sorted logic si domény pre jednotlivé typy disjunktné.
To sa pre modelovanie realneho sveta neraz nehodi, mézeme
preto zaviest typovi hierarchiu, kde objekty jedného typu si
podmnozinou objektov iného typu (ako pozname v objektovych
programovacich jazykoch). Ziskame tak order-sorted logic.

Toto je tiez mozné prelozit do FOL, staci zaviest predikat P;
pre kazdy typ s; a pridat axiému Vx (P;(x) — P;(x)) pre kazdé
dva typy také, ze s; C s;.

Opacny postup (zavedenie typov namiesto predikatov arity 1)

mdze pomdct pri automatizovanom dokazovani.
Priklad: Ch. Walther 1985 (link)
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https://www.researchgate.net/publication/319394724_A_Mechanical_Solution_of_Schubert's_Steamroller_by_Many-Sorted_Resolution

Ako vyjadrit indukciu

Predstavme si, ze chceme pridat axiému umoznujicu vyuzivat
v dékazoch matematicki indukciu. Nech P! je predikat a S!
funkény symbol pre nasledovnika. Chceli by sme

VP ((P(O) Ax(P(x) = P(S(x)))) S Vx P(x)) .

Toto je vsak formula logiky 2. radu — v logike 1. radu ni¢ ako
VP pre predikat P nemame. Jediné, o nam ostava, je pridat
axiému

(PO A ¥x(P(x) = P(S(x))) ) = ¥x P(x),

kde P je predikat vyjadritelny formulou v nasom konkrétnom
prvoradovom jazyku £. To ma nevyhody:
» dokaz vyuzivajici tato axidmu bude platit len pre jeden
konkrétny predikat;
» dokazy sa buda tykat len predikatov vyjadritelnych v L.
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Ako vyjadrit tranzitivny uzaver
Majme binarnu relaciu reprezentovana predikdtom R. Pre
kazdé n > 1 oznatme R,(a, b) formulu

Ixg Ixp - - - EIX,,(R(a,xl) A R(x1,%) A« A R(xp, b))

(jednotlivé formuly R, st konecné, ale je ich nekonecne vela —
pre kazdé n by sme mohli nas jazyk rozsirit o predikat, ktory
R, definuje).
Dalej nech Ry = R a nech

R*(a,b) < existuje n také, ze plati R,(a, b).

Nase R* vyjadruje tranzitivny uzaver relacie R.
D4 sa vsak R* vyjadrit prvoradovou formulou?
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Ako vyjadrit tranzitivny uzaver

Predpokladajme, ze R* sa da vyjadrit prvoradovou formulou.
Uvazujme nekonecni prvoradovi teériu

T ={-Ry(a,b),~Ri(a,b),...,—Ru(a,b),..., R*(a,b)}.

» T nema model: ak R*(a, b), tak pre nejaké n plati
R.(a, b).

» Kazda konec¢na podmnozina T ma model: ak n je najvacsi
z indexov R, obsiahnutych v podmnozine, vyhovujici

model je napr. D = N,
i(R)=4(0,1),(1,2),...,(n+1,n+2)}, i(a) =0,
i(b) =n+2.
Tieto dve pozorovania si vsak v spore s kompaktnostou FOL.
Formulou logiky 1. radu tranzitivny uzaver nevieme vyjadrit.
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Ako vyjadrit tranzitivny uzaver

V logike 2. radu by to uz slo: R*(a, b) <
VP ((vx (R(a,x) = P(x))A
AVx Yy (P(x) A R(x,y) — P(y))) = P(b))
Modrej vlastnosti predikatu P hovorime R-uzavretost. Tento
popis je zalozeny na tom, ze vlastnost , b je R-potomkom a“

definujeme ako ,,b dedi od a kazda vlastnost, ktord maj
vsetci priami R-potomkovia a a zaroven sa zachovava cez R".
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Logika 2. radu

Syntax a sémantiku logiky 1. radu mozno rozsirit o premenné
pre predikaty, ktoré je dovolené kvantifikovat. Dostaneme tak
logiku 2. radu (SO).

Ak sa pri kvantifikovani predikdtov obmedzime na predikaty
arity 1, dostaneme monadicka logiku 2. radu (MSO). Takéto
predikaty de facto zodpovedaji mnozinam prvkov domény, Cize
v MSO mozno vyjadrit bezné veci z teérie grafov apod.

Pouzitie formal 2. radu zvysuje vyjadrovaciu silu jazyka,
ale oproti FOL stratime kompaktnost a plnost.

Reading: LogicStudyGuide 4.2 (5 pages)
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Deskriptivna zlozitost

Pri klasickom pohlade na zlozitost algoritmov skimame, kolko
krokov spravi Turingov stroj v zavislosti od velkosti vstupu,
resp. Ci Turingov stroj s dodatocnymi obmedzeniami vbbec vie
problém riesit.

Alternativny pohlad: aki zlozita logicka formulu potrebujeme
na popis daného problému (jazyka akceptovaného Turingovym
strojom)?
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Deskriptivna zlozitost

Priklady roézne zlozitych formal:

>
>

>

prvoradova logika (FOL)

druhoradova logika (SOL) — kvantifikujeme aj
predikaty /mnoziny objektov

existential SOL:

IX:3AX---3X, F, F je formula FOL

universal SOL:
VX1 VXo VX, F, F je formula FOL
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Deskriptivna zlozitost

Existencia trojuholnika v grafe sa da vyjadrit vo FOL:

Ix3Jy 3z (V(x)AV(y)AV(2) A
Ax#yNy#zNz#xNE(x,y)NE(y,z) A E(z,x))

Pri testovani, & konkrétny konegny graf splia tato formulu,
nerozhodujeme o platnosti formuly vo vieobecnosti (to je
nerozhodnutelny problém), ale len vyhodnocujeme jej splnenie
v konkrétnej interpretacii:

predikat V' popisuje vrcholy, E hrany.
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Deskriptivna zlozitost

Pri vyhodnoteni kvantifikatora staci prejst cez vsetky vrcholy,
&ize pre k kvantifikatorov vo formule preverime O(|V/|)
moznosti.

Preto problém existencie trojuholnika v kone¢nom grafe (i iné
popisatelné prvoradovou formulou) patri do triedy P
(zjemnenie Gvah umozhuje dokazat prislusnost do

LOGSPACE).
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Deskriptivna zlozitost

Existencia 3-farbenia grafu: NP-complete;
vyjadritelné v existential SOL (nevieme, ¢i vo FOL):

JR3G 3B(VxVy (E(x,y) = ~R(x)V=R(y)) A---)

(R, G, B si predikaty vyjadrujace jednotlivé farby).

Existencia predikatu R zodpoveda existencii podmnoziny
vsetkych vrcholov; tato podmnozinu vieme nedeterministicky
uhadnut a vyhodnotenie prvoradovej Casti formuly uz prida len
polynomialny faktor (exponent zavisi od poctu vnorenych
kvantifikatorov), preto tento problém patri do triedy NP.
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Deskriptivna zlozitost

>

vy

vvyyvyy

FOL: trieda zloZitosti AC® (vlastna podmnozina
LOGSPACE)

FOL + tranzitivny uzaver: non-deterministic LOGSPACE
FOL + least fixed point operator: P

(stvisi s databazami: dotazy sii prvoradové formuly

a navyse je povolena rekurzia pocitand seminaivnou
evaluaciou, €ize ako najmensi pevny bod)

existential SOL: NP

universal SOL: co-NP

SOL: PH (obsahuje NP aj coNP; PH C PSPACE)

SOL + least fixed point operator: EXPTIME
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Nerozhodnutelnost platnosti formuly vo FOL

Theorem

Platnost formuly v prvorddovej logike je nerozhodnutelna.
Dokaz: redukciou na problém zastavenia.
Ukazeme, ako by sme vedeli rozhodnat, ¢i dany Turingov

stroj M zastavi, ak by sme vedeli rozhodovat platnost
prvoradovych formal.
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Nerozhodnutelnost platnosti formuly vo FOL

Jazyk nasej logiky bude obsahovat
» individuova konstanta ¢ pre prazdny retazec;
» unarny funkény symbol a! pre kazdé pismeno a v abecede;
» binarny predikat f, pre kazdy stav q¢ TS M.
Nasa interpretacia tohto jazyka:
» a(w) oznacuje retazec aw;

» f,(x,y) indikuje, Ze M dosiahne na danom vstupe stav g,
pricom na paske je retazec Xy (x v opacnom poradi)
a hlava M je na prvom znaku y.
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Nerozhodnutelnost platnosti formuly vo FOL

Krok vypoctu zachytava formula

VxVy  fy(x,a(y)) = fo (b(x), y)

M precita z pasky a, zapise b, prejde zo stavu g do stavu ¢’
a posunie hlavu doprava. (Takato formulu pridame do tedrie
popisujicej Cinnost M pre kazda dvojicu a, b.)

Pre pohyb hlavy dolava mame formulu

VxVy  fy(e(x), aly)) = fy (x, c(b(y))).
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Nerozhodnutelnost platnosti formuly vo FOL

Pre polohu hlavy na lavom okraji pasky pridame

vy fqle;aly)) = fy (e, b(y))

(hlava sa nehybe, len prepisuje znak na paske).

Podobne doriesime aj polohu na pravom okraji, ked sa hlava
posunie na Cast pasky, kam sa este nezapisovalo.

Konkrétne detaily zavisia od uvazovaného variantu Turingovho
stroja (paska moze byt obojstranne nekonecna apod.).
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Nerozhodnutelnost platnosti formuly vo FOL

ZacCiatok vypocCtu z pociatocného stavu gy na slove w popisuje
formula f,, (¢, w) a zastavenie stroja v (jedinom) akceptacnom
stave g.cc vyjadruje formula

FM = fq0(€7 W) /\ T — ElX 3.y facc(X7.)/)7

kde T je konjunkcia implikacii popisujtcich povolené prechody
TS M.
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Nerozhodnutelnost platnosti formuly vo FOL

Kazdy akceptacny vypocet M vieme prerobit na dokaz Fy,
(staci opakovane pouzivat modus ponens na prislusné
implikacie). Kedze prvoradova logika je korektna, tak ak M
zastavi, Fy, je platna formula.

Naopak, ak Fy, je platna, tak je pravdiva v kazdej intepretacii
(Struktire), Cize aj v tej nasej tykajacej sa TS M. Pritom
premisy Fy st v nej splnené, preto musi byt splneny aj zaver
Ix 3y f,,..(x,y), takze M zastavi.
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Ciastocna rozhodnutelnost platnosti formuly

Theorem

Platnost formuly v prvoradovej logike (so spocitatelnym
Jazykom) je ciastocne rozhodnutelna.

Doékaz: staci enumerovat vsetky dékazy v danom jazyku.

Theorem

Nesplnitelnost formuly v prvoradovej logike je
nerozhodnutelna a ciastocne rozhodnutelna.

Dékaz: F je nesplnitelnd < —F je platna.
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Ciastocna rozhodnutelnost platnosti formuly

Theorem

Spinitelnost v prvorddovej logike nie je ani ¢iastocne
rozhodnutelna.

Dékaz: ak by sme splnitelnost vedeli rozhodovat Eiastocne,
mozeme paralelne spustit testovanie splnitelnosti aj
nesplnitelnosti, a jeden z tychto vypoctov by musel skor

Ci neskér skoncit, Eim by sme vedeli rozhodovat nesplnitelnost
formuly, a to je spor.
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Konecéné a nekonecné modely

Theorem (Trakhtenbrot 1950)

Platnost formuly v prvoradovej logike je nerozhodnutelna, aj
ked sa obmedzime na kone¢né modely.

(Nevieme rozhodnit, &i je dana formula splnené v kazdom
konecnom modeli.)

Dokaz (nepreberali sme, len informacne):
redukciou na problém zastavenia.
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Plan na zvy3ok semestra

d6kaz vety o Gplnosti FOL
formalizacia aritmetiky
efektivna axiomatizacia

dokaz Godelovej vety o nedplnosti (mozno oboch)

vvyYvyyvyy

axiomatizacia teérie mnozin (ZFC)
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Konecéné a nekonecné modely

Pod velkostou modelu rozumieme velkost jeho domény. Pre
nekonecné modely zvyCajne hovorime o kardinalite miesto
velkosti.

V prvoradovej logike s rovnostou:

1. Najdite splnitelni teériu, ktord nema ziaden konecny
model.

2. Najdite splnitelna formulu, ktorda ma len konecné modely.
Méze takato formula existovat vo FOL bez rovnosti?

3. Mbze existovat tedria s konecnym modelom vel kosti
aspon k pre kazdé k, ale bez nekone¢ného modelu?
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Monadic FOL

Monadicka prvoradova logika (MFOL) je prvoradova logika,

v ktorej nemame funkéné symboly (ani konstanty) a predikaty
maja len jeden argument. (V takomto jazyku mozno vyjadrit
bezné sylogizmy a pocas vacsiny 19. storocia sa verilo, ze
postacuje na formalizaciu uvazovania.)

Theorem (1915)

Spinitelnost formuly v MFOL je rozhodnutelna.
Ak priddme Co len jeden predikat arity 2, stratime
rozhodnutel nost.

Tento priklad ilustruje, ze zvolit jazyk s neprimerane velkou
vyjadrovacou silou (napr. pre databazovy systém) prinasa
algoritmické problémy, preto to nie je samozrejma volba.
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Monadic FOL

Uvazujme formulu F, ktora obsahuje n predikatov a najviac k
vnorenych kvantifikatorov.

Lema: Ak ma F model, ma aj model velkosti najviac k - 2",

Nacrt dokazu: Nech D je doména existujiceho modelu.
Priradime kazdému prvku D charakteristiku (binarny vektor
obsahujuci 1 bit vyjadrujici pravdivost pre kazdy mozny atom
pre vietky jednotlivé predikaty vyskytujace sa v F).
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Monadic FOL

Novl doménu D’ zostrojime tak, ze do nej pre kazdi mozni
charakteristiku ¢ dame k prvkov D s charakteristikou ¢ (ak ich
je takych v D menej, zoberieme v3etky). Interpretaciu
predikatov ponechdme pévodni. V novom modeli sa nepokazi
vyhodnocovanie vseobecnych kvantifikatorov (kedze D' C D).
Neovplyvni to viak ani existencné kvantifikatory: ak pre F
existovali svedkovia v pévodnej doméne D, nepotrebovali sme
ich pri vyhodnocovani platnosti F viac ako k, a k potencialne
réznych svedkov mame nadalej v D'

Dékaz vety: podla lemy ak ma F model, tak méa aj konecny
model ohranicenej velkosti. K danej doméne je len konecne
vela interpretécii. Staci tak preverit konecny pocet Struktar.
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