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Zhrnutie: logika 1. rádu (FOL, niekedy tieº FO)

Uvaºujme jazyk logiky 1. rádu a v ¬om teóriu T a formulu F .

Theorem (Korektnos´ logiky 1. rádu)

Ak T ⊢ F , tak T ⊨ F .

Theorem (Úplnos´ logiky 1. rádu)

Ak T ⊨ F , tak T ⊢ F .

Theorem (Kompaktnos´ logiky 1. rádu)

Ak je teória T nesplnite©ná, existuje kone£ná podmnoºina T ,
ktorá je nesplnite©ná. // Ak kaºdá kone£ná podmnoºina T má
model, tak aj T má model.

Reading: LogicStudyGuide 3.1, 3.2, 3.3 (cca 10 strán)
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Many-sorted logic

V beºnej matematickej práci chceme kvanti�kova´ objekty
rôznych typov osobitne, nepouºívame jednu spolo£nú doménu,
ale £iastkové (napr. pri axiomatizácii vektorových priestorov sú
£ísla a vektory rôzne druhy objektov). Toto moºno vo FOL
rie²i´ predikátmi pre jednotlivé druhy, £o vedie k neobratným
formuláciám s implikáciami:

∀a ∀x ∀y(S(a) ∧ V (x) ∧ V (y) → a(x + y) = ax + ay)
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Many-sorted logic

Je v²ak moºné upravi´ FOL tak, ºe bude priamo v jazyku
vyuºíva´ objekty rôznych druhov s osobitnými doménami.
Dostaneme tak many-sorted logic.

V²etky dôleºité vlastnosti FOL sa zachovajú (úplnos´,
kompaktnos´. . . ). Cenou za ²ikovnej²ie vyjadrovanie formúl sú
o £osi zloºitej²ie/dlh²ie dôkazy, preto sa v prácach o logike
vyuºíva beºná de�nícia FOL s jedinou doménou.

Reading: LogicStudyGuide 4.1 (2 strany)
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Order-sorted logic

V many-sorted logic sú domény pre jednotlivé typy disjunktné.
To sa pre modelovanie reálneho sveta neraz nehodí, môºeme
preto zavies´ typovú hierarchiu, kde objekty jedného typu sú
podmnoºinou objektov iného typu (ako poznáme v objektových
programovacích jazykoch). Získame tak order-sorted logic.

Toto je tieº moºné preloºi´ do FOL, sta£í zavies´ predikát Pi

pre kaºdý typ si a prida´ axiómu ∀x (Pi(x) → Pj(x)) pre kaºdé
dva typy také, ºe si ⊆ sj .

Opa£ný postup (zavedenie typov namiesto predikátov arity 1)
môºe pomôc´ pri automatizovanom dokazovaní.
Príklad: Ch. Walther 1985 (link)
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Ako vyjadri´ indukciu

Predstavme si, ºe chceme prida´ axiómu umoº¬ujúcu vyuºíva´
v dôkazoch matematickú indukciu. Nech P1 je predikát a S1

funk£ný symbol pre nasledovníka. Chceli by sme

∀P
((

P(0) ∧ ∀x
(
P(x) → P(S(x))

))
→ ∀x P(x)

)
.

Toto je v²ak formula logiky 2. rádu �� v logike 1. rádu ni£ ako
∀P pre predikát P nemáme. Jediné, £o nám ostáva, je prida´
axiómu (

P(0) ∧ ∀x
(
P(x) → P(S(x))

))
→ ∀x P(x),

kde P je predikát vyjadrite©ný formulou v na²om konkrétnom
prvorádovom jazyku L. To má nevýhody:
▶ dôkaz vyuºívajúci túto axiómu bude plati´ len pre jeden

konkrétny predikát;
▶ dôkazy sa budú týka´ len predikátov vyjadrite©ných v L.
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Ako vyjadri´ tranzitívny uzáver

Majme binárnu reláciu reprezentovanú predikátom R . Pre
kaºdé n ≥ 1 ozna£me Rn(a, b) formulu

∃x1 ∃x2 · · · ∃xn
(
R(a, x1) ∧ R(x1, x2) ∧ · · · ∧ R(xn, b)

)
(jednotlivé formuly Rn sú kone£né, ale je ich nekone£ne ve©a ��
pre kaºdé n by sme mohli ná² jazyk roz²íri´ o predikát, ktorý
Rn de�nuje).
�alej nech R0 = R a nech

R∗(a, b) ⇔ existuje n také, ºe platí Rn(a, b).

Na²e R∗ vyjadruje tranzitívny uzáver relácie R .
Dá sa v²ak R∗ vyjadri´ prvorádovou formulou?
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Ako vyjadri´ tranzitívny uzáver

Predpokladajme, ºe R∗ sa dá vyjadri´ prvorádovou formulou.
Uvaºujme nekone£nú prvorádovú teóriu

T = {¬R0(a, b),¬R1(a, b), . . . ,¬Rn(a, b), . . . , R∗(a, b)}.

▶ T nemá model: ak R∗(a, b), tak pre nejaké n platí
Rn(a, b).

▶ Kaºdá kone£ná podmnoºina T má model: ak n je najvä£²í
z indexov Rn obsiahnutých v podmnoºine, vyhovujúci
model je napr. D = N,
i(R) = {(0, 1), (1, 2), . . . , (n + 1, n + 2)}, i(a) = 0,
i(b) = n + 2.

Tieto dve pozorovania sú v²ak v spore s kompaktnos´ou FOL.
Formulou logiky 1. rádu tranzitívny uzáver nevieme vyjadri´.
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Ako vyjadri´ tranzitívny uzáver

V logike 2. rádu by to uº ²lo: R∗(a, b) ↔

∀P
((

∀x
(
R(a, x) → P(x)

)
∧

∧ ∀x ∀y
(
P(x) ∧ R(x , y) → P(y)

))
→ P(b)

)
Modrej vlastnosti predikátu P hovoríme R-uzavretos´. Tento
popis je zaloºený na tom, ºe vlastnos´ �b je R-potomkom a�
de�nujeme ako �b dedí od a kaºdú vlastnos´, ktorú majú
v²etci priami R-potomkovia a a zárove¬ sa zachováva cez R � .
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Logika 2. rádu

Syntax a sémantiku logiky 1. rádu moºno roz²íri´ o premenné
pre predikáty, ktoré je dovolené kvanti�kova´. Dostaneme tak
logiku 2. rádu (SO).

Ak sa pri kvanti�kovaní predikátov obmedzíme na predikáty
arity 1, dostaneme monadickú logiku 2. rádu (MSO). Takéto
predikáty de facto zodpovedajú mnoºinám prvkov domény, £iºe
v MSO moºno vyjadri´ beºné veci z teórie grafov apod.

Pouºitie formúl 2. rádu zvy²uje vyjadrovaciu silu jazyka,
ale oproti FOL stratíme kompaktnos´ a úplnos´.

Reading: LogicStudyGuide 4.2 (5 pages)
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Deskriptívna zloºitos´

Pri klasickom poh©ade na zloºitos´ algoritmov skúmame, ko©ko
krokov spraví Turingov stroj v závislosti od ve©kosti vstupu,
resp. £i Turingov stroj s dodato£nými obmedzeniami vôbec vie
problém rie²i´.

Alternatívny poh©ad: akú zloºitú logickú formulu potrebujeme
na popis daného problému (jazyka akceptovaného Turingovým
strojom)?
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Deskriptívna zloºitos´

Príklady rôzne zloºitých formúl:
▶ prvorádová logika (FOL)
▶ druhorádová logika (SOL) �� kvanti�kujeme aj

predikáty/mnoºiny objektov
▶ existential SOL:

∃X1 ∃X2 · · · ∃Xn F , F je formula FOL
▶ universal SOL:

∀X1 ∀X2 · · · ∀Xn F , F je formula FOL
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Deskriptívna zloºitos´

Existencia trojuholníka v grafe sa dá vyjadri´ vo FOL:

∃x ∃y ∃z
(
V (x) ∧ V (y) ∧ V (z) ∧

∧ x ̸ .= y ∧ y ̸ .= z ∧ z ̸ .= x ∧ E (x , y) ∧ E (y , z) ∧ E (z , x)
)

Pri testovaní, £i konkrétny kone£ný graf sp¨¬a túto formulu,
nerozhodujeme o platnosti formuly vo v²eobecnosti (to je
nerozhodnute©ný problém), ale len vyhodnocujeme jej splnenie
v konkrétnej interpretácii:
predikát V popisuje vrcholy, E hrany.
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Deskriptívna zloºitos´

Pri vyhodnotení kvanti�kátora sta£í prejs´ cez v²etky vrcholy,
£iºe pre k kvanti�kátorov vo formule preveríme O(|V |k)
moºností.

Preto problém existencie trojuholníka v kone£nom grafe (i iné
popísate©né prvorádovou formulou) patrí do triedy P
(zjemnenie úvah umoº¬uje dokáza´ príslu²nos´ do
LOGSPACE).
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Deskriptívna zloºitos´

Existencia 3-farbenia grafu: NP-complete;
vyjadrite©né v existential SOL (nevieme, £i vo FOL):

∃R ∃G ∃B
(
∀x ∀y (E (x , y) → ¬R(x) ∨ ¬R(y)) ∧ · · ·

)
(R , G , B sú predikáty vyjadrujúce jednotlivé farby).

Existencia predikátu R zodpovedá existencii podmnoºiny
v²etkých vrcholov; túto podmnoºinu vieme nedeterministicky
uhádnu´ a vyhodnotenie prvorádovej £asti formuly uº pridá len
polynomiálny faktor (exponent závisí od po£tu vnorených
kvanti�kátorov), preto tento problém patrí do triedy NP.
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Deskriptívna zloºitos´

▶ FOL: trieda zloºitosti AC0 (vlastná podmnoºina
LOGSPACE)

▶ FOL + tranzitívny uzáver: non-deterministic LOGSPACE
▶ FOL + least �xed point operator: P

(súvisí s databázami: dotazy sú prvorádové formuly
a navy²e je povolená rekurzia po£ítaná seminaivnou
evaluáciou, £iºe ako najmen²í pevný bod)

▶ existential SOL: NP
▶ universal SOL: co-NP
▶ SOL: PH (obsahuje NP aj coNP; PH ⊊ PSPACE)
▶ SOL + least �xed point operator: EXPTIME
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Nerozhodnute©nos´ platnosti formuly vo FOL

Theorem
Platnos´ formuly v prvorádovej logike je nerozhodnute©ná.

Dôkaz: redukciou na problém zastavenia.
Ukáºeme, ako by sme vedeli rozhodnú´, £i daný Turingov
stroj M zastaví, ak by sme vedeli rozhodova´ platnos´
prvorádových formúl.
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Nerozhodnute©nos´ platnosti formuly vo FOL

Jazyk na²ej logiky bude obsahova´
▶ indivíduová kon²tanta ε pre prázdny re´azec;
▶ unárny funk£ný symbol a1 pre kaºdé písmeno a v abecede;
▶ binárny predikát fq pre kaºdý stav q TS M .

Na²a interpretácia tohto jazyka:
▶ a(w) ozna£uje re´azec aw ;
▶ fq(x , y) indikuje, ºe M dosiahne na danom vstupe stav q,

pri£om na páske je re´azec xy (x v opa£nom poradí)
a hlava M je na prvom znaku y .
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Nerozhodnute©nos´ platnosti formuly vo FOL

Krok výpo£tu zachytáva formula

∀x ∀y fq(x , a(y)) → fq′(b(x), y)

M pre£íta z pásky a, zapí²e b, prejde zo stavu q do stavu q′

a posunie hlavu doprava. (Takúto formulu pridáme do teórie
popisujúcej £innos´ M pre kaºdú dvojicu a, b.)
Pre pohyb hlavy do©ava máme formulu

∀x ∀y fq(c(x), a(y)) → fq′(x , c(b(y))).
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Nerozhodnute©nos´ platnosti formuly vo FOL

Pre polohu hlavy na ©avom okraji pásky pridáme

∀y fq(ε, a(y)) → fq′(ε, b(y))

(hlava sa nehýbe, len prepisuje znak na páske).
Podobne dorie²ime aj polohu na pravom okraji, ke¤ sa hlava
posunie na £as´ pásky, kam sa e²te nezapisovalo.
Konkrétne detaily závisia od uvaºovaného variantu Turingovho
stroja (páska môºe by´ obojstranne nekone£ná apod.).
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Nerozhodnute©nos´ platnosti formuly vo FOL

Za£iatok výpo£tu z po£iato£ného stavu q0 na slove w popisuje
formula fq0(ε,w) a zastavenie stroja v (jedinom) akcepta£nom
stave qacc vyjadruje formula

FM = fq0(ε,w) ∧ T → ∃x ∃y fqacc(x , y),

kde T je konjunkcia implikácií popisujúcich povolené prechody
TS M .
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Nerozhodnute©nos´ platnosti formuly vo FOL

Kaºdý akcepta£ný výpo£et M vieme prerobi´ na dôkaz FM

(sta£í opakovane pouºíva´ modus ponens na príslu²né
implikácie). Ke¤ºe prvorádová logika je korektná, tak ak M
zastaví, FM je platná formula.
Naopak, ak FM je platná, tak je pravdivá v kaºdej intepretácii
(²truktúre), £iºe aj v tej na²ej týkajúcej sa TS M . Pritom
premisy FM sú v nej splnené, preto musí by´ splnený aj záver
∃x ∃y fqacc(x , y), takºe M zastaví.
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�iasto£ná rozhodnute©nos´ platnosti formuly

Theorem
Platnos´ formuly v prvorádovej logike (so spo£ítate©ným
jazykom) je £iasto£ne rozhodnute©ná.

Dôkaz: sta£í enumerova´ v²etky dôkazy v danom jazyku.

Theorem
Nesplnite©nos´ formuly v prvorádovej logike je
nerozhodnute©ná a £iasto£ne rozhodnute©ná.

Dôkaz: F je nesplnite©ná ⇔ ¬F je platná.
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�iasto£ná rozhodnute©nos´ platnosti formuly

Theorem
Splnite©nos´ v prvorádovej logike nie je ani £iasto£ne
rozhodnute©ná.

Dôkaz: ak by sme splnite©nos´ vedeli rozhodova´ £iasto£ne,
môºeme paralelne spusti´ testovanie splnite©nosti aj
nesplnite©nosti, a jeden z týchto výpo£tov by musel skôr
£i neskôr skon£i´, £ím by sme vedeli rozhodova´ nesplnite©nos´
formuly, a to je spor.
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Kone£né a nekone£né modely

Theorem (Trakhtenbrot 1950)

Platnos´ formuly v prvorádovej logike je nerozhodnute©ná, aj
ke¤ sa obmedzíme na kone£né modely.
(Nevieme rozhodnú´, £i je daná formula splnená v kaºdom
kone£nom modeli.)

Dôkaz (nepreberali sme, len informa£ne):
redukciou na problém zastavenia.
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Plán na zvy²ok semestra

▶ dôkaz vety o úplnosti FOL
▶ formalizácia aritmetiky
▶ efektívna axiomatizácia
▶ dôkaz Gödelovej vety o neúplnosti (moºno oboch)
▶ axiomatizácia teórie mnoºín (ZFC)
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Kone£né a nekone£né modely

Pod ve©kos´ou modelu rozumieme ve©kos´ jeho domény. Pre
nekone£né modely zvy£ajne hovoríme o kardinalite miesto
ve©kosti.

V prvorádovej logike s rovnos´ou:

1. Nájdite splnite©nú teóriu, ktorá nemá ºiaden kone£ný
model.

2. Nájdite splnite©nú formulu, ktorá má len kone£né modely.
Môºe takáto formula existova´ vo FOL bez rovnosti?

3. Môºe existova´ teória s kone£ným modelom ve©kosti
aspo¬ k pre kaºdé k , ale bez nekone£ného modelu?
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Monadic FOL

Monadická prvorádová logika (MFOL) je prvorádová logika,
v ktorej nemáme funk£né symboly (ani kon²tanty) a predikáty
majú len jeden argument. (V takomto jazyku moºno vyjadri´
beºné sylogizmy a po£as vä£²iny 19. storo£ia sa verilo, ºe
posta£uje na formalizáciu uvaºovania.)

Theorem (1915)

Splnite©nos´ formuly v MFOL je rozhodnute©ná.

Ak pridáme £o len jeden predikát arity 2, stratíme
rozhodnute©nos´.

Tento príklad ilustruje, ºe zvoli´ jazyk s neprimerane ve©kou
vyjadrovacou silou (napr. pre databázový systém) priná²a
algoritmické problémy, preto to nie je samozrejmá vo©ba.
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Monadic FOL

Uvaºujme formulu F , ktorá obsahuje n predikátov a najviac k
vnorených kvanti�kátorov.

Lema: Ak má F model, má aj model ve©kosti najviac k · 2n.
Ná£rt dôkazu: Nech D je doména existujúceho modelu.
Priradíme kaºdému prvku D charakteristiku (binárny vektor
obsahujúci 1 bit vyjadrujúci pravdivos´ pre kaºdý moºný atóm
pre v²etky jednotlivé predikáty vyskytujúce sa v F ).
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Monadic FOL

Novú doménu D ′ zostrojíme tak, ºe do nej pre kaºdú moºnú
charakteristiku c dáme k prvkov D s charakteristikou c (ak ich
je takých v D menej, zoberieme v²etky). Interpretáciu
predikátov ponecháme pôvodnú. V novom modeli sa nepokazí
vyhodnocovanie v²eobecných kvanti�kátorov (ke¤ºe D ′ ⊆ D).
Neovplyvní to v²ak ani existen£né kvanti�kátory: ak pre F
existovali svedkovia v pôvodnej doméne D, nepotrebovali sme
ich pri vyhodnocovaní platnosti F viac ako k , a k potenciálne
rôznych svedkov máme na¤alej v D ′.

Dôkaz vety: pod©a lemy ak má F model, tak má aj kone£ný
model ohrani£enej ve©kosti. K danej doméne je len kone£ne
ve©a interpretácií. Sta£í tak preveri´ kone£ný po£et ²truktúr.
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