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1. prednaska
Uvod
Atomické formuly

0 Uvod

0.1 Ologike

Co je logika

Logika je vedna disciplina, ktora Studuje usudzovanie.

Spréavne, raciondlne usudzovanie je zdkladom vedy a inZinierstva.

VyZaduje rozoznat spravne usudky z predpokladanych principov a pozo-
rovania od chybnych avah a §pekuldcii.

Spravnost asudkov, zd4 sa, nie je iba vec konvencie a dohody.

Logika sktima, aké su zdkonitosti spravneho usudzovania a preco su za-
konitostami.

Ako logika Studuje usudzovanie
Logika m4 dva hlavné predmety zdujmu:
Jazyk zapis pozorovani, definicie pojmov, formulovanie teorii
Syntax pravidla zapisu tvrdeni
Sémantika vyznam tvrdeni

Usudzovanie (inferencia) odvodzovanie novych logickych ddsledkov z dote-
rajsich poznatkov. Aky ma vztah s jazykom, §truktirou tvrdeni?

Jazyk, poznatky a tedrie

Jazyk sluzZi na formulovanie tvrdeni, ktoré vyjadruju poznatky o svete
(principy jeho fungovania aj pozorované fakty).

Suboru poznatkov, ktoré povazujeme za pravdivé, hovorime feéria.



Priklad 0.1 (Party time!). Mame troch novych zndmych — Kim, Jima a Sa-
rah. Organizujeme péarty a PO: chceme na riu pozvat niekoho z nich. Od
spolo¢nych kamaratov sme sa ale dozvedeli o ich poziadavkach:

P1: Sarah nepdjde na party, ak pojde Kim.
P2: Jim pojde na party, len ak p6jde Kim.
P3: Sarah nepdjde bez Jima.

Mozné stavy sveta a modely

Jedna z otazok, ktoré si o tedrii o party mdéZeme poloZit, je: ,,V akych
zostavich mo6zu novi zndmi prist na party tak, aby boli vSetky podmienky
splnené?*

Priamociaro (aj ked préacne) to zistime tak, Ze:

1. vymenujeme vsetky mozné stavy sveta (Gcasti novych zndmych),

2. zistime, v ktorych su vSetky podmienky splnené.

K J S|P0 P1 P2 P3 PO: Niekto z Kim, Jima, Sarah
n n nj|n pride na party.

nh n p|p p Pp 1n P1: Sarah nep6jde na party,

n p nj|p p n ak p6jde Kim.

n p pjp p n P2: Jim p6jde na party,

p n njp p p p len ak pojde Kim.
ponopyp n P3: Sarah nepdjde bez Jima.
p p njp p p P

p p p|p n

Mozné stavy sveta a modely
Teoria rozdel'uje mozné stavy sveta (interpretcie) na:

F stavy, v ktorych je pravdivd — modely teorie,
F stavy, v ktorych je nepravdiva.

Tvrdenie aj te6ria mézu mat viacero modelov, ale aj Ziaden.

Priklad 0.2. Modelmi teérie PO, P1, P2, P3 st dve situacie: ked Kim pride
na party a ostatni novi znami nie, a ked Kim a Jim pridu na party a Sarah
nie.



K J /I(;JZZ\/S/\/K/S

Logické dosledky

Casto je zaujimava in4 otdzka o teérii — musi byt nejaké tvrdenie prav-
divé vZdy, ked’ je pravdiva teoria?

V naSom priklade: Kto musi a kto nesmie prist na party, aby boli pod-
mienky PO, ..., P3 splnené?

K//s//\

tedria o party

K5 K3 s

Logické dosledky
Logickymi dosledkami teérie su tvrdenia, ktoré su pravdivé vo vietkych
modeloch teorie.

Priklad 0.3. Logickymi dosledkami tedrie PO, P1, P2, P3 st napriklad:
» Kim pride na pdrty.
» Sarah nepride na pdrty.

Logickych dosledkov je nekonecne vela, m6Zu nimi byt lubovolne zlozité
tvrdenia:

« Na party pride Kim alebo Jim.



« Ak pride Sarah, tak pride aj Jim.

+ Ak pride Jim, tak nepride Sarah.

Logické usudzovanie

Preskumat vSetky stavy sveta je Casto nepraktické aZ nemozné.

Logické dosledky ale mdzeme odvodzovat usudzovanim (inferovat’).

Pri odvodeni vychadzame z premis (predpokladov) a postupnostou sprav-
nych usudkov dospievame k zdverom.

Priklad 0.4. Vieme, Ze ak na party pdjde Kim, tak nep6jde Sarah (P1), a Ze
ak pojde Jim, tak pojde Kim (P2).

1. Predpokladajme, Ze na party pojde Jim.

2. Podla 1. a P2 pojde aj Kim.

3. Podla 2. a P1 nepdjde Sarah.

Teda podla uvedenej uvahy: Ak na party pdjde Jim, tak nep6jde Sarah.

Dedukcia

Usudok je spravny (korektny) vtedy, ked vZdy, ked su pravdivé jeho pre-
misy, je pravdivy aj jeho zaver.

Ak su vsetky usudky v odvodeni spravne, zaver je logickym désledkom
premis a odvodenie je jeho dékazom z premis.

Dedukcia je usudzovanie, pri ktorom sa pouzivaju iba spravne usudky.

Logika Studuje dedukciu, ale aj niektoré nededuktivne usudky, ktoré su
vo vSeobecnosti nespravne, ale su spravne v Specidlnych pripadoch alebo su
uZitocné:

« indukcia — zovSeobecnenie;
+ abdukcia — odvodzovanie moznych pri¢in z nasledkov;

« usudzovanie na zaklade analégie (podobnosti).



Kontrapriklady
Ak asudok nie je spravny, vieme néjst kontrapriklad — stav sveta, v kto-
rom su predpoklady pravdivé, ale zdver je nepravdivy.

Priklad 0.5. Nespravny usudok: Ak platia tvrdenia tedrie o party, na party
pride Jim.

Kontrapriklad: Stav, kedy pride Kim, nepride Jim, nepride Sarah.

Teoria je pravdiva, vyrok ,,na party pride Jim“ nie je pravdivy.

Matematicka logika
Matematicka logika

« modeluje jazyk, jeho sémantiku a usudzovanie ako matematické ob-
jekty (mnoziny, postuposti, zobrazenia, stromy);

« rieSi logické problémy matematickymi metédami.

Rozvinula sa koncom 19. a v prvej polovici 20. storocia vdaka snahdm
vybudovat zdklady matematiky bez sporov a paradoxov, mechanizovat ove-
rovanie dokazov alebo priamo matematickych viet.

Matematicka logika a informatika

Informatika sa vyvinula z matematickej logiky (von Neumann, Turing,
Church, ...)

Vicsina programovacich jazykov obsahuje logické prvky:

e all(x >m for x in arr),
fragmenty niektorych st priamo preloZiteIné na logické formuly:

o select Tl.x, T2.y from Tl inner join T2 on Tl.z = T2.z where
Tl.z > 25,

niektoré (Prolog) s podmnozinou logickych jazykov.

Metédami logiky sa da presne Specifikovat, ¢o ma program robit, popisat,
¢o robi, a dokdzat, Ze robi to, ¢o bolo Specifikované.

Vo vypoctovej logike a umelej inteligencii sa metédy logiky pouZivaju na
rieSenie roznych tazkych problémov (planovanie, rozvrh, hl'adanie a ove-
rovanie dokazov matematickych tvrdeni, hl'adanie vysvetleni, ... ).



Formalne jazyky a formalizacia
Matematicka logika nepracuje s prirodzenym jazykom, ale s jeho zjedno-
duSenymi modelmi — formdlnymi jazykmi.

« Presne definovan4, zjednodu$end syntax a sémantika.

+ Obchdadzaju problémy prirodzeného jazyka:

viacznacnost slov, nejednoznacné syntaktické vztahy, zloZita syn-
takticku analyzu, vyminky, obraty s ustalenym vyznamom, ...

« Niekol'ko formalnych jazykov uz poznéte: aritmetika, jazyky fyzikal-
nych a chemickych vzorcov, programovacie jazyky, ...

Problémy z redlneho sveta opisané v prirodzenom jazyku musime najprv
sformalizovat, a potom nafl méZeme pouZit aparat matematickej logiky.
Formalizacia vyZaduje cvik — trocha veda, trocha umenie.

Tazkosti s prirodzenym jazykom
Prirodzeny jazyk je problematicky:

+ Viacznacné slova: Milo je v poslucharni A.
« Viacznacné tvrdenia: Videl som dievca v sale s dalekohladom.

« Tazko syntakticky analyzovatelné tvrdenia:

Vlastnici bytov a nebytovych priestorov v dome prijimaju rozhodnutia na schodzi
priestorov v dome, ak hlasuju o zmluve o uvere a o kazdom dodatku k nej, o zmluve
o0 zabezpeceni tveru a o kazdom dodatku k nej, o zmluve o n4jme a ktpe veci, ktort
vlastnici bytov a nebytovych priestorov v dome uZivaju s pravom jej kiipy po uplynuti
dojednaného ¢asu uzivania a o kazdom dodatku k nej, o zmluve o vstavbe alebo nad-
stavbe a o kazdom dodatku k nim, o zmene ucelu uzivania spolo¢nych ¢asti domu
a spolo¢nych zariadeni domu a o zmene formy vykonu spravy; ...

— Zakon ¢. 182/1993 Z. z. SR v zneni neskorsich predpisov

« Vynimky a obraty so $pecidlnym ustdlenym vyznamom: Nikto nie je
dokonaly.
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Formalizacia poznatkov
S formalizaciou ste sa uz stretli — napriklad pri rieSeni slovnych tloh:

Karol je trikrat starsi ako Maria. k=3-m

Sucet Karolovho a Mériinho veku je 12 rokov.  w»

Kolko rokov maju Karol a Maria? k+m=12

Stretli ste sa uz aj s formalnym jazykom vyrokovej logiky.
Priklad 0.6. Sformalizujme nas party priklad:

PO: Niekto z trojice Kim, Jim, Sarah pdjde na party.

P1: Sarah nepdjde na party, ak pojde Kim.

P2: Jim pojde na party, len ak p6jde Kim.

P3: Sarah nepdjde bez Jima.

Schéma riesenia problémov pomocou logiky

neformalne vyroky neformalna otazka
l formalizacia l
formalna teoria formalny problém

(ne)splnitelnost, hladanie vetkych modelov,
vyplyvanie/nezavislost konkrétnych formul, ...

proces rieSenia formalneho problému
odpoved na formalny problém
\
interpretacia

odpoved na neformalnu otdzku

Logika prvého radu

Jazyk logiky prvého radu (FOL) je jeden zo zakladnych formalnych jazy-
kov, ktorym sa logika zaobera.

Do dnesnej podoby sa vyvinul koncom 19. a v prvej polovici 20. storocia —
G. Frege, G. Peano, C. S. Peirce.
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Vyrokové spojky + kvantifikatory V a 3.
D4 sa v riom vyjadrit vela zaujimavych tvrdeni, beZne sa pouZiva v ma-
tematike.
Ve>036>0..

Kalkuly — formalizacia usudzovania
Pre mnohé logické jazyky su zndme kalkuly — mnoZiny usudzovacich
pravidiel, ktoré su

korektné — odvodzuju iba logické dosledky,

uplné — umoziiuju odvodit vSetky logické dosledky.

Kalkuly st beZzné v matematike
+ na pocitanie s ¢islami, zlomkami (kalkul elementarnej aritmetiky),
« rieSenie linedrnych rovnic (kalkul linedrnej algebry),

« derivovanie, integrovanie, rieSenie diferencidlnych rovnic (kalkul ma-
tematickej analyzy)

St korektné, ale nie vzdy uplné.
Poznate uz aj jeden logicky kalkul — ekvivalentné tpravy.

0.2 O tomto kurze

Pristup k logike na tomto predmete

StredoSkolsky pristup prili§ neoddeluje jazyk vyrokov od jeho vyznamu
a vlastne ani jednu stranku nedefinuje jasne.

Prevedieme vas zakladmi matematickej a vypoctovej logiky pre (postupne
Coraz zloZitejSie) fragmenty jazykov logiky prvého radu.

Pojmy z logiky (vyrok, model, logicky dosledok, dokaz, ...) budeme de-
finovat matematicky (ako mnoziny, postupnosti, funkcie, . ..) zdanlivo budeme
ojednoduchych veciach hovorit zloZito, na praktickych cviceniach ako ddtové Struk-

tury.
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https://youtu.be/zV_wpj7ncps?t=3m49s

Budeme dokazovat ich vlastnosti a programovat algoritmy podla kon-
Struktivnych dékazov.

Budeme vyjadrovat vypoctové problémy v logickych jazykoch a hladat
ich rieSenia pomocou hotovych néstrojov na rieSenie logickych problémov.

Organizacia kurzu — rozvrh, kontakty, pravidla
Organizicia predmetu — rozvrh, kontakty a pravidla absolvovania — su
popisané na oficidlnej webovej strdnke predmetu:

1-AIN-412 https:/dai.fmph.uniba.sk/w/Course:Mathematics_4

1-INF-210 http:/www.dcs.fmph.uniba.sk/~mazak/vyucba/udml/

1 Atomické formuly

Jazyky logiky prvého radu
Logika prvého radu je trieda (rodina) formélnych jazykov.
Zdielaju:
« Casti abecedy — logické symboly (spojky, kvantifikatory)
« pravidla tvorby formul (slov)
LiSia sa v mimologickych symboloch — Cast abecedy, pomocou ktorej sa

tvoria najjednoduchsie — atomické formuly (atémy).

Atomické formuly a vyroky v prirodzenom jazyku

Atomické formuly logiky prvého rddu zodpovedaju pozitivnym jednodu-
chym vetdm o vlastnostiach, stavoch, vztahoch a rovnosti jednotlivych po-
menovanych objektov.

Priklady 1.1.
@ Milo bezi.
@ Jarka vidi Mila.

€@ Milo bezi, ale Jarka ho nevidi.

13


https://dai.fmph.uniba.sk/w/Course:Mathematics_4
http://www.dcs.fmph.uniba.sk/~mazak/vyucba/udml/

© Jarka vidi vSetkych.

@ 1Jarka dala Milovi Bobika v sobotu.
© Jarka nie je doma.

© Niekto je doma.

@ sSucet2a2je3.

@ Prezidentkou SR je Zuzana Caputova.

Individuové konstanty

Individuové konstanty st symboly jazyka logiky prvého radu, ktoré po-
menuvaja jednotlivé, pevne zvolené objekty.

Zodpovedaju pribliZne vlastnym mendm, jednozna¢nym pomenovaniam,
niekedy zdmenam; konstantdm v matematike a programovacich jazykoch.

Priklady 1.2. Jarka, 2, Zuzana_Caputova, sobota, T, ...
Individuové konstanty a objekty
Individuova konstanta

+ vZdy pomenuva skutocny, existujuci objekt (na rozdiel od vlastného mena
Zeus);

+ nikdy nepomenuva viac objektov (na rozdiel od vlastného mena Jarka).
Objekt

« modZe byt pomenovany aj viacerymi individuovymi kon§tantami (napr.

Prezidentka_SR a Zuzana_Caputova);

« nemusi mat Ziadne meno.

Predikatové symboly

Predikatové symboly st symboly jazyka logiky prvého radu, ktoré vyjad-
ruju vlastnosti alebo vztahy.

Jednoduché vety vslovencine maju podmetovii (subjekt) a prisudkovu Cast
(predikat):

14



Jarka vidi Mila.
podmet prisudok  predmet
podmetova Cast prisudkova cast

Do logiky prvého radu prekladdme takéto tvrdenie pomocou predikato-
vého symbolu vidi, ktory ma dva argumenty (,,podmety*): individuové kon-
Stanty Jarka a Milo.

Uloha argumentu v predikate je dand jeho poradim (podobne ako po-
zi¢né argumenty funkcii/metod v prog. jazykoch).

Arita predikatového symbolu
Predikatovy symbol ma pevne uréeny pocet argumentov — aritu.
VZdy musi mat prave tol'ko argumentov, aka je jeho arita.

Dohoda 1.3. Aritu budeme niekedy pisat ako horny index symbolu. Napri-
klad bezi', vidi?, dal*, <2.

Zamyslany vyznam predikatovych symbolov
Unarny predikatovy symbol (teda s aritou 1) zvy¢ajne oznacuje vilastnost,
druh, rolu, stav.

Priklady1.4.  pes(x) x jepes
Cierne(x) x je Cierne
bezi(x) x bezi

Bindrny, terndrny, ... predikatovy symbol (s aritou 2, 3, ...) zvy€ajne
oznacuje vztah svojich argumentov.
Priklady 1.5. vidi(x,y) x vidi y

dal(x,y,z,t) x dal(a/o) objektu y objekt z v ase ¢

Kategorickost vyznamu predikatovych symbolov

V beZnom jazyku €asto nie je celkom jasné, ¢i objekt ma alebo nem4 ne-
jaku vlastnost — kedy je niekto mlady?

Predikatové symboly predstavuju kategorické vlastnosti/vztahy — pre kazdy
objekt sa d4 jednoznacne rozhodniit, ¢i ma alebo nema tato vlastnost/vztah
s inym objektom ¢i inymi objektmi.

Vyznam predikatového symbolu preto ¢asto zodpovedd rovnakému slo-
venskému predikatu iba pribliZne.
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Priklad 1.6. Predikat mlad$i? méZe oznacovat vztah ,x je mladsi ako y“
presne.
Predikat mlady® zodpoved4 vlastnosti ,,x je mlady* iba priblizne.

Nekategorickymi vlastnostami sa zaoberaju fuzzy logiky. Predikaty v nich zachytavaja
vyznam tychto vlastnosti presnejsie.

Atomické formuly
Atomické formuly maju tvar

predikat(argument,, argument,, ... ,argument, ),

alebo
argument, = argument,,

pricom k je arita predikdtu, a argument,, ..., argument, su (nateraz) indi-
viduové konstanty.

Atomickd formula zodpovedd (jednoduchému) vyroku v slovencine, t.].
tvrdeniu, ktorého pravdivostna hodnota (pravda alebo nepravda) sa d4 jed-
noznacne urcit, lebo predikét oznacuje kategoricku vlastnost/vztah a individuové kon-
Stanty jednoznacne oznacuju objekty.

Formalizacia jednoduchych vyrokov

Formalizdcia je preklad vyrokov z prirodzeného jazyka do formélneho
logického jazyka.

Nie je to jednoznacny proces.

Vopred dany prvoradovy jazyk (konStanty a predikaty) sa snazime vyuzit
¢o najlepsie.
Priklad 1.7. Sformalizujme v jazyku s konStantami Evka, Jarka a Milo a pre-
dikatom vyssi? vyroky:

A;: Jarka je vysSia ako Milo.  ~  vyssi(Jarka, Milo)
A,: Evkaje nizSia ako Milo. w  vyssi(Milo, Evka)

Zanedbavame nepodstatné detaily — pomocné slovesa, predlozky, sklo-
novanie, rod, ...: x je vy$§i/vyssia/vyssie ako y w vyssi(x, y).
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Navrh jazyka pri formalizacii

Formalizacia spojend s ndvrhom vlastného jazyka je iterativna: Postupne
zistujeme, aké predikaty a konStanty potrebujeme, upravujeme predcha-
dzajuce formalizicie.

Priklady 1.8. A;: Jarka dala Milovi Bobika.

w dCarka) dalBebikattarka, ™Milo) dal(Jarka, Milo, Bobik)
A,: Evka dostala Bobika od Mila.

w dalBebikativito, Evka) dal(Milo, Evka, Bobik)
Aj;: Evka dala Jarke Cilku.

w dalCilkestvka, Jarka) dal(Evka, Jarka, Cilka)
A,: Bobik je pes.
~ pes(Bobik)

Navrh jazyka pri formalizacii

Minimalizujeme pocet predikatov, uprednostiiujeme flexibilnejsie, via-
cucelovejsie (dal® pred dalBobika? a dalCilku?).

Dosiahneme

« expresivnejsi jazyk (vyjadri viac mensim poctom prostriedkov),
« zrejmejSie logické vztahy vyrokov.

Podobné normalizacii databazovych schém.

1.1 Syntax atomickych formdil

Presné definicie
Cielom logiky je uvazovat o jazyku, vyrokoch, vyplyvani, dokazoch.
Vypoctova logika sa snaZi automaticky rieSit konkrétne problémy vyjad-
rené v logickych jazykoch.
Spol'ahlivé a overitelné uvahy a vypocty vyZaduju presnii dohodu na tom,
o ¢om hovorime — definiciu logickych pojmov (jazyk, vyrok, pravdivost, ... ).
Pojmy (napr. atomickd formula) mézZeme zadefinovat napriklad
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« matematicky ako mnoziny, n-tice, reldcie, funkcie, postupnosti, ...;

« informaticky tym, Ze ich naprogramujeme, napr. zadefinujeme triedu
AtomickaFormula v Pythone.

Matematicky jazyk je univerzalnejsi ako programovaci — abstraktne;jsi, me-

nej nie aZ tak podstatnych detailov.

Syntax atomickych formuil logiky prvého radu
Najprv sa musime dohodnut na tom, aké je syntax atomickych formul
logiky prvého radu:

« z ¢oho sa skladaju,
« Cim vlastne su,
« aku maju Struktaru.
Symboly jazyka atomickych formdl logiky prvého radu
Z ¢oho sa skladaja atomické formuly?

Definicia 1.9. Symbolmi jazyka £ atomickych formul logiky prvého radu su
mimologické, logické a pomocné symboly, pricom:
Mimologickymi symbolmi st

« individuové konstanty z nejakej neprazdnej spocitatelnej mnoZziny C
« a predikdtové symboly z nejakej spocitatelnej mnoziny P,

Jedinym logickym symbolom je = (symbol rovnosti).

Pomocnymi symbolmi su (, ) a, (Iava, prava zatvorka a Ciarka).

Mnoziny C; a P, su disjunktné. Pomocné symboly sa nevyskytuju v sym-
boloch z € ani P . Kazdému symbolu P € P je priradend arita ar;(P) €
N*.
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Abeceda jazyka atomickych formul logiky prvého radu

Na Uvode do teoretickej informatiky/Formdalnych jazykoch a automa-
toch by ste povedali, Ze abecedou jazyka £ atomickych formul logiky prvého
raddujeZ, = C, UP, U{Z,(,), .}

V logike sa vic¢§inou pojem abeceda nepouziva, pretoze potrebujeme roz-
liSovat rozne druhy symbolov.

Namiesto abeceda jazyka £ hovorime mnozina vsetkych symbolov jazyka £
alebo len symboly jazyka L.

Na zépise mnoziny X, v8ak lahko vidime, ¢im sa r6zne jazyky atomic-
kych formul logiky prvého radu od seba liSia a ¢o maju spolo¢né.

Priklady symbolov jazykov atomickych formdl logiky prvého radu

Priklad 1.10. Priklad o detoch a zvieratkdch sme sformalizovali v jazyku
L4,, v ktorom

C,, = {Bobik, Cilka, Evka, Jarka, Milo},
?Ldz = {dal, pes}a ar’cdz(dal) = 3, arﬂdz(pes) = 1.

Priklad 1.11. Priklad o navStevnikoch party by sme mohli sformalizovat
v jazyku L.y, kde
@mey = {Kim, Jim, Sarah},
?mey = {pride}, arﬁpmy(prl'de) =1.
Oznacenia symbolov
Ked' budeme hovorit o l'ubovolnom jazyku £, ¢asto budeme potrebovat
nejak oznacit niektoré jeho konStanty alebo predikaty, aj ked nebudeme
vediet, aké konkrétne symboly to st.
Na oznacenie symbolov pouzijeme meta premenné: premenné v (mate-
matickej) slovenc¢ine, pomocou ktorych budeme hovorit o (po grécky meta)
tychto symboloch.

Dohoda 1.12. Individuové konStanty budeme spravidla oznacovat meta pre-
mennymi a, b, ¢, d s pripadnymi dolnymi indexmi.

Predikatové symboly budeme spravidla oznacovat meta premennymi P,
Q, R s pripadnymi dolnymi indexmi.
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Atomické formuly jazyka
Co su atomické formuly?

Definicia 1.13. Nech £ je jazyk atomickych formul logiky prvého radu.

Rovnostny atém jazyka £ je kazda postupnost symbolov ¢; = c,, kde ¢;
a ¢, su individuové konstanty z C .

Predikdtovy atém jazyka £ je kazda postupnost symbolov P(cy, ..., c,),
kde P je predikatovy symbol z P, s aritou n a cy, ..., ¢, st individuové
konstanty z C.

Atomickymi formulami (skratene atomami) jazyka £ sihrnne nazyvame
vSetky rovnostné a predikatové atomy jazyka £.

Mnozinu vSetkych atdmov jazyka £ oznacujeme A ..

Slova jazyka atomickych formdl logiky prvého radu

Na Uvode do teoretickej informatiky by ste povedali, Ze jazyk £ atomic-
kych formul logiky prvého radu nad abecedou 2, = C;, U P, U{=,(,),,} je
mnoZina slov

{ci=cla €€}
uU{P(cy,...,c,) | P € P, ar.(P) =n,c; € Cyg,...,c, €EC }

V logike sa jazyk takto nedefinuje, pretoZe potrebujeme rozliSovat rézne
druhy slov.

Priklady atémov jazyka

Priklad 1.14. V jazyku £ 4,, kde C; = {Bobik, Cilka, Evka, Jarka, Milo}, P =
{dal, pes}, ar (dal) = 3, ar; (pes) = 1, st okrem inych rovnostné atomy:

Bobik = Bobik Cilka = Bobik
Evka = Jarka Bobik = Cilka

a predikatové atémy:

pes(Cilka) dal(Cilka, Milo, Bobik) dal(Jarka, Evka, Milo).
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Atémy ako triedy

Atom
args: list(Constant)

Atom(args: list(Constant))

AN

EqualityAtom PredicateAtom
predSym: string
EqualityAtom(lhs: Constant, rhs: PredicateAtom(predSym: string,
Constant) args: List(Konstanta))

1.2 Sémantika atomickych formul

Vyhodnotenie atomickej formuly

Ako zistime, ¢i je atomicka formula pes(Bobik) pravdiva v nejakej situacii
(napriklad u babky Evky, Jarky a Mila na dedine)?

Pozrieme sa na tato situéciu a zistime:

1. aky objekt b pomentiva konstanta Bobik;
2. aku vlastnost p oznacuje predikat pes;

3. Ciobjekt b m4 vlastnost p.

Evka
Jarka 4>i i ‘
) §
=

Milo

w Cilka

Bobik
T pes
Vyhodnotenie atomickej formuly

Ako mdzeme tento postup matematicky alebo informaticky modelovat?
Potrebujeme:

= D <

« matematicky/informaticky model situdcie (stavu vybranej Casti sveta),
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« postup na jeho pouZzitie pri vyhodnocovani pravdivosti formul.

Matematicky model stavu sveta

Ako moZeme matematicky popisat nejaku situdciu tak, aby sme pomo-
cou tohto popisu mohli vyhodnocovat atomické formuly v nejakom jazyku
logiky prvého rddu £7?

Matematicky model stavu sveta
Potrebujeme vediet:
« ktoré objekty st v popisovanej situdcii pritomné,

» mnoZina vSetkych tychto objektov — doména;

+ jednoznacné priradenie vyznamu vSetkym individuovym konStantam
a predikdtom z jazyka £

» interpretacnd funkcia;

« pre kazdu individuovu konS$tantu c z jazyka £, ktory objekt z domény
konStanta ¢ pomentva,

« pre kazdy unarny predikat P zjazyka £, ktoré objekty z domény maju
vlastnost oznacenu predikatom P,
» tvoria podmnoZinu domény;

 pre kazdy n-arny predikat R z jazyka £, n > 1, ktoré n-tice objektov
z domény st vo vztahu ozn. pred. R,

» tvoria n-drnu reldaciu na doméne.

Struktura pre jazyk

Definicia 1.15. Nech £ je jazyk atomickych formul logiky prvého radu.
Strukturou pre jazyk £ (niekedy interpretdaciou jazyka £)nazyvame dvoj-
icu M = (D, 1), kde D je I'ubovolna neprdzdna mnozina nazyvana doména
Struktury M; i je zobrazenie, nazyvané interpretacénd funkcia Struktury M,
ktoré
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+ kazdej individuovej konstante c jazyka £ prirad'uje prvok i(c) € D;

« kazdému predikatovému symbolu P jazyka £ s aritou n priraduje
mnozinu i(P) C D".

Dohoda 1.16. Struktary oznacujeme velkymi pisanymi pismenami M, NV,

Priklad Struktuary
Evka
Jarka %i i *
Milo Y /ﬁ‘ w Cilka

1
= i Bobl’k
pes
Priklad 1.17.

=00, D=4 o B v A e &b )
i(Bobik) = ¥ i(Cilka) = ¥
i(Evka) = & iQarka) =8 i(Milo) = Y
i(pes) = { vy, ¥}

i(da) = {(¥. %, ). (§. 8, v) (3.8, W)

Struktura ako informaticky objekt

Struktaru sme definovali pomocou matematickych objektov.

Aky informaticky objekt sa podoba na Struktaru?

Databdza:

Predikatové symboly jazyka ~ velmi zjednoduSena schéma DB (arita ~
pocet stipcov)

Interpretacia predikatovych symbolov ~ konkrétne tabulky s datami
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i(pest) i(dal®)

j' jq

(e =Ie = | —
e e (o
% % % -

Struktiry — upozornenia
Struktur pre dany jazyk je nekonecne vela.
Doména Struktary

« moze mat l'ubovolné prvky;
« nijak nestvisi s intuitivnym vyznamom interpretovaného jazyka;
« moZe byt nekonecnd.

Interpreticia symbolov konStant:
« kazdej konstante je priradeny objekt domény;
« nie kazdy objekt domény musi byt priradeny nejakej konstante;
« rdznym konStantdm moéZe byt priradeny rovnaky objekt.

Interpretacie predikatovych symbolov mézu byt nekonecné.

Priklad 1.18 (Struktura s nekone¢nou doménou). M = (N, i) i(pes) =
{2n|neN} i(da) ={(n,m,n+m) | n,m € N}
i(Bobik) =0  i(Cilka) =1 i(Evka) =3 i(Jarka)=5 i(Milo)=0

Pravdivost atomickej formuly v Strukture
Ako zistime, ¢i je atomicka formula pravdiva v Struktare?

Definicia 1.19. Nech M = (D, i) je Strukttra pre jazyk £ atomickych for-
mul jazyka logiky prvého radu.

Rovnostny atém c¢; = c, jazyka £ je pravdivy v Struktiire M vtedy a len
vtedy, ked i(c;) = i(cy).
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Predikatovy atém P(cy, ...,c,) jazyka £ je pravdivy v Struktiire M vtedy
a len vtedy, ked (i(cy), ..., i(c,,)) € i(P).

Vztah atom A je pravdivy v Struktiire M skratene zapisujeme M F A.
Hovorime aj, Ze M je modelom A.

Vztah atém A nie je pravdivy v Struktiire M zapisujeme M ¥ A. Hovorime
aj, Ze A je nepravdivy v M a M nie je modelom A.

Priklad 1.20 (Urcenie pravdivosti atébmov v Strukture).

. ° o
=00, D=4 3 B A R
i(Bobik) = v i(Cilka) = o}
i(Evka) =&  i(Jarka)=8  i(Milo) =Y
i(pes) = { vy, v}
. 0 o @© [
(CHES ERONCY RINCY ¥O]
Atom pes(Bobik) je pravdivy v §trukture M, t.j.,, M F pes(Bobik), lebo
objekt i(Bobik) = ¥ je prvkom mnoziny {y¥, v} = i(pes).
Atom dal(Evka, Jarka, Cilka) je pravdivy v M, t.j., M E dal(Evka, Jarka, Cilka),
lebo (i(Evka), i(Jarka), i(Cilka)) = (&, §, %) € i(dal).
Atém Cilka = Bobik nie je pravdivy v M, t.j., M E Cilka = Bobik, lebo
i(Cilka) = ¥ # ¥ = i(Bobik).

1.3 Zhrnutie

Zhrnutie

+ Logika prvého radu je rodina formélnych jazykov.

« Kazdy jazyk logiky prvého raddu je dany neprazdnou mnoZinou indi-
viduovych kon§tdnt a mnoZinou predikatovych symbolov.
» Atomické formuly s zdkladnymi vyrazmi prvorddového jazyka.

- Postupnosti symbolov P(cy, ..., c,) (predikatové) a ¢; = ¢, (rov-
nostné).
- Zodpovedaju pozitivhym jednoduchym vyrokom o vlastnostiach,

stavoch, vztahoch, rovnosti jednotlivych pomenovanych objek-
tov.
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« Vyznam jazyku déava Struktira — matematicky opis stavu sveta
- Sklada sa z neprdzdnej domény a z interpretacnej funkcie.
- KonStanty interpretuje ako prvky domény.
- Predikaty interpretuje ako podmnoZiny domény/relacie na do-

meéne.

« Pravdivost atému ur¢ime interpretovanim argumentov a zistenim, ¢i
je vyslednd n-tica objektov prvkom interpretacie predikatu, resp. pri
rovnostnom atéme, ¢i sa objekty rovnaju.
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2. prednaska
Vyrokovologické spojky

Rekapitulacia
Minuly tyzden sme si povedali:

« Co su symboly jazyka atomickych formul logiky prvého radu;
« Co su atomické formuly;

« Cosu Struktary:

modely stavu sveta,

neprazdna doména + interpretacnd funkcia,

konstanty oznacuju objekty,

predikaty oznacuju vztahy a vlastnosti;
« kedy st atomické formuly pravdivé v danej Strukture.
« Jazyk atomickych formul je oproti slovencine vel'mi slaby:.

« Mo6zu byt pravdivé vo vel'mi ¢udnych Struktarach.

2 Vyrokovologické spojky

Vyrokovologické spojky
Atomické formuly logiky prvého raidu méZeme spdjat do zloZitejSich tvr-
deni vyrokovologickymi spojkami.

« Zodpovedaju spojkam v slovencine, ktorymi vytvarame stvetia.

« Vyznamom spojky je vZdy boolovska funkcia, teda funkcia na pravdi-
vostnych hodnotéach spajanych vyrokov. Pravdivostnd hodnota zloZe-
ného vyroku zavisi iba od pravdivostnych hodno6t podvyrokov.

Priklad 2.1. Negécia, konjunkcia, disjunkcia, implikacia, ekvivalencia, ...
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Nevyrokovologické spojky

Negativny priklad
Spojka pretoZe nie je vyrokovologicka.

Dokaz. UvaZujme o vyroku ,,Karol je doma, pretoZe Jarka je v Skole“.

Je pravdivy v situ4cii: Je 18:00 a Karol je doma, aby nakimil psika. Ten by
inak musel ¢akat na Jarku, ktord $la dopoludnia do $koly a vrati aZ o 19:30.

Nie je pravdivy v situdcii: Jarka iSla rdno do Skoly, ale Karol ostal doma,
lebo je chory. S Jarkinou pritomnostou v §kole to nesuvisi.

V oboch situéciach su vyroky ,,Karol je doma*“ aj ,,Jarka je v skole“ prav-
divé, ale pravdivostnd hodnota zloZeného vyroku je rézna. Nezdvisi iba od
pravdivostnych hodnét podvyrokov (ale od existencie vztahu pricina-ndsledok
medzi nimi).

Spojka pretoZe teda nie je funkciou na pravdivostnych hodnotéach. O

2.1 Boolovské spojky

Negacia
Negdacia — je undrna spojka — ma jeden argument, formulu.
Zodpoveda vyrazom nie, ,nie je pravda, Ze ... “, predpone ne-.
Lubovol'ne vnératelna.

Formula vytvorend negaciou sa nezdtvorkuje.
Okolo argumentu negacie nepriddvame zatvorky, ale moZe ich mat on
sam, ak to jeho Struktara vyZaduje.
Priklad 2.2.
—doma(Karol) Karol nie je doma.
—Jarka = Karol Jarka nie je Karol.
——=poslicha(Cilka) Nie je pravda, Ze nie je pravda,
Ze Cilka neposlucha.

(=dematKarol)) nespravna

- o syntax

Konjunkcia
Konjunkcia A je bindrna spojka.
Zodpoveda spojkam a, aj, i, tiez, ale, avsak, no, hoci, ani, ba (aj/ani), ...
Formalizujeme riou zlucovacie, stupriovacie a odporovacie suvetia:
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Jarka je doma aj Karol je doma.
(doma(Jarka) A doma(Karol))

Jarka je v Skole, no Karol je doma.
(v_Skole(Jarka) A doma(Karol))

+ Ani Jarka nie je doma, ani Karol tam nie je.
(—~doma(Jarka) A ~doma(Karol))

Nielen Jarka je chord, ale aj Karol je chory.
(chory(Jarka) A chory(Karol))

Zlozenu formulu vzdy zdtvorkujeme.
Formalizacia viacnasobnych vetnych ¢lenov konjunkciou
Zlucovacie viacnasobné vetné ¢leny tiez formalizujeme ako konjunkcie:

« Jarka aj Karol st doma.
(doma(Jarka) A doma(Karol))

« Karol sa potkol a spadol.
(potkol_sa(Karol) A spadol(Karol))

« Jarka dostala Bobika od mamy a otca.
(dostal(Jarka, Bobik, mama) A dostal(Jarka, Bobik, otec))

Podobne (jednoduché a viacnasobné zlucovacie) privlastky vlastnosti:

« Eismann je rusky Spion.
(Rus(Eismann) A spion(Eismann))

« Bobik je maly ¢ierny psik.
((maly(Bobik) A &ierny(Bobik)) A pes(Bobik))

Stratené v preklade
ZlucCovacie suvetia niekedy vyjadruja ¢asovu naslednost, ktora sa pri pria-
mociarom preklade do logiky prvého radu strdca:

« Jarka a Karol sa stretli a i$li do kina. (stretli_sa(Jarka, Karol) A
(do_kina(Jarka) A do_kina(Karol)))
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« JarkaaKarol i§li do kina a stretli sa. ((do_kina(Jarka)Ado_kina(Karol)) A
stretli_sa(Jarka, Karol))

Disjunkcia

Disjunkcia V je bindrna spojka, ktord zodpoveda spojkdm alebo, ¢i v ink-
luzivnom vyzname (moZu nastat aj obe moznosti). Inkluzivnu disjunkciu
vyjadruje tiez ,,alebo aj/i“ a Castice respektive, eventudlne, popripade, pri-
padne.

Disjunkciou formalizujeme vylucovacie suvetia s inkluzivnym vyznamom:

« Jarka je doma alebo Karol je doma.
(doma(Jarka) v doma(Karol))

+ Bobika kupe Jarka, pripadne ho kupe Karol. (kipe(Jarka, Bobik) Vv
kupe(Karol, Bobik))

ZloZenu formulu vZdy zdtvorkujeme.
Formalizacia viacnasobnych vetnych ¢lenov disjunkciou

Viacnasobné vetné ¢leny s vylu¢ovacou spojkou (v inkluzivnom vyzname)
tiez prekladdme ako disjunkcie:

+ Doma je Jarka alebo Karol. (doma(Jarka) v doma(Karol))
« Jarka je doma alebo v §kole. (doma(Jarka) Vv v_Skole(Jarka))

« Jarka dostala Bobika od mamy alebo otca. (dostal(Jarka, Bobik, mama)v
dostal(Jarka, Bobik, otec))

+ Bobik je ¢ierny ¢i tmavohnedy psik. ((éierny(Bobl'k)vtmavohnedy(Bobl'k))A
pes(Bobik))

Exkluzivna disjunkcia
Konstrukcie ,,bud’..., alebo...“, ,bud ..., bud ... “, ,alebo..., alebo...*
spravidla (v matematike vzdy) vyjadruju exkluzivau disjunkciu.

« Bud je batéria vybita alebo svieti kontrolka.
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Exkluzivnu disjunkciu mézeme vyjadrit zloZitejSou formulou:

((vybité(batéria) V svieti(kontrolka)) A
=(vybita(batéria) A svieti(kontrolka))).

Niekedy aj samotné alebo spdja moznosti, o ktorych vieme, Ze st vza-
jomne vyluéné (na zaklade znalosti o fungovani domény alebo z kontextu):

« Jarkasanachddza doma alebo v $kole. (Nemo6Ze byt sucasne na dvoch
miestach.)

Vid Znalosti na pozadi dalej.

Jednoznaénost rozkladu

Formuly s bindrnymi spojkami su vZdy uzatvorkované. Daju sa jedno-
znacne rozlozit na podformuly a interpretovat.

Slovenské tvrdenia so spojkami nie st vzZdy jednoznacné:

« Karol je doma a Jarka je doma alebo je Bobik Stastny.

© ((doma(Karol) A doma(Jarka)) V $tastny(Bobik))
© (doma(Karol) A (doma(Jarka) V $tastny(Bobik)))

« Karol je doma alebo Jarka je doma a Bobik je $tastny.

© ((doma(Karol) v doma(Jarka)) A stastny(Bobik))

© (doma(Karol) v (doma(Jarka) A 3tastny(Bobik)))

Jednoznacnost rozkladu v slovencine
Slovenc¢ina ma prostriedky podobné zatvorkam:

» Viacnasobny vetny ¢len (+obaja, niekto z):
- Karol aj Jarka st (obaja) doma alebo je Bobik Stastny.
((doma(Karol) A doma(Jarka)) V $tastny(Bobik))
- Doma je Karol alebo Jarka a Bobik je Stastny.
Niekto z dvojice Karol a Jarka je doma a Bobik je Stastny.
((doma(Karol) v doma(Jarka)) A $tastny(Bobik))
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« Kombinécie spojok bud'..., alebo..., alebo ...;qaj...,aj...;ani..
ani...; apod.

L]

- Karol je doma a bud' je doma Jarka, alebo je Bobik $tastny,
alebo jedno aj druhé. Aj Karol je doma, aj je doma Jarka alebo
je Bobik Stastny.
(doma(Karol) A (doma(Jarka) Vv $tastny(Bobik)))

- Bud je doma Karol, alebo je doma Jarka a Bobik je Stastny,
alebo aj aj. (doma(Karol) v (doma(Jarka) A $tastny(Bobik)))

Oblast platnosti negacie

Vyskyt negicie sa vztahuje na najkratsiu nasledujiicu formulu — oblast
platnosti tohto vyskytu.

+ ((—doma(Karol) A doma(Jarka)) V stastny(Bobik))
+ (= (doma(Karol) A doma(Jarka)) V $tastny(Bobik))

Argument negicie je uzdtvorkovany prdve vtedy, ked je priamo vytvoreny
bindrnou spojkou:

Q -~ ( doma(Karol) A doma(Jarka) )

@ - (—~(doma(Karol) A doma(Jarka)) )
Negacia rovnostného atému

Rovnost nie je spojka, preto:

@ - Jarka = Karol — Jarka nie je Karol.

© - (Jarka = Karol)

Zatvorky su zbyto¢né, lebo Citanie ,,«Nie je pravda, Ze Jarka» sa rovnd Ka-
rol“ je nezmyselné:

1. Syntakticky: Negicia sa vztahuje na formulu. KonS$tanta nie je for-
mula, rovnost s oboma argumentmi je.
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2. Sémanticky: Negdcia je funkcia na pravdivostnych hodnotach. Kon-
Stanty oznacuju objekty domény. Objekty nie st pravdivé ani neprav-
divé.

Dohoda 2.3. Formulu =7 = g budeme skratene zapisovat 7 # o.

2.2 Implikacia

Implikacia

Implikacia — je binarna spojka priblizne zodpovedajuca podmienkovému
podradovaciemu suvetiu ak ..., tak ....

Vo formule (A — B) hovorime podformule A antecedent a podformule B
konzekvent.

Formula vytvorend implikéaciou je nepravdiva v jedinom pripade: antece-
dent je pravdivy a konzekvent nepravdivy.

t. Tomuto vyznamu nezodpovedaju vSetky stvetiaak ..., tak...:

Napr. veta ,,Ak by Sarah prisla, Jim by prifiel tiez“ je nepravdiva, ked tiou chceme povedat,
Ze si myslime, Ze i§li rovnakym autobusom, ale v skuto¢nosti Jim isiel inym a zmeskal ho.

Implikacia plne nevystihuje pripady, ked ak ..., tak ... vyjadruje (neboolovsky) vztah
pric¢ina-nasledok (ako pretoZe).

Ked'..., potom... m4 ¢asto vyznam ¢asovej naslednosti, ktory implikacia tiezZ nepostihuje.

Nutna a postacujuca podmienka
Implikaciu vyjadruju aj suvetia:
Jim pride, ak pride Kim. Jim pride, iba ak pride Kim.

Vedlajsie vety (pride Kim) st podmienkami hlavnej vety (Jim pride).
Ale je medzi nimi podstatny rozdiel:

Jim pride, ak pride Kim. Jim pride, iba ak pride Kim.
postacujuca nutnd
podmienka podmienka

Postacujtiica podmienka
Jim pride, ak pride Kim.

+ Na to, aby priSiel Jim, sta¢i, aby prisla Kim.
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+ Teda, ak pride Kim, tak pride aj Jim.
+ Nepravdivé, ked Kim pride, ale Jim nepride.
» Zodpoveda teda (pride(Kim) — pride(Jim)).

Vo vSeobecnosti:
A, ak B. w> (B—- A)

Iné vyjadrenia:
« Jim pride, pokial pride Kim.
Nutna podmienka
Jim pride, iba ak pride Kim.

» Na to, aby priSiel Jim, je nevyhnutné, aby prisla Kim, ale nemusi to
stacit.

 Teda, ak Jim pride, tak pride aj Kim.

» Nepravdivé, ked Jim pride, ale Kim nepride.

» Zodpoveda teda (pride(Jim) — pride(Kim)).
Vo vSeobecnosti:

A, iba ak B. w> (A - B)

Iné vyjadrenia:

« Jim pride, iba pokial s Kim.

« Jim pride iba spolu s Kim.

« Jim nepride bez Kim.
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Nutna a postacujica podmienka rukolapne
Urcite by sa vim pacilo, keby z pravidiel predmetu vyplyvalo:

Z logiky prejdete, ak odovzdate vSetky domace ulohy.
Stacilo by odovzdat ulohy a nebolo by nutné urobit nic¢ iné.
Zial, z nagich pravidiel vyplyva:
Z logiky prejdete, iba ak odovzdate vSetky doméce ulohy.

Odovzdat ulohy je nutné, ale na prejdenie to nestaci.
Suvetia formalizované implikaciou
(A - B) formalizuje (okrem inych) zloZené vyroky:

« Ak A, tak B.

« Ak A, tak aj B.

« Ak A, B.

« Pokial A, [tak (aj)] B.

+ A, iba/len/jedine ak/pokial(/ked’) B.

» A nastane iba spolu s B.

+ A nenastane bez B.

+ B, ak/pokial(/ked) A.

2.3 Ekvivalencia

Ekvivalencia

Ekvivalencia < vyjadruje, Ze tiou spojené vyroky maja rovnaku pravdi-
vostnu hodnotu.

Zodpoveda slovenskym vyrazom ak a iba ak; vtedy a len vtedy, ked'’; prdve
vtedy, ked’; rovnaky ... ako...;taky ... ako....

« Jim pride, ak a iba ak pride Kim. (pride(Jim) < pride(Kim))
« Cislo n je parne préave vtedy, ked n? je parne. (parne(n) < parne(n?))

« Miiller je taky Nemec, ako je Stirlitz Rus. (Nemec(Mdiller) « Rus(Stirlitz))
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Ekvivalencia

Ekvivalencia (A < B) zodpoveda tvrdeniu, Ze A je nutnou aj postacuju-
cou podmienkou B.

Budeme ju preto povaZovat za skratku za formulu

((A—= B)A(B - A)).

Dalsie spojky a vetné konstrukcie
V slovencine a inych prirodzenych aj umelych jazykoch sa daju tvorit aj
ovela komplikovanejSie podmienené tvrdenia:

« Karol je doma, ak je Jarka v Skole, inak ma Jarka obavy.

« Karol je doma, ak je Jarka v Skole, inak mé Jarka obavy, okrem pripa-
dov, ked je Bobik s nim.

Vyrokovologické spojky sa daju vytvorit aj pre takéto konstrukcie, ale vac-
Sinou sa to nerobi.

Na ich vyjadrenie stacia aj zdkladné spojky. Mohli by sme pre ne vymys-
liet oznacenie a povazovat aj ako skratky, podobne ako ekvivalenciu.

2.4 Syntax vyrokovologickych formul

Syntax a sémantika formul s vyrokovologickymi spojkami

Podobne ako pri atomickych formulach, aj pri formulach s vyrokovolo-
gickymi spojkami potrebujeme zadefinovat — presne a zavdzne — ich syntax
(skladbu) a sémantiku (vyznam).

Niektoré definicie preberieme, iné rozsirime alebo modifikujeme, d'alSie
pridame.

Syntax vyrokovologickych formul logiky prvého radu Specifikuje:
« z ¢oho sa skladaju,

+ ¢im su a aku maju Strukturu.
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Symboly vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu

Definicia 2.4. Symbolmi jazyka L vyrokovologickej casti logiky prvého radu
su:

mimologické symboly, ktorymi su
« individuové konstanty z nejakej nepradzdnej spocitatelnej mno-
Ziny C,
« a predikdtové symboly z nejakej spocitatelnej mnoziny P ;

logické symboly, ktorymi su

« vyrokovologické spojky -, A, V, = (nazyvané, v uvedenom poradi, sym-
bol negdcie, symbol konjunkcie, symbol disjunkcie, symbol implikacie);

« a symbol rovnosti =;
pomocné symboly (,) a, (lava zatvorka, prava zatvorka a Ciarka).

MnoZiny C, a P, su disjunktné. Pomocné ani logické symboly sa nevys-
kytuju v symboloch z €, ani P,. KaZdému symbolu P € P, je priradend
arita ar;(P) € N*.

Atomické formuly
Definicia atomickych formul je takmer rovnak4 ako doteraz:

Definicia 2.5. Nech £ je jazyk vyrokovologickej asti logiky prvého radu.

Rovnostny atém jazyka £ je kazda postupnost symbolov ¢; = c,, kde ¢;
a ¢, su individuové konstanty z C .

Predikatovy atom jazyka £ je kazda postupnost symbolov P(cy, ...,c,),
kde P je predikatovy symbol z P, s aritou n a cy, ..., ¢, su individuové
konstanty z C.

Atomickymi formulami (skratene atomami) jazyka £ sihrnne nazyvame
vSetky rovnostné a predikatové atomy jazyka £.

MnoZinu vSetkych atémov jazyka £ oznacujeme A ..
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Co s vyrokovologické formuly?
Majme jazyk £, kde €, = {Kim, Jim, Sarah} a P, = {pride'}.
Co su formuly tohto jazyka?

« Samotné atomy, napr. pride(Sarah).

Negacie atbmov, napr. —pride(Sarah).

Atomy alebo aj ich negéacie spojené spojkou, napr. (—~pride(Kim)vpride(Sarah)).

+ Ale negovat a spdjat spojkami moZeme aj zloZitejSie formuly, napr.
(=(pride(Kim) A pride(Sarah)) — (=pride(Kim) v —pride(Sarah))).

Ako to presne a tplne popiseme?
Co st vyrokovologické formuly?

Ako presne a uplne popiseme, ¢o je formula?
Induktivnou definiciou:

1. Povieme, ¢o st zdkladné formuly, ktoré sa nedaju rozdelit na mensSie
formuly.

» Podobne ako baza pri matematickej indukcii.

2. OpiSeme, ako sa z jednoduch$ich formul skladaju zloZitejsie.

» Podobne ako indukény krok pri matematickej indukcii.

3. Zabezpecime, Ze ni€ iné nie je formulou.

Formuly jazyka vyrokovologickej Casti logiky prvého radu

Definicia 2.6. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
MnoZina & formul jazyka £ je (3.) najmensia mnozina postupnosti sym-
bolov, ktora spiiia vietky nasledujiice podmienky:

1. Kazdy atom z A je formulouz &;.

2.1. Ak A patrido £, tak aj postupnost symbolov —A patri do £, a nazy-
vame ju negdcia formuly A.

38



2.2. Ak AaBsuv &, tak aj postupnosti symbolov (AAB), (AVB)a(A —
B) patria do & a nazyvame ich postupne konjunkcia, disjunkcia a implikdcia
formul A a B.

Kazdy prvok A mnoZziny € nazyvame formulou jazyka £.

Dohody - Vytvorenie formuly

Dohoda 2.7. Formuly oznacujeme meta premennymi A, B,C,X,Y, Z, podla
potreby aj s dolnymi indexmi.

Dohoda 2.8. Pre kazdu dvojicu formul A, B € &, je zapis (A « B) skratka

za formulu ((A — B) A (B = A)).
Technicky (- < -): &, — &, funkcia na formulach definovana ako (A < B) = ((4 —

B) A (B = A)) pre kazdé dve formuly A a B.

Priklad 2.9. Ako by sme podla definicie 2.6 mohli dok4zat, Ze (—pride(Kim) —
(pride(Jim) v prl'de(Sarah))) je formula? Teda, ako by sme ju podla defini-

cie 2.6 mohli vytvorit?
Indukcia na konstrukciu formuly

Veta 2.10 (Princip indukcie na kons$trukciu formuly). Nech P je lubovolnd
vilastnost formul (P C & ). Ak plati sucasne

1. kazdy atém z A, ma vlastnost P,
2.1. ak formula A ma vlastnost P, tak aj A ma vlastnost P,

2.2. ak formuly A a B maju vlastnost P, tak aj kazdd z formul (A A B),
(AV B)a(A — B) mavlastnost P,

tak vsetky formuly maju vlastnost P (P = &).

Vytvarajlica postupnost

Definicia 2.11. Vytvdrajiicou postupnostou nad jazykom £ vyrokovologic-
kej casti logiky prvého raddu je I'ubovolna konecnd postupnost A, ..., 4,
postupnosti symbolov, ktorej kazdy ¢len
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« jeatom z A, alebo

« ma tvar 7 A, pricom A je niektory predchadzajuci ¢len postupnosti,
alebo

» ma jeden z tvarov (A A B), (A V B), (A — B), kde A a B su niektoré
predchadzajace ¢leny postupnosti.

Wytvarajticou postupnostou pre X je l'ubovolnd vytvarajuca postupnost,
ktorej poslednym prvkom je X.
Formula a existencia vytvarajlcej postupnosti

Tvrdenie 2.12. Postupnost symbolov A jevyrokovologickou formulou vt exis-
tuje vytvdrajtica postupnost pre A.

Osnova dokazu. (=) Indukciou na konstrukciu formuly
(&) Indukciou na dizku vytvarajiicej postupnosti O

vit skracuje ,,vtedy a len vtedy, ked'*.
Vytvarajucu postupnost by sme mohli pouzit na alternativnu definiciu
formul.

(Ne)jednoznacnost rozkladu formul vyrokovej logiky
Co keby sme zadefinovali ,,formuly* takto?

Definicia ,.,formul“ !
Nech £ je jazyk vyrokovologickej Casti logiky prvého rddu. Mnozina &,
Lformul® jazyka £ je (3.) najmensia mnoZina postupnosti symbolov, ktora
spifia vSetky nasledujtice podmienky:

1. Kazdy atom z A je ,,formulou“z .
2.1. Ak A patrido &, tak aj postupnost symbolov —A patrido &.

2.2. Ak AaBsuv &, tak aj postupnosti symbolovAAB,AVBaA — B
patriado &,.

2.3. ak A patri do &, tak aj postupnost symbolov (A) jev E;.
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Kazdy prvok A mnoziny €, nazyvame ,formulou® jazyka £.
Co znamen4 ,,formula“ (pride(Jim) — pride(Kim) — =pride(Sarah))?
Formulu by sme mohli ¢itat ako A = (pride(Jim) — (pride(Kim) —
—pride(Sarah))) alebo ako B = ((pride(Jim) — pride(Kim)) — —pride(Sarah)).
Citanie A hovori, Ze Sarah nepride, ak pridu Jim a Kim stucasne. To ne-
plati v prdve jednej situdcii: ked vSetci pridu.
Citanie B hovori, Ze Sarah nepride, ak alebo nepride Jim alebo pride Kim.
To vSak neplati v aspori dvoch rdznych situdcidch: ked pridu vSetci a ked
pride Sarah a Kim, ale nie Jim.

Jednoznacnost rozkladu formil vyrokovej logiky
Pre nasu definiciu formul plati:

Tvrdenie 2.13 (o jednoznacnosti rozkladu). Pre kazdu formulu X € &,
v jazyku L plati prdve jedna z nasledujticich mozZnosti:

« Xjeatomz A,.
« Existuje prdve jedna formula A € & takd, Ze X = —A.

» Existuju prave jedna dvajica formul A, B € &, a jedna spojka b €
{A,V, >} také, Ze X = (A b B).

Problémy s vytvarajlicou postupnostou
Vytvérajuca postupnost popisuje konstrukciu formuly podl'a definicie for-
maul:
pride(Jim), pride(Sarah), —pride(Jim), pride(Kim),
—pride(Sarah), (—pride(Jim) A pride(Kim)),
((—pride(Jim) A pride(Kim)) — —pride(Sarah))
ale

« moZe obsahovat ,,zbytocné* prvky;

« nie je jasné ktoré z predchadzajucich formul sa bezprostredne pouZziju
na vytvorenie nasledujucej formuly.

Akou ,,datovou Strukturou“ vieme vyjadrit konStrukciu formuly bez tychto
problémov?
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Vytvarajlci strom
Konstrukciu si vieme predstavit ako strom:

((—pride(Jim) A pride(Kim)) — —pride(Sarah))

(—pride(Jim) A pride(Kim)) —pride(Sarah)
—pride(Jim) pride(Kim) pride(Sarah)
pride(Jim)

Takéto stromy volame vytvdrajiice.

Ako ich presne a vSeobecne popiSeme — zadefinujeme?
Podobne ako sa definuje napr. binarny vyhl'adavaci strom.
Vytvarajuci strom formuly

Definicia 2.14. Vytvdrajuci strom T pre formulu X je bindrny strom obsa-
hujuci v kazdom vrchole formulu, pricom plati:

 vkoreni T je formula X,

« ak vrchol obsahuje formulu —A, tak ma prave jedno dieta, ktoré ob-
sahuje formulu A,

+ ak vrchol obsahuje formulu (A b B), kde b je jedna z bindrnych spo-
jok, tak ma dve deti, pricom lavé dieta obsahuje formulu A a pravé
formulu B,

« vrcholy obsahujuce atomy su listami.

Syntaktické vztahy formdil
Uvazujme formulu:

((—pride(Jim) A pride(Kim)) — —pride(Sarah))
Ako nazveme formuly, z ktorych vznikla?

pride(Sarah), ~pride(Jim), (—pride(Jim) A pride(Kim)), ...
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Ako nazveme formuly, z ktorych bezprostredne/priamo vznikla?
(—pride(Jim) A pride(Kim)) a -—pride(Sarah)

Ako tieto pojmy presne zadefinujeme?

Podformuly
Definicia 2.15 (Priama podformula). Pre vSetky formuly A a B:

+ Priamou podformulou —A je formula A.

« Priamymi podformulami (A A B), (A V B) a (A — B) su formuly A
(lava priama podformula) a B (prava priama podformula).

Definicia 2.16 (Podformula). Vztah byt podformulou je najmensia relacia
na formulach spiiiajica pre vietky formuly X, Y a Z:

+ X je podformulou X.
+ Ak X je priamou podformulou Y, tak X je podformulou Y.

« Ak X je podformulou Y a Y je podformulou Z, tak X je podformu-
lou Z.

Formula X je vlastnou podformulou formuly Y prave vtedy, ked X je pod-
formulouY aX #Y.

Meranie syntaktickej zloZitosti formdl
Miera zloZitosti/velkosti formuly:

« Jednoducha: dizka, teda pocet symbolov
- Pocita aj pomocné symboly.
- Ni¢ nem4 mieru 0, ani atomy.
 LepSia: pocet netrividlnych krokov pri konstrukcii formuly
- pridanie negicie,
- spojenie formul spojkou.
Tato lep$iu mieru nazyvame stuperi formuly.
Priklad 2.17. Akyje stupen formuly ((prl'de(Jim)vﬂpn’de(Kim))Aﬂ(prl'de(Sarah) - pr
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Meranie syntaktickej zloZitosti formdl
Ako stupeni zadefinujeme?
Podobne ako sme zadefinovali formuly — induktivne:

1. ur¢ime hodnotu stupna pre atomické formuly,

2. urcime, ako zo stupria priamych podformul vypoc¢itame stuperi z nich
zloZenej formuly.

Stupen formuly

Definicia 2.18 (Stupeni formuly). Pre vSetky formuly A a B a vSetky n,
ny, ny € N:

« Atomicka formula je stupria 0.
+ Ak A je formula stupria n, tak —A je stupnia n + 1.

+ Ak Ajeformulastupnia n; a B je formula stupiia n,, tak (AAB), (AVB)
a(A - B)sustupnian; +n, + 1.

Definicia 2.18 (Stupen formuly presnejSie a symbolicky). Stuperi deg(X)
formuly X € &£, definujeme pre vSetky formuly A, B € £, nasledovne:

« deg(A)=0,ak A e A,
+ deg(—A) = deg(A) + 1,
+ deg((AAB)) = deg((AVB)) = deg((A — B)) = deg(A) +deg(B) + 1.

Indukcia na stupen formuly
Pomocou stupria vieme indukciu na konstrukciu formuly zredukovat na
$pecidlny pripad matematickej indukcie:

Veta 2.19 (Princip indukcie na stupen formuly). Nech P je [ubovolnd vlast-
nost formul (P C €. ). Ak plati sucasne

1. baza indukcie: kazZdd formula stupria 0 ma vlastnost P,

2. indukény krok: pre kazdu formulu X z predpokladu, Ze vietky formuly
mensieho stupria ako deg(X) maju vlastnost P, vyplyva, Ze aj X ma
vlastnost P,

tak vsetky formuly maju vlastnost P (P = E).
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2.5 Sémantika vyrokovologickych formuil

Sémantika vyrokovej logiky
Vyznam formul vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu popiSeme po-
dobne ako vyznam atomickych formul pomocou Struktiir.

Struktura pre jazyk
Definicia Struktury takmer nemeni:

Definicia 2.20. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Strukturou pre jazyk £ nazyvame dvojicu M = (D, i), kde D je Iubovolna
neprazdna mnozina nazyvana doména Struktury M; i je zobrazenie, nazy-
vané interpretacnd funkcia Struktary M, ktoré

+ kazdému symbolu konstanty ¢ jazyka £ prirad'uje prvok i(c) € D;
+ kazdému predikdtovému symbolu P jazyka £ s aritou n prirad'uje
mnozinu i(P) C D".
Pravdivost formuly v struktire

Definicia 2.21. Nech M = (D, i) je Struktuara pre jazyk £ vyrokovologic-
kej casti logiky prvého radu. Relaciu formula A je pravdivd v struktiire M
(M E A) definujeme induktivne pre vetky arity n > 0, vietky predikdtové symboly P
s aritou n vietky konstanty c,, c,, ..., ¢,, a vietky formuly A, B jazyka £ nasledovne:

e M Ec; =c,vtti(c)) =i(cy),
o M E P(cy, ..., cp) Vit (i(cy), ..., i(cy)) € i(P),

e ME-AVItMFE A,

ME(AAB) Vit M E A azirovenn M E B,

ME(AVB)vtt M E A alebo M E B,
e« ME(A — B)vtt M ¥ A alebo M E B,

kde M ¥ A skracuje A nie je pravdivd v M.
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Vyhodnotenie pravdivosti formuly

Priklad 2.22 (Vyhodnotenie pravdivosti formuly v §trukture). Majme Struk-
taru M = (D, i) pre jazyk o party, kde D = {0, 1, 2, 3}, i(Kim) = 1, i(Jim) = 2,
i(Sarah) = 3, i(pride) = {1, 3}.

Formuly vyhodnocujeme podla definicie postupom zdola nahor (od até-
mov cez zlozitejSie podformuly k cielovej formule):

M E (=(pride(Jim) Vv —pride(Kim)) — —pride(Sarah))

ME —|(pr|’de(Jim‘) V —pride(Kim)) M ¥ —|pr|"de(5arah)
M ¥ (pride(Jim) v —pride(Kim)) M E pride(Sarah)
TN |

M E pr?de(Jim) M E —lpr‘ide(Kim) i(Sarah) ‘E i(pride)
i(Jim) & i(pride) M E prl"de(Kim) 3e{1,3}

2 ¢{1,3} i(Kim) € i(pride)

|
1e{1,3}

Vyhodnotenie pravdivosti formuly
Priklad 2.23 (Vyhodnotenie pravdivosti formuly v §trukture). Majme Struk-
taru M = (D, i) pre jazyk o party, kde D = {0, 1, 2, 3}, i(Kim) = 1, i(Jim) = 2,
i(Sarah) = 3, i(pride) = {1, 3}.
Vyhodnotenie pravdivosti m6zeme zapisat aj tabul'kou:
p() pK) -pK) (pU)v-pK)) —(p()V-pK)
M K F E | F

' pS) —p(S) (=(p())V-p(K)) — =p(S))
M E ¥ ¥
kde p = pride, K = Kim,J = Jima S = Sarah.

Vsimnite si, Ze v zahlavi tabulky je vytvarajica postupnost vyhodnoco-
vanej formuly.

Hladanie struktiry
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Priklad 2.24 (N4jdenie Struktury, v ktorej je formula pravdiva). V akej Struk-
ture M = (D, i) je pravdiva formula M F (—|(pr|'de(Jim) Vv —pride(Kim)) —
—pride(Sarah))?

Na zodpovedanie je dobré postupovat podla definicie pravdivosti zhora
nadol (od cielovej formuly cez podformuly k atdmom):

M E (=(pride(Jim)v—pride(Kim)) — —pride(Sarah)) vtt M ¥ —(pride(Jim)v
—pride(Kim)) alebo M E —pride(Sarah) vtt M k (pride(Jim) Vv —pride(Kim))
alebo M ¥ pride(Sarah) vtt M E pride(Jim) alebo M E -pride(Kim) alebo
M ¥ pride(Sarah) vtti(Jim) € i(pride) alebo i(Kim) & i(pride) alebo i(Sarah) &
i(pride).

2.6 Tedrie a ich modely

Tedrie v neformalnej logike
Medzi zakladnymi logickymi pojmami z ivodnej prednésky boli tedria
a model.

Neformalne je tedria sabor tvrdeni, ktoré pokladame za pravdivé.
Zvycajne popisuju nasu predstavu o zakonitostiach platnych v nejakej Casti sveta a pozo-
rovania o jej stave.

Priklad 2.25. Méame troch novych zndmych — Kim, Jima a Sarah. Organi-
zujeme party a PO: chceme, aby na 1iu prisiel niekto z nich. Od spolo¢nych
kamaratov sme sa ale dozvedeli o ich poZiadavkach:

P1: Sarah nepride na party, ak pride Kim.
P2: Jim pride na party, len ak pride Kim.

P3: Sarah nepride bez Jima.

Vyrokovologické tedrie
V logike prvého raddu tvrdenia zapisujeme formulami. Tedriu preto bu-
deme chépat ako stibor (¢iZze mnozinu) formul.

Definicia 2.26. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Kazdu mnoZinu formul jazyka £ budeme nazyvat teériou v jazyku £.
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Priklad 2.27.
Tparty = {((pride(Kim) v pride(Jim)) Vv pride(Sarah)),
(pride(Kim) — —pride(Sarah)),
(pride(Jim) — pride(Kim)),
(pride(Sarah) — pride(Jim))}

Modely teorii

Neformalne je modelom tedrie stav vybranej Casti sveta, v ktorom st vSetky
tvrdenia v teorii pravdivé.

Pre logiku prvého radu stavy sveta vyjadruja Struktury.

Priklad 2.28 (Model tedrie o party).

M = ({k,j, s, e, h}, D),
i(Kim) = k, i(Jim) =j, i(Sarah) = s,
i(pride) = {k,j, e};
M E ((pride(Kim) Vv pride(Jim)) Vv pride(Sarah))
M E (pride(Kim) — —pride(Sarah))
o o M E Tpary
M E (pride(Jim) — pride(Kim))
M E (pride(Sarah) — pride(Jim))

Model tedrie

Definicia 2.29 (Model). Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky pr-
vého rddu a nech T je tedria v jazyku £ a M je Struktura pre jazyk £.

Teoéria T je pravdivd v M, skratene M E T, vtt kaZdd formula X z T je
pravdiva v M (teda M E X).

Hovorime tiez, Ze M je modelom T.

Teoéria T je nepravdivd v M, skratene M F T, vtt T nie je pravdivd v M.

2.7 Spravnost a vernost formalizacie

Skuska spravnosti formalizacie
Spravnou formalizdciou vyroku je takd formula, ktord je pravdiva za tych
istych okolnosti ako formalizovany vyrok.
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Formuly dokdZeme vyhodnocovat iba v Struktarach.
Preto za tych istych okolnosti znamena v tych istych Strukturach.

Vernost formalizacie
Vyrok ,,Nie je pravda, Ze Jarka a Karol sii doma*“ sa da sprdvne formali-
zovat ako
—(doma(Jarka) A doma(Karol)),

ale rovnako sprdvna je aj formalizacia
(—~doma(Jarka) v =doma(Karol)),

lebo je pravdiva v rovnakych Strukttarach.

Pri formalizacii sa snazime o spravnost, ale zaroven uprednostriujeme for-
malizécie, ktoré vernejsie zachytavaju Struktaru vyroku.

Zvysuje to pravdepodobnost, Ze sme neurobili chybu, a ulah€uje hl'ada-
nie chyb.

Prvé formalizicia je vernejsSia ako druh4, a preto ju uprednostnime.

Znalosti na pozadi

Na praktickych cvi¢eniach ste sa stretli so znalostami na pozadi (backg-
round knowledge): vzdjomna vylu¢nost vlastnosti je Nemec a je Rus, ktora
v tlohe nebola explicitne uvedena.

Uprednostiiujeme ich vyjadrovanie samostatnymi formulami.

Rovnaké dovody ako pre vernost.

Skutocné stcasti vyznamu a konverzacné implikatary
Niektoré tvrdenia vyznievaji silnejsie, ako naozaj su:

» ,Prilohou st zemiaky alebo Salat“ moze niekomu zniet ako exklu-
zivna disjunkcia.

« ,,Prejdete, ak vSetky tilohy vyriesite na 100 %“ znie mnohym ako ekvi-
valencia.

Skutocnu cast vpznamu tvrdenia nemoéZeme popriet v dodatku k pdvod-
nému tvrdeniu bez sporu s nim.
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« Ked k tvrdeniu ,,Karol a Jarka stt doma“ dodame ,,Ale Karol nie je
doma, “ dostaneme sa do sporu.

TakZe ,,Karol je doma* je skuto¢ne ¢astou vyznamu pdvodného vy-
roku.

Skutocné sucasti vyznamu a konverzacné implikattry

Cast vyznamu tvrdenia, ktord méZeme popriet dodatkami bez sporu s po-
vodnym tvrdenim, sa nazyva konverzacna implikatiira (H. P. Grice). Nie je
skuto¢nou castou vyznamu pévodného tvrdenia.

 Prilohou st zemiaky alebo $alat. Ale moZete si (pol na pol alebo za
priplatok) dat aj obaje.

Dodatok popiera exkluzivnost, ale nie je v spore s tvrdenim. TakZe
exkluzivnost nie je stucastou vyznamu zakladného tvrdenia, je to iba
konverza¢nd implikatura.

» Prejdete, ak vSetky ulohy vyrieSite na 100 %. Ale nemusite mat vSetko
na 100 %, aby ste presli.

Dodatok popiera implikaciu ,,Prejdete, iba ak vsetky tilohy vyrieSite na
100 %, “ ale nie je v spore s pdvodnym tvrdenim. Tato implikacia teda
nie je skuto¢ne castou vyznamu zdkladného tvrdenia, je to len kon-
verza¢nd implikatura.
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3. prednaska
Vyrokovologické vyplyvanie

Rekapitulacia
Minuly tyZden sme hovorili o tom,

¢o su vyrokovologické spojky,

ako zodpovedaju slovenskym spojkam,

¢o su symboly jazyka vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu,
¢o su formuly tohto jazyka,

kedy su formuly pravdivé v danej Strukture.

¢o je vyrokovologicka tedria a jej model.

3 Vyrokovologické vyplyvanie

Logické dosledky
Na 1. prednéaske:

» Logickymidoésledkami tedrie st tvrdenia, ktoré st pravdivé vo vsetkych

Minuly tyZderi sme zacali pracovat s vyrokovologickou Castou logiky pr-

Hovorili sme o tom, Ze logiku zaujima, ¢o a preco su zadkonitosti sprav-

neho usudzovania.

Spravne usudky odvodzuju z predpokladov (teorii) zavery, ktoré sa

ich logickymi dosledkami.

modeloch teorie.

vého radu.
Uz vieme, ¢o su v nej tedrie a modely.
Co su logické dosledky?
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3.1 Vyrokovologické ohodnotenia

Nekonecne vela Struktar
Logickymi dosledkami tedrie su tvrdenia, ktoré s pravdivé vo vSetkych
modeloch tedrie.

Tpary = {((pride(Kim) v pride(Jim)) Vv pride(Sarah)),
(pride(Kim) — —pride(Sarah)),
(pride(Jim) — pride(Kim)),
(pride(Sarah) — pride(Jim))}

Ale Strukttr je nekonecne vela a ak mé tedria jeden model, ma aj neko-
necne vela dalSich:

Ml = ({ksJ’ S}a ll) M{ = ({kaja S, Oa 1}3 li) M{’ = ({27 43 6}’ lil)

i;(Kim) =k i1 (Kim) = k i’ (Kim) = 2
i;(Jim) =j i1(Jim) = i'(Jim) = 4
i;(Sarah) = s i(Sarah) = s i (Sarah) = 6
iy(pride) = {k, j} i) (pride) = {k, j, 1} i)’ (pride) = {2, 4}

Rozdiely modelov
V Com sa liSia a ¢o maju spolo¢né nasledujuce modely T,y ?

M, = ({k.j,s, e, h},iy) M, = ({1,2,3}, 1) M5 = ({kj, s}, i3)
i;(Kim) = k ir(Kim) =1 iz(Kim) = kj
i;(Jim) = j i,(Jim) = 2 i3(Jim) = kj
i;(Sarah) = s i,(Sarah) = 3 i;(Sarah) = s

iy (pride) = {k,j, e} iy(pride) = {1,2} is(pride) = {kj}

Lisia sa doménami aj v interpretaciach.
LiSia sa v pravdivosti rovnostnych atémov, napr. Kim = Jim.
Zhoduju sa na pravdivosti vsetkych predikatovych atomov pride(Kim),
pride(Jim), pride(Sarah).
@ v Tparty ha nicom inom nezaleZi.
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Ohodnotenie atémov
Z kazdej zo Struktur

M, = ({k.j,s, e, h},i;) M, = ({1,2,3}, 1) M5 = ({kj, s}, i3)
i;(Kim) = k i,(Kim) =1 iz(Kim) = kj
i;(Jim) =j i,(Jim) = 2 iz(Jim) = kj
i;(Sarah) ='s i,(Sarah) = 3 i;(Sarah) = s
ij(pride) = {k,j, e} ip(pride) = {1, 2} i3(pride) = {kj}

moézeme skonstruovat to isté ohodnotenie predikatovych atémov:

v(pride(Kim)) = ¢ lebo M; F pride(Kim),
v(pride(Jim)) =t lebo M; F pride(Jim),
v(pride(Sarah)) = f lebo M ; ¥ pride(Sarah).

Vsetky tieto Struktury (a nekonecne vel'a d'alSich) vieme pri vyhodnocovani
formul jazyka £, nahradit tymto ohodnotenim.

Vyrokovologické formuly, teérie a ohodnotenia

Definicia 3.1. Nech £ je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého radu.
MnozZinu vSetkych predikatovych atémov jazyka £ oznacujeme PA .
Vyrokovologickymi formulami jazyka £ nazveme vSetky formuly jazyka

L, ktoré neobsahujii symbol rovnosti. MnoZinu vSetkych vyrokovologickych

formul jazyka £ oznacujeme PE .

Definicia 3.2. Nech (f,t) je usporiadana dvojica pravdivostnych hodnot,
[ # t, kde f predstavuje nepravdu a t predstavuje pravdu. Nech £ je jazyk
vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.

Vyrokovologickym ohodnotenim pre L, skratene ohodnotenim, nazveme
kazdé zobrazenie v: PA, — {f,t}.

Pravdivé formuly v ohodnoteni
Ako vyhodnotime, ¢i je formula pravdiva v nejakom ohodnoteni?
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Definicia 3.3. Nech £ je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého radu,
nech (f,t) su pravdivostné hodnoty a nech v: PA, — {f,t} je vyroko-
vologické ohodnotenie pre £. Relaciu vyrokovologicka formula A je prav-
divd v ohodnoteni v (v F, A) definujeme induktivne pre vSetky predikatové
atomy a a vSetky vyrokovologické formuly A, B jazyka £ nasledovne:

« VEyavttu(a) =t,

. vl:p —-Avttvlfp A,

vF, (AAB)vttv F, A azaroven v F, B,

vE, (AVB)vttv F, Aalebov Fj B,
« VF, (A—> B)vttv ¥, Aalebov F, B,

kde vit skracuje viedy a len viedy a v ¥, A skracuje A nie je pravdivd vo v.

Vyhodnotenie formuly v ohodnoteni

Priklad 3.4. Vyhodnotme formulu
X = ((pride(Jim) v —pride(Kim)) — pride(Sarah))
vo vyrokovologickom ohodnoteni
v = {pride(Kim) — t, pride(Jim) — ¢, pride(Sarah) — f}
zdola nahor:

‘p(Kim) p(Jim) p(Sarah) -p(Kim) (p(Jim)V —p(Kim)) X
¥ ¥ 4

v‘l= E E

p p p p p p

pride sme skratili na p.

Ohodnotenie zhodné so strukttrou

Definicia 3.5. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu,
nech M je Struktura pre £, nech (f, t) sa pravdivostné hodnoty,v : PA, —
{f,t} je vyrokovologické ohodnotenie pre £ a S C PA, je mnoZina predi-
katovych atomov.
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Ohodnotenie v a Struktura M su navzijom zhodné na S vtt pre kazdy
predikatovy atom A € S plati

V(A) =t vtt M E A.

Ohodnotenie v a Strukttra M su navzijom zhodné vtt st zhodné na PA .

Konstrukcia ohodnotenia zhodného so Strukttirou
Ohodnotenie zhodné so §trukturou zostrojime I'ahko:

Tvrdenie 3.6. Nech L je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého rddu,
nech M je Struktira pre £ a (f,t) su pravdivostné hodnoty. Zobrazenie v :
PA; — {f,t}definované pre kazdy atom A € PA nasledovne:

t, akMEA,
v(A) =
f, akMEA

je vyrokovologické ohodnotenie zhodné s M.

Dokaz. Pre kazdy atom A € PA, musime dokazat, Zze v(A) = t vit M E A:
(<) Priamo: Ak M E A, tak v(A) = t podla jeho definicie v leme.
(=) Nepriamo: Ak M ¥ A, tak v(A) = f podla jeho definicie v leme,
apretozet # f,tak v(A) # t. O

DokaZeme zostrojit aj Struktiru z ohodnotenia, aby boli zhodné?

Priklad 3.7 (KonStrukcia Struktary zhodnej s ohodnotenim). Nech £ je ja-
zyk vyrokovologickej Casti logiky prvého radu, kde €, = {Kim, Jim, Sarah}
a P, = {pride}.

Nech v je vyrokovologické ohodnotenie pre £, kde

v(pride(Kim)) =t v(pride(Jim)) =t v(pride(Sarah)) = f

Zostrojme Struktdaru pre £ zhodnu s v.
Moznostou, ktort I'ahko zovSeobecnime na vSetky jazyky, je pouZit ako
doménu mnoZinu konstant:

M = ({Kim, Jim, Sarah}, i)

—_—
Cg
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Kazdu konStantu interpretujeme tiou samou:
i(Kim) = Kim i(Jim) = Jim i(Sarah) = Sarah
predikat pride ako mnozinu tych ¢, pre ktoré v(pride(c)) = t:

i(pride) = {Kim, Jim}

Konstrukcia struktiry zhodnej s ohodnotenim
Ako zostrojime Struktaru zhodnt s ohodnotenim pre hocijaky jazyk?

Tvrdenie 3.8. Nech L je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého rddu,
nech (f,t) su pravdivostné hodnoty a v : PA, — {f,t} je vyrokovologické
ohodnotenie pre C.

Nech M = (D, i) je Struktura pre £ s doménou D = C a interpreta¢nou
funkciou definovanou pre vsetky n > 0, vSetky konstanty c a vsetky predika-
tové symboly P € P, s aritou n takto:

ilc)=c
i(P) ={(cy,..-,cn) € C | U(P(cy, e s€p)) =1}

Potom M je zhodnd s v.

Struktdram zo syntaktického materialu sa hovori herbrandovské.
Zhoda ohodnotenia a Struktury je definované iba na atémoch.
Ako sa spravaju na zloZitejSich formulach?

Zhoda na vsetkych vyrokovologickych formulach

Tvrdenie 3.9. Nech £ je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého rddu,
M je Struktira pre £ a v je vyrokovologické ohodnotenie pre £ zhodné s M.
Potom pre kazdu vyrokovologicku formulu X € P& plati, Ze v F, X vit
MEX.

Dokaz indukciou na konstrukciu formuly. 1.1: Nech X je rovnostny atém.
Potom nie je vyrokovologickou formulou a tvrdenie pren trividlne plati.
1.2: Nech X je predikdtovy atom. Potom v F, X vit v(X) = ¢t vit M F X.
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2.1: Indukény predpoklad: Nech tvrdenie plati pre formulu X. Dokazme
tvrdenie pre ~X. Ak X neobsahuje symbol rovnosti =, potom v F, =X vitt
v ¥, X vtt (podla IP) M F X vit M F —X. Ak X obsahuje =, =X ho obsahuje
tieZ, teda nie je vyrokovologickd a tvrdenie pre tfiu plati trividlne.

2.2: IP: Nech tvrdenie plati pre formuly X a Y. DokdZme ho pre (X A Y),
XVY), (X — Y). Ak X alebo Y obsahuje =, tvrdenie plati pre (X A Y),
(X VY), (X - Y) trividlne, lebo nie su vyrokovologické.

Nech teda X ani Y neobsahuje =. Potom plati v F, (X — Y) vttv ¥, X
alebo v Fp, Y vit (podla IP) vit M ¥ X alebo M F Y vit M F (X — Y).

Dalej v Fo XAY)vitvFy Xavk, Yvtt(podlaIP)vit M F X aM FY
Vit M E (X AY).

Nakoniec v F, (X VY)vttv F, X alebo v F, Y vtt (podla IP) vit M F X
alebo M EY Vit M E(X VY). O

3.2 Vyrokovologické teérie a modely

Vyrokovologické tedrie
Vratme sa naspit k teéridm, modelom a vyplyvaniu.

Definicia 3.10. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Kazda mnoZinu vyrokovologickych formul jazyka £ budeme nazyvat vyro-
kovologickou teériou v jazyku L.

Priklad 3.11. Vyrokovologickou tedriou je

Tparty = {((pride(Kim) Vv pride(Jim)) Vv pride(Sarah)),
(pride(Kim) — —pride(Sarah)),
(pride(Jim) — pride(Kim)),
(pride(Sarah) — pride(Jim))},

ale nie
Tparty U {Kim = Sarah}.

Priklad vyrokovologického modelu
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Priklad 3.12 (Vyrokovologicky model tedrie o party).

v = {pride(Kim) — t, pride(Jim) — t, pride(Sarah) - f}
vk, ((pride(Kim) Vv pride(Jim)) Vv pride(Sarah))
v E, (pride(Kim) — —pride(Sarah))

v Fp, (pride(Jim) — pride(Kim))
v F, (pride(Sarah) — pride(Jim))

v I=p Tparty

Vyrokovologicky model

Definicia 3.13 (Vyrokovologicky model). Nech £ je jazyk vyrokovologic-
kej Casti logiky prvého rddu a nech T je tedria v jazyku £ a v je vyrokovolo-
gické ohodnotenie pre jazyk £.

Teoéria T je pravdivd v ohodnoteni v, skratene v I=p T, vtt kaZda formula X
z T je pravdiva vo v (teda v F, X pre kazdu X € T).

Hovorime tieZ, Ze v je vyrokovologickym modelom T.

Teoria T je nepravdivd vo v, skratene v ¥, T, vtt T nie je pravdiva vo v.

Zrejme v ¥, T vttv ¥, X pre nejaku X € T.

Model tedrie, splnitelnost a nesplnitelnost

Definicia 3.14 (Splnitelnost a nesplnitelnost). Tedria je vyrokovologicky
splnitel'nd vtt ma aspori jeden vyrokovologicky model.

Teoria je vyrokovologicky nesplnitelnd vtt nema Ziaden vyrokovologicky
model.

Zrejme teoria nie je splnitelné vtt ked je nesplnitel'na.

Priklad 3.15. Tpary je evidentne splnitelna.

3.3 Vyplyvanie, nezavislost a nesplnitelnost

Vyrokovologické vyplyvanie

Ak st mnoZiny kon$tant a predikatovych symbolov jazyka konecné, ja-
zyk mé konec¢ne vela predikatovych atémov a teda aj konecne vel'a ohodno-
teni.
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Uvazovat o vSetkych ohodnoteniach a modeloch tedrie nie je také odstra-
Sujuce. Napriklad si I'ahSie predstavime logicky dosledok:

Definicia 3.16. Nech £ je jazyk vyrokovologickej Casti logiky prvého radu
anech T je vyrokovologicka teoria a X je vyrokovologicka formula, obe v ja-
zyku L.

Formula X je vyrokovologickym dosledkom teorie T vtt pre kazdé ohod-
notenie v pre jazyk £ plati, Ze ak v F, T, tak v F, X.

Hovorime tiez, Ze X vyplyva z T a piSeme T &, X.

Ak X nevyplyvaz T, piSeme T , X.

Priklad vyrokovologického vyplyvania

Priklad 3.17. Vyplyva pride(Kim) vyrokovologicky z Ty, ? Pretoze vieme
vymenovat vSetky ohodnotenia pre £y, zistime to 'ahko:

v ((P(K) v pU) |(p(K) = | (PA) = [(p(S) =

p(K) p(J)) p(S) vp©S) | p©S)| pK)) P() | Tparty | P(K)
w| f f f p o
vl f f ot Fp Fp Fp ¥y E,
vy| f t f Fp Fp ¥y ¥y
v f ot ot Fp Fp K, ¥,
vl t f f Fp Fp Fp Fp Fo | Fp
vs| t f Ot Fo K, ¥p
ve| t ot f Fp Fp Fp Fp Eo | Ep
v |ttt Fp ¥y E,

Skratili sme pride na p, Kim na K, Jim na J, Sarah na S.
Logicky zaver: Formula pride(Kim) vyrokovologicky vyplyva z T,y
Prakticky zdaver: Aby boli vSetky poziadavky splnené, Kim musi prist na
party.

Priklad nezavislosti
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Priklad 3.18. Vyplyva pride(Jim) vyrokovologicky z Tpay?

i () vp()) | (p(K) = | (p(J) = | (p(S) =

p(K) p(J) p(S) ve) | eS| p(K) | pU)) | Tparty | PU)
Vo f f f lép Jép
vl f f ot Fp Fp Fp ¥y ¥,
v f t f Fp Fp E, E,
vs| f ot ot Fp Fp £ £
Ug| L f f Fp Fp Fp Fp Fo | Bp
vs| ¢t f ot Fp K, ¥,
Vg | t t f Fp Fp Fp Fp Fp | Fp
vy |t t t Fp ¥y ¥,

Logicky zdaver: Formula pride(Jim) nevyplyva z Ty -
Vyrokovologicka nezavislost
Vztahu medzi pride(Jim) a T,y hovorime nezdvislost.

Definicia 3.19. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu
anech T je vyrokovologickd tedria a X je vyrokovologicka formula, obe v ja-
zyku £.

Formula X je vyrokovologicky nezavisld od tedrie T vtt existuju také ohod-
notenia vy a v, pre jazyk £, Ze vy F, T aj v, F, T, ale vy ¥, X a v, F, X.

Priklad 3.20 (pokracovanie prikladu 3.18). Logicky zdver: Formula pride(Jim)
je nezavisld od Ty

Prakticky zaver: VSetky poZziadavky budu naplnené bez ohladu na to, i
Jim pride alebo nepride na party. Nie je nutné, aby bol pritomy ani aby bol
nepritomy. MoZe, ale nemusi prist. Jeho pritomnost od poZiadaviek nezdvisi.

Priklad vyplyvania negacie
Priklad 3.21. Je pride(Sarah) vyrokovologickym dosledkom T,y alebo ne-
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zavisla od Tpary?

i ((p(K) v p() | (p(K) = | (p(J) = | (p(S) =

p(K) p(J) p(S) vpS) | —p(S)|  pK) PU)) | Tparty | P(S)
Vo f f f lép lfp
v f f ot Fo Fp o ¥, ¥,
v | f ¢ f Fp Fp ¥, ¥,
vs| f ot ot Fp Ep £ £
Uy | L f f Fp Fp Fp Fp Fo | Bp
vs| ot Fp ¥, K,
Vg | t t f Fp Fp Fp Fp Fp | Bp
vy |t t t Fp F, ¥y

Logicky zdver: Formula pride(Sarah) nevyplyva z Ty, ale ani nie je nezd-
visla od T party-

Vyplyvanie negacie

Tvrdenie 3.22. Nech L je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu
a nech T je splnitel'nd vyrokovologicka tedria a X je vyrokovologickd formula,
obev jazyku L.

Formula X nevyplyva z tedrie T a nie je vyrokovologicky nezdvisla od T vtt
X vyplyvaz T.

Priklad 3.23 (pokratovanie prikladu 3.21). Logicky zdver: Z Ty Vyplyva
—pride(Sarah).

Prakticky zaver: Aby boli vSetky poZiadavky naplnené, Sarah nesmie prist
na party.

Vztahy tedrii a formul
Medzi ohodnotenim a formulou su iba dva vzdjomne vyluéné vztahy:

Bud v I=p X, alebov pr X.

Medzi tedriou a formulou je viac moznych vztahov:
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existuje v také, pre vSetky v,
ZevaTavI:pX akapT,takvlpr

existuje v takeé, X jenezdvislaod T
sevk, Tavk X |TE,XaTk,~x © » XalHX
pre vSetky v, T je nesplnitelnd

akvF, T, takv Fp X TRy XaT F, =X

TE,XajTkE, X

Nesplnitelna tedria

Priklad 3.24. Je teéria T }’)arty = Tparty U {(-pride(Sarah) — —pride(Kim))}
splnitelna?
o ((p(K)
! vp() | (p(K) = |(pUJ) = | (p(S) = | (=p(S) =
p(K) p(J) p(S)| vp©S)| —p©S)| pK)) PO | p(K)) | Ty
vw| ff f Ep Fp
v | f f t Fp Fp Fp ¥, £y
vl f ot f Fp Fp Fp Fp
vs| f ot ot Fo Fp Ep o
ve| t f  f Fp Fp Fp Fp Fp Fp
Us| t f t Fp ¥, £y
Vg | ¢ t f l=p ':p ':p ':p l’fp l’fp
vttt Ep £, £

Logicky zaver: Tl,)arty je nesplnitelnd, vyplyva z nej kazda formula.
Prakticky zdver: T;arty nemd praktické dosledky, lebo nevypoveda o Ziad-
nom stave sveta. Na jej zdklade nevieme rozhodnut, kto musi alebo nesmie

prist na party.

Vyplyvanie a nesplnitelnost
Nesplnitel'nost ale nie neuzitocna vlastnost.

Tvrdenie 3.25. Nech L je jazyk vyrokovologickej asti logiky prvého radu
a nech T je splnitel'nd vyrokovologickd teoria a X je vyrokovologickd formula,
obev jazyku L.

Formula X vyrokovologicky vyplyva z tedrie T vit TU{—X} je vyrokovologicky
nesplnitelnd.
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Podl'a tohto tvrdenia sa rozhodnutie vyplyvania da zredukovat na rozhod-
nutie splnitelnosti.
Vyrokovologicku splnitel'nost rozhoduje SAT solver.

Mnozina atémov formuly a tedrie

Definicia 3.26. MnoZinu atomov atoms(X) formuly X € &£, definujeme
pre vSetky formuly A, B € £, nasledovne:

+ atoms(A) = {A}, ak A je atom,
« atoms(—A) = atoms(A),

« atoms((A A B)) = atoms((A Vv B)) = atoms((A — B)) = atoms(A4) U
atoms(B).

MnoZinou atémov teérie T je

atoms(T) = U atoms(X).
Xer

Ohodnotenia zhodné na atémoch teérie

Definicia 3.27. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu,
nech M C PA .. Ohodnotenia v, a v, sa zhodujii na mnozine M vtt v;(A) =
U,(A) pre kazdy atom A € M.

Tvrdenie 3.28. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Pre kazdui vyrokovologickii teoriu T a formulu X jazyka £ a vsetky ohodnote-
nia v, a v,, ktoré zhoduju na mnoZine atoms(T) U atoms(X) plati

s U R Tty Ry T,

« U Fp Xvtto, By X
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Ohodnotenia postacujice na skimanie teorii

Inak povedané: Pravdivost formuly/tedrie v ohodnoteni zavisi iba od prav-
divostnych hodnot tych atomov, ktoré sa v nej vyskytuju.

TakZe na zistenie vyplyvania, nezavislosti, splnitelnosti sta¢i preskimat
vSetky ohodnotenia, ktoré sa li§ia na atdbmoch vyskytujiicich sa vo formule
a teorii.

Pokial je tedria je konecna, sta¢i skumat kone¢ne vela ohodnoteni, aj
keby bol jazyk nekonecny.

Rekapitulacia

Rekapitulacia
Dnes sme sa naudili:

« ako zjednodusit Struktary na vyrokovologické ohodnotenia,

« Co je logické vyplyvanie z tedrie a logicky dosledok tedrie,

« o je nezavislost formuly od tedrie,

« Styri situacie vo vztahoch tedrii a formul a ich praktické dosledky,
« Co su splnitelné a nesplnitelné teorie,

« ako suvisi nesplnitelnost a vyplyvanie.

Schéma riesenia problémov pomocou logiky

neformalne vyroky neformalna otadzka
l formalizacia l
formalna teoria formalny problém

(ne)splnitelnost, hladanie v§etkych modelov,
vyplyvanie/nezavislost konkrétnych formul, ...

proces rieSenia formalneho problému

odpoved na formalny problém
\
interpreticia

odpoved na neformalnu otazku
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4. prednaska
Vlastnosti a vztahy vyrokovologickych formdil

Rekapitulacia
Minuly tyzden sme:

» zjednodusili pohl'ad na mozné stavy sveta zo Struktar na vyrokovolo-
gické ohodnotenia,

« zistili sme, Ze na zistenie vyplyvania/logickych désledkov staci pre
konec¢né tedrie skimat konec¢ne vela ohodnoteni, ktoré zasttipia ne-
konecne vela Struktur,

« presne sme zadefinovali vztahy medzi tedriou a formulou z hl'adiska
ohodnoteni:

- vyrokovologické vyplyvanie,

- vyrokovologicku nezavislost.

4 Vlastnosti a vztahy vyrokovologickych formil

4.1 Tautolodgie, splnitelné, falzifikovatelné a nesplnitelné formuly

Logické dosledky prazdnej tedrie

Tvrdenie vyplyva z nejakej teorie (je jej logickym doésledkom), ked'je prav-
divé v kazdom modeli tedrie, teda v kaZzdom stave sveta, v ktorom st prav-
divé vSetky tvrdenia teorie.

Co ked je teéria prazdna?

« Je pravdiva v kaZdom stave sveta.
« Jej logické dosledky su teda tieZ pravdivé v kazdom stave sveta.

Navyse:
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« Kazdy model hocijakej neprazdnej tedrie T je aj modelom prazdnej
teorie.

» Logické dosledky prazdnej teorie su v riom pravdivé.

« Preto su aj logickymi dosledkami 7.
Logické dosledky prazdne;j tedrie st teda dosledkami vSetkych teorii.
Priklady logickych d6sledkov prazdnej tedrie

Existuju vobec logické dosledky prazdnej tedrie?
Ano, napriklad:

« pre kazdu konstantu c je pravdivé tvrdenie ¢ = c;
+ pre kazdy atom A je pravdivé (A v —A).
PretoZe su pravdivé bez ohl'adu na tedriu a st pravdivé v kaZzdom stave

sveta, su logickymi pravdami a si nutne pravdivé.

Rozpoznatelné logické pravdy
Jazyk a spdsob pohladu na stavy sveta ovplyvriuje, ktoré logické pravdy
dokaZeme rozpoznat:

+ ¢ =caj(AVA)supravdivé v kazdej Strukture.

« Vyrokovologické ohodnotenia sa nezaoberajti rovnostnymi atdmami.
Pomocou nich nezistime, Ze ¢ = cje nutne pravda. Ale zistime, Ze (AV
—A) pre kazdy predikdtovy atom A je pravdivé v kazdom ohodnoteni,
a teda je nutne pravdou.

Logickym pravdam, ktorych nutna pravdivost dokdzeme urcit rozborom
vSetkych vyrokovologickych ohodnoteni, hovorime fautologie.

Priklad tautolégie
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Priklad 4.1 (Peirceov zakon). Majme jazyk £ s C, = {a,b}, P, = {p'}. Je
formula X = (((p(a) — p(b)) — p(a)) — p(a)) tautologiou?

Oznatme A = p(a)aB = p(b),teda X = (((A - B) > A) - A)
a preskumajme vSetky vyrokovologické ohodnotenia tychto atémov:

U; X

A B (A-B) (W-B) - A) ((W—-B)—A)-A)
v f f Fp ¥y ko
v, f ot Fp ¥y Fp
%) t f #P ':P |:p
vy bt Fp Fp Fp

PretoZe X je pravdiva vo vSetkych ohodnoteniach pre £, X je tautoldgiou.

Tautolégia

Definicia 4.2. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Nech X je vyrokovologicka formula. Formulu X nazveme tautoldgiou (skra-
tene F, X) vtt X je pravdivd v kaZdom vyrokovologickom ohodnoteni v
pre £ (teda pre kazdé vyrokovologické ohodnotenie v pre £ plati v Fj, X).

Definicia vyZaduje preverit v§etky mozné ohodnotenia pre £, teda ohod-

U

A A, - X

T
o

notenia vsetkych predikdtovych atémovjazyka £. Ale... l’jo ; ; L
) - IS

o ¢ f - K

Postacujuica podmienka pre tautolégiu
Na konci minulej prednasky sme spomenuli, Ze plati:

Tvrdenie 4.3. Nech £ jejazyk vyrokovologickej ¢astilogiky prvého rddu a nech
X jevyrokovologickd formula jazyka L. Pre vsetky ohodnotenia v, a v,, ktoré
zhoduju na mnozine atoms(X), plati v, F, X vit v, Fp X.
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Na zistenie, ¢i formula je tautologia, teda staci teda preverovat ohodno-
tenia atomov vyskytujiicich sa vo formule:

Dasledok 4.4. Nech £ je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého radu
a nech X je vyrokovologicka formula jazyka £. Formula X je tautolégiou
vit X je pravdivd v kazdom vyrokovologickom ohodnoteni v : atoms(X) —

{ft

Dokaz tvrdenia 4.3. Tvrdenie dokdZeme indukciou na konstrukciu formuly:

1.1. Ak X je rovnostny atém, nie je vyrokovologickou formulou a tvrdenie
preti plati trividlne.

1.2. Nech X je predikatovy atom. Zoberme lubovolné ohodnotenia v,
a v,, ktoré sa zhoduja na atoms(X), teda na samotnom X. Podl'a definicie
pravdivosti plati v; F, X vtt v;(X) =t vt v,(X) = ¢ vtt v, F, X.

2.1 Indukény predpoklad (IP): Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre for-
mulu X. DokdZme ho pre =X. Zoberme l'ubovolné ohodnotenia v; a v,,
ktoré sa zhoduju na atoms(—X). Pretoze atoms(—X) = atoms(X), v; a v, sa
zhoduju na atoms(X), a teda podla IP v, F, X vtt v, F, X. Preto v; F, =X
vit (def. Fp) vy B, X vit (IP) v, F, X vtt (def. Fp) v, Fp =X

2.2 Indukény predpoklad (IP): Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre for-
muly X a Y. Dokdzme ho pre (X A Y). Zoberme I'ubovolné ohodnotenia
Uy a U,, ktoré sa zhoduju na atoms((X A Y)). PretoZe atoms((X A Y)) =
atoms(X) U atoms(Y), v; a v, sa zhoduju na atoms(X), a teda podla IP
v, Fp X vttv, F, X; tiez sa zhoduju na atoms(Y), a teda podla IP v, Fj, Y vtt
vy Fp Y. Preto vy Fp (X AY) vit(def. Fp) vy Fp Xav, Fp Y vt (IP) v, Fp X
av, Fy Yvtt(def. Fp) v, F, (X AY).

Podobne postupujeme pre dalie binarne spojky. O

Tautolégie a vyplyvanie

Tvrdenie 4.5 (Tautoldgie, vyplyvanie a jeho monoténnost). Nech £ je jazyk
vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu. Nech A je vyrokovologickd formula
v L. Nech T; a T, su vyrokovologické tedrie v £. Potom:

a) F, A (A je tautoldgia) vit ¢ =, A (A vyplyva z prazdnej teorie).
b) Tk, AaT, C T, tak T, k=, A.
c) Fp Avit pre kazdu teoriuTv £, T Fp A
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Splnitelnost
Kym tautologie su nutne pravdivé, teda pravdivé vo vsetkych ohodnote-

niach, mnohé formuly iba mozZu byt pravdivé, teda su pravdivé v niektorych
ohodnoteniach.

Nazyvame ich splnitelné.

Uy f f #p

Uk t f e ':P

Definicia 4.6. Nech £ je jazyk vyrokovologickej Casti logiky prvého radu.
Nech X je vyrokovologickd formula. Formulu X nazveme splnitelnou vtt
X je pravdivd v nejakom vyrokovologickom ohodnoteni pre £ (teda existuje
také vyrokovologické ohodnotenie v pre £, Ze v Fy, X).

Falzifikovatelhost
Narozdiel od tautologii, ktoré st nutne pravdivé, a teda nemoézu byt nepravdivé,

mnohé formuly moZu byt nepravdivé, teda st nepravdivé v niektorych ohod-
noteniach.

Nazyvame ich falzifikovatelné.

o fof
v f f R

Uy t f jﬁp

Definicia 4.7. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Nech X je vyrokovologicka formula. Formulu X nazveme falzifikovatelnou
vtt X je nepravdiva v nejakom vyrokovologickom ohodnoteni pre £ (teda
existuje také vyrokovologické ohodnotenie v pre £, Ze v Fj, X).
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Nesplnitelnhost

Nakoniec, mnohé formuly st nutne nepravdivé, teda sa nepravdivé vo vset-
kych ohodnoteniach.

A A, X

Nazyvame ich nesplnitelné. v f [ = F
yV p U; f f #P

p

Definicia 4.8. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Nech X je vyrokovologicka formula. Formulu X nazveme nesplnitelnou vtt
X je nepravdivd v kazdom vyrokovologickom ohodnoteni pre £ (teda pre
kaZdé vyrokovologické ohodnotenie v pre £, plati v ¥, X).

,Geografia“ formul podla pravdivosti vo vsetkych ohodnoteniach

Splnitel'né Falzifikovatelné
existuje v, v F, X existuje v, v F, X

Tautoldgie Splnitelné aj Nesplnitelné

v F, X pre vSetky v falzifikovatelné v K, X pre vsetky v

Obrazok podla [ ]

4.2 Ekvivalencia

Logicka ekvivalencia
Dve tvrdenia su ekvivalentné, ak su v kazdom stave sveta bud’ obe prav-
divé alebo obe nepravdivé.
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Ekvivalentné tvrdenia su navzajom nahraditelné. To je vyhodné vtedy,
ked potrebujeme, aby tvrdenie malo nejaky poZadovany tvar, alebo pouZi-
valo iba niektoré spojky. Napriklad vstupom pre SAT solver je tedria zloZzena
iba z disjunkcii literalov.

Podobne ako pri tautoldégiach mo6zeme pomocou skimania vSetkych ohod-
noteni rozpoznat niektoré ekvivalentné tvrdenia zapisané formulami (ale
nie vSetky, pretoZe ohodnotenia napriklad nedavaji vyznam rovnostnym
atdmom).

Priklad vyrokovologicky ekvivalentnych formdl

Priklad 4.9. V jazyku £ z prikladu 4.1 ozna¢me A = p(a) a B = p(b). Su

formuly X = (A — -B)aY = (A A B) vyrokovologicky ekvivalentné?
Preskimajme vSetky vyrokovologické ohodnotenia atbmov A a B:

v; X Y
A B -B (A--B) —(A—-B) (AAB)
Vo f f ':p t:p #p lép
v f ot K Fp ¥, b
v, t f K Fp ¥, ¥,
vy ot B 2 E E

=]
=]
o
o

X je pravdiva v prdve tych ohodnoteniach pre £, v ktorych je pravdivd Y,
preto X a Y st vyrokovologicky ekvivalentné.

Vyrokovogicka ekvivalencia

Definicia 4.10. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Nech X a Y st vyrokovologické formuly jazyka £. Formuly X a Y sa vyro-
kovologicky ekvivalentné, skratene X <, Y vtt pre kazdé vyrokovologicke
ohodnotenie v pre jazyk £ plati, Ze X je pravdivd vo v vtt Y je pravdiva vo v.

& verzus <
!, Pozor! Nemylte si zapis X <, Y s formulou (X < Y).

« X &, Y jeskratené vyjadrenie vztahu dvoch formul podla prave uve-
denej definicie. Ked napiSeme X <, Y, tvrdime tym, Ze X a Y st
vyrokovologicky ekvivalentné formuly (alebo sa pytame, ¢i to tak je).
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* (X © Y) je formula, postupnost symbolov, ktora mdze byt pravdiva
v nejakom ohodnoteni a nepravdiva vinom, moZe byt splnitelna, tau-
tologia, falzifikovatel'n4, nesplnitelnd, moze vyplyvat, ¢i byt nezavisla
od nejakej tedrie, alebo mdze byt vyrokovologicky ekvivalentna s inou
formulou.

Medzi X &, Y a (X < Y) je vztah, ktory si ozrejmime neskor.
Zname ekvivalencie
O mnohych dvojiciach formul uz viete, Ze st vzijomne ekvivalentné. Zhr-
nuli sme ich do nasledujucej vety.
Zname ekvivalencie

Veta 4.11. Nech L je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého radu. Nech
A, B a C st lubovol'né vyrokovologické formuly jazyka £. Potom:

(A— B)s,(mAVB) nahradenie —
(AAN(BAC)) &, ((AAB)AC) asociativnost A
(AV(BVC) e, ((AVB)V(C) asociativnost v

(AAB) e, (BAA) komutativnost A
(AVB)e,(BVA) komutativnost Vv

(AAN(BVC) e, (AAB)V(AACQ)) distributivnost A cez v
(AV(BAC)) &, (AVB)A(AVO)) distributivnost Vv cez A

Veta 4.11 (pokracovanie).

“(AAB) e, ("AV-B) deMorganove
“(AVB) &, (FAA-B) zékony

A, A zakon dvojitej negacie
(ArNA) e, A idempotencia pre A
(AvA)e, A idempotencia pre vV
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(AAT)ep A identita pre A
(Avl)e, A identita pre v

(AV(AAB)) &, A absorpcia
(AAN(AVB)) e, A

(Av-A)e, T vylucenie tretieho (tertium non datur)
(AN-A) &, L spor,

kde T je lubovolnd tautoldgia a L je lubovolnd nesplnitelna formula.

Vseobecné dokazy znamych ekvivalencii

Pre konkrétne dvojice formul v konkrétnom jazyku sa ekvivalencia da do-
kazat rozborom vSetkych ohodnoteni ako v priklade 4.9.

Dokaz ekvivalencie (A — B) a (~A V B) pre lubovolné formuly A a B
vyZaduje opatrnejsi postup.

NemoZeme predpokladat, ze A a B su atomické a ohodnotenia im priamo
prirad'uju pravdivostné hodnoty f a ¢ (ak napr. A = (p(a) A =p(a)), tak v(A) nie je
definované, definované su iba v(p(a)) a v(p(b))).

MoZeme viak:

1. zobrat lubovolné ohodnotenie v,

2. rozobrat vSetky pripady, akymi modzu byt A a B pravdivé alebo ne-
pravdivé v tomto ohodnoteni (teda v I=p Aav I=p B,v I=p Aav kfp B,
vk, Aav I:pB,vlprav}pr)

3. aukéazat, Ze vkazdom pripade je (A — B) pravdiva vo v vtt je (mAVB)
pravdiva vo v.

Priklad 4.12 (Dokaz prvej ekvivalentnej dvojice z vety 4.11). Nech A a B sa
I'ubovol'né vyrokovologické formuly v I'ubovolnom jazyku £.

Nech v je I'ubovolné ohodnotenie pre £.V tomto ohodnoteni moze byt
kazda z formul A a B bud pravdiva alebo nepravdiva, a teda moézu nastat
nasledovné pripady:

« VF, AavF, B,vtedyv F, (A - B)av F, (mAV B);
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« VF,AavFk, B,vtedyv F, (A > B)av F, (TAV B);
« VF, AavF, B,vtedyv ¥, (A - B)av ¥, (mAV B);
« VFyAavF, B,vtedyv F, (A — B)av F, (-AV B).

Rozobrali sme vSetky pripady pravdivosti A a B v ohodnoteni v a aj ked' sa
pripady od seba liSia pravdivostou (A — B) a (mA V B), v kazdom pripade
plati, Ze v F, (A — B) vtt v F, (mA V B). Preto moZeme konstatovat, Ze bez
ohladu na to, ktory pripad nastava, v ohodnoteni v plati, Ze v F, (A — B)
vttv F, (RAV B).

Pretoze ohodnotenie v bolo lubovolné, mozeme toto konsStatovanie zo-
vSeobecnit na vSetky ohodnotenia pre £ a podla definicie 4.10 su (A — B)
a (A Vv B) vyrokovologicky ekvivalentné.

Doékazy rozborom pripadov
Rozbor pripadov z odrdZzkového zoznamu v predchddzajucom dokaze
moézeme zapisat do podobnej tabulky ako v priklade 4.9:

A B (A-B) (HAVB)
v l*—‘p #p Fp Fo
v Ey Fp Fp Fp
v ok K F, ¥y
v kE, E E E

g=}
hel
ae}
g=}

VZdy ju v8ak treba doplnit
1. tvodom o I'ubovolnom ohodnoteni,
2. tvodom k rozboru pripadov,
3. zéaverom o vSetkych pripadoch,
4. zaverom o vSetkych ohodnoteniach.

Podobne mo6Zeme uvaZovat o tautolégiach, nesplnitelnosti, aj vyplyvani.
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4.3 Vztah tautolégii, vyplyvania a ekvivalencie

Tautoldgie a vyplyvanie

Tautologie nie su zaujimavé iba preto, Ze st logickymi pravdami.

Kedy je formula ((A; A A,) — B) tautoldgia?

Vtedy, ked je pravdiva v kazdom ohodnoteni, teda ked v kazdom ohodno-
teni v mame v ¥, (A; A A,) alebo v F,, B, CiZe ked v kazdom ohodnoteni v,
v ktorom v F, (A; A Ay), mdme aj v F, B teda ked v kazdom ohodno-
teni v, v ktorom v Fp Ay av kF, Ay, mame aj v F, B, teda ked z {A;, A,}
vyrokovologicky vyplyva B.

Vztahy vyrokovologického vyplyvania a tautolagii
Pripometime, Ze podla tvrdenia 4.5: @ E, A vit E, A.

Tvrdenie 4.13 (Sémantickd verzia vety od dedukcii). Nech £ je jazyk vyro-
kovologickej casti logiky prvého radu. Nech T je vyrokovologicka tedria, nech
A, B, C su vyrokovologické formuly v £. Potom:

a) TU{A} R, Cvit T F, (A - C).
b) T U{A,B}k, Cvit TU{(AAB)} E, C.

Dosledok 4.14 (Redukcia vyplyvania na tautologiu). Nech £ je jazyk vyro-
kovologickej ¢asti logiky prvého rddu. Nech A, A,, ..., A, a C sti vyrokovolo-
gické formuly v jazyku L. Potom {A,, ..., A} F, Cvit = (¢ (A AAY A
) AA,) = C).

Dokaz tvrdenia 4.13. a)Nech T je tedriaa A a C su vyrokovologické formuly
v Iubovolnom jazyku £.

(<) Predpokladajme, Ze z T vyplyva (A — C) a dokdzme priamo, ze z T U
{A} vyplyva C.

Zoberme l'ubovol'né vyrokovologické ohodnotenie v pre £, ktoré je mo-
delom T U{A}. Vo v su teda pravdivé v8etky formuly z T U {A}. Pretov F, T
atiezv F, A.

Z v Fy T na zéklade predpokladu T F, (A — C) dostivame, Ze vo v je
pravdiva implikdcia (A — C), teda podla definicie pravdivosti v ¥, A alebo
v |=p C. PretoZe ale vieme, Ze v Fp A, musi v |=p C.
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KedZe v bolo l'ubovolné, mdZeme toto zistenie zovSebecnit na vsetky
ohodnotenia a podla definicie vyplyvania potom T U {A} F,, C.

(=) Predpokladajme, Ze z T U {A} vyplyva C a dokazme sporom, ze z T
vyplyva (A — C).

Nech by existovalo ohodnotenie v, ktoré je modelom T, ale nie formuly
(A — C), teda podla definicie pravdivosti v F, Aav ¥, C. Potom v F,
T U{A}azpredpokladu T U {A} =, C dostavame v F,, C, Co je spor.

b) Ddkaz je podobny ako v Casti a). O

Dokaz désledku 4.14. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého
rddu. Nech Ay, A,, ..., A, a C su vyrokovologické formuly v jazyku £.
Opakovanym pouzitim tvrdenia 4.13 a pomocou 4.5 dostdvame:

(AL, Agy o, A E, C Vit {(A) AAY), . A} E, C
vit FU{((- (AL AAD A )AAL}E, C
vit. @, (- (A AA) A=) AA,) = C)
vit  E, (- (A3 AAD A )ANA,) - C) O

Tautolégie a ekvivalencia

Kedy je formula (X < Y), teda (X - Y) A (Y — X)) tautologia?

Vtedy a len vtedy, ked je pravdiva v kaZdom ohodnoteni, teda vtt v kaz-
dom ohodnoteniv méme v F, (X — Y)av k, (Y - X), vttvkazdom ohod-
noteni v mame bud v pr X alebo v E Y a zaroven bud v pr Y alebov F X,
vtt v kazdom ohodnoteni v plati, Ze ak v Fp X, tak v Fp Y, a ak v Fp Y,
tak v I=p X, vtt v kazdom ohodnoteni v mame v I=p X vtt v I=p Y, vtt X
je vyrokovologicky ekvivalentna s Y.

Tvrdenie 4.15. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Nech X a 'Y su vyrokovologické formuly v £. Potom (X < Y) je tautologia vt
X a Y st vyrokologicky ekvivalentné. (Skrdtene: F, (X © Y)vit X <, Y.)

4.4 Ekvivalentné Gpravy a CNF

Retazenie ekvivalentnych Gprav
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Urcite ste uz robili ekvivalentné tpravy formul, pri ktorych ste retazili
dvojice vzadjomne ekvivalentnych formul:

~(A - =B) &, (A V —B) &, (-=A A ~=B) &, (AAB)

a nakoniec ste prehlasili, Ze prva (A — —B) a posledna formula (A A B) su
ekvivalentné.

Mohli ste to urobit, lebo <) je tranzitivna relacia na formulach, dokonca
viac nez iba tranzitivna.

Vyrokovologicka ekvivalencia ako relacia ekvivalencie

Tvrdenie 4.16. Nech £ je jazyk vyrokovologickej casti logiky prvého radu.
Vztah vyrokovologickej ekvivalencie <, je reldciou ekvivalencie na vyroko-
vologickych formuldch jazyka L, teda pre vSetky vyrokovologické formuly X,
Y, Z jazyka £ plati:
* Reflexivita: X <, X.
o Symetria: Ak X S, Y, takY <p X.

o Trangitivita: Ak X S, YaY e, Z, tak X S, Z.

Doékaz. Priamym dokazom dokaZeme tranzitivitu. Ostatné vlastnosti sa daja
dokéazat podobne.
Nech X, Y a Z sa vyrokovologické formuly jazyka £. Nech (1) X je vyro-
kovologicky ekvivalentnd s Y a (2) Y je ekvivalentna so Z.
Aby sme dokdzali, Ze X je vyrokovologicky ekvivalentnd so Z, musime
ukazat, Ze pre kazdé ohodnotenie pre jazyk £ plati, Ze v F, X vttv F, Y.
Nech teda v je lubovolné ohodnotenie pre £.
« Ak v F, X, tak podla predpokladu (1) a definicie vyrokovologickej
ekvivalencie 4.10 musi platit v F, Y, a teda podla predpokladu (2)
a definicie ekvivalencie mame v Fj Z.

« Nezavisle od toho, ak v Fp Z, tak v Fp Y podla (2) a def. 4.10, a teda
v F, X podla (1) a def. 4.10.

Pretov Fp, X vitv F, Z.

PretoZe v bolo l'ubovolné, méZeme nas zaver zovSeobecnit na vetky ohod-
notenia, a teda podla definicie ekvivalencie 4.10 s X a Z vyrokovologicky
ekvivalentné. O
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Substittcia pri ekvivalentnych Gpravach
V retazci ekvivalentnych uprav

< (A - =B) &, 7(mAVB) &, (=mAA-B)
&, (AAB) &, (AAB)

v prvom, tretom a Stvrtom kroku nezodpovedd celd formula niektorej zo
znamych ekvivalencii z vety 4.11.

Podla zndmej ekvivalencie sme nahrdadzali podformuly — substituovali
sme ich.

Definicia 4.17 (Substitucia). Nech £ je jazyk vyrokovologickej Casti logiky
prvého raddu a nech X, A, B su formuly jazyka £. Substitiiciou Bza Av X
(skratene X[A|B]) nazyvame formulu, ktora vznikne nahradenim kazdého
vyskytu A v X formulou B.

Substittcia rekurzivne

Substituciu si vieme predstavit aj ako induktivne definovanu (rekurzivnu)
operéaciu:
Substitucia rekurzivne
Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu. Pre vSetky for-
muly A, B, X, Y jazyka £ a vSetky binarne spojky b € {A,V, -}

X[A|B] = akA =X
X[A|B]= ak X jeatboma A # X
(~X)[A|B] = "( [A|B]), ak A # X
X bY)[A|B] = (X[A|B]) b (Y[A|B])), akA#(XDbY).

Korektnost substitticie ekvivalentnej formuly
Substituciou ekvivalentnej podformuly, napriklad

(=70 A ==C)[==0|0] = (O A ==C),

skutoc¢ne dostdvame formulu ekvivalentnu s pévodnou:
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Veta 4.18 (Ekvivalentné upravy substiticiou). Nech £ je jazyk vyrokovolo-
gickej casti logiky prvého radu a nech X je formula, A a B su vyrokovologicky
ekvivalentné formuly jazyka £. Potom formuly X a X|[A|B] su tieZ vyrokovo-
logicky ekvivalentné.

Toto tvrdenie mbzeme dokazat indukciou na konstrukciu formuly.

Ekvivalentné tpravy a vstup pre SAT solver

Castym pouzitim ekvivalentnych uprav je transformAcia teérie (napri-
klad o nejakom Sudoku) do tvaru vhodného pre SAT solver.

Aby sme tento tvar mohli popisat, potrebujeme pomenovat viacnasobne
vnorené konjunkcie a viacndsobne vnorené disjunkcie a dohodneme sa na
skracovani ich zapisu vynechanim vnutornych zatvoriek.

Konjunkcia a disjunkcia postupnosti formul

Definicia 4.19. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu.
Nech A4, A,, ..., A, je konecna postupnost formul jazyka £.

+ Konjunkciou postupnosti Ay, ..., A, je formula (((A; AA) AA3)A - A
A,), skratene (A; AAy AA3 A - A Ay).

- Konjunkciu prdzdnej postupnosti formul (n = 0) oznacujeme T.
Chéapeme ju ako I'ubovol'nu tautoldégiu, napriklad (P(c) v =P(c))
pre nejaky unarny predikat P a nejaku konStantu c jazyka £.

« Disjunkciou postupnosti Ay, ..., A, je formula (((A; VA,)VA3) V-V
A,), skratene (A; VA, VA3V ---VA,).

- Disjunkciu prazdnej postupnosti formul oznacujeme L alebo [].
Chapeme ju ako I'ubovolnt nesplnitelnu formulu, napriklad (P(c)A

=P(c)).

« Pre n = 1 chipeme samotnt formulu A, ako konjunkciu aj ako dis-
junkciu jednoprvkovej postupnosti formul A;.
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Literal, klauzula, konjunktivny normalny tvar
Vstup do SAT solvera je formula v konjunktivnom normdlnom tvare.

Definicia 4.20.
Literdl je atom alebo negacia atému.
Klauzula (tiez ,klauza“, angl. clause) je disjunkcia postupnosti literalov.

Formula v konjunktivnom normalnom tvare (angl.conjunctive normal form,
CNF) je konjunkcia postupnosti klauzul.

Priklad 4.21. Literaly: P, C, ~C, -O
Klauzuly: P,-0,[],(-PVv OV —C)

CNF: P,-0O, T,(PV-0)(PA-OAC),1,(PVO)ALD,(mPVO)A(OVC(C))
ak P = pacient(Edo), O = ockovany(Edo), C = chory(Edo).

Existencia ekvivalentnej formuly v CNF

Veta 4.22. Ku kaZdej vyrokovologickej formule X existuje ekvivalentnd for-
mula C v konjunktivnom normdlnom tvare.

Dokaz. Zoberme vSetky ohodnotenia vy, ..., v, také, Ze v; F, "X a v;(A) =
f pre vSetky atomy A ¢ atoms(—X). Pre kazdé v; zostrojme formulu C; ako
konjunkciu obsahujucu A, ak v;(A) = ¢, alebo —A, ak v;(A) = f, pre kazdy
atom A € atoms(—X). Oc¢ividne formula D = (C; V --- vV C,,) je ekvivalentna
s °X (vymenuva vSetky moznosti, kedy je =X pravdiva).

Znegovanim D a aplikiciou de Morganovych pravidiel dostaneme for-
mulu C v CNF, ktor4 je ekvivalentnd s X. O

Konverzia formuly do ekvivalentnej v CNF

Skamanie vSetkych ohodnoteni podla dokazu vety 4.22 nie je idedlny
sposob ako upravit formulu do CNF — najmé ked m4 vel'a premennych a jej
splnitelnost chceme rozhodntt SAT solverom.

Jednoduchy algoritmus na konverziu formuly do ekvivalentnej formuly
v CNF zaloZeny na ekvivalentnych tipravach si naprogramujete ako 4. prak-
tické cvicenie.
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Konverzia formuly do ekvivalentnej v CNF
Zéakladny algoritmus konverzie do CNF ma4 dve fazy:

1. Upravime formulu na negacny normdlny tvar (NNF) — nevyskytuje
sa v iom implikacia a negované st iba atomy:
« Nahradime implikdcie disjunkciami: (A — B) <, (7AV B)
« Presunieme = k atbmom opakovanym pouZitim de Morgano-

vych zédkonov a zdkona dvojitej negicie.

2. Odstranime konjunkcie vnorené v disjunkciach ,,roznasobenim“ podla
distributivnosti a komutativnosti:

(AV(BAC)) &, (AVB)A(AV())
(BAC)VA) e, (AV(BAC) &, (AVB)A(AVO))
<p (BVAYA(AVO)

S, (BVA)A(CV A)

Konverzia formuly do ekvivalentnej v CNF

Priklad 4.23. Uprava formuly do NNF:

(S AP) = ~(ZV=0)) &, (7(7SAP)V~(ZV=0)) (nahr.—)
<p (=S Vv =P)V (=Z A—==0)) (2 xde Morgan)
<p ((Sv-P)V(=Z AO)) (2xdvoj. neg.)

Uprava formuly v NNF do CNF:

((Sv=P)V(~ZAO))
©p ((SVAP)VAZ)A((SV-P)VO)) (distr. Acez V)

Podl'a dohody v def. 4.19 vyslednu formulu v CNF skratene zapiSeme:

(Sv—=PVv-Z)A(SV-PVO))
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Zhrnutie

« Vyznacné sémantické vlastnosti formul: tautologickost, splnitelnost,
nesplnitelnost, falzifikovatelnost

« Ekvivalencia — sémanticky vztah formul
« Vztah tautologii s vyplyvanim a ekvivalenciou

« Syntaktické odvodenie ekvivalencie pomocou substittcii podla zn4-
mych ekvivalencii

« NNF a CNF
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5. prednaska
Dokazy a vyrokovologické tabla

Rekapitulacia
Minuly tyzderi sme sa zaoberali:

« vlastnostami formul vzhladom na vSetky ohodnotenia:

tautoldgia,

splnitel'nost,

falzifikovatel'nost,

nesplnitelnost;

« vztahmi formul:

- ekvivalencia;
« vztahom vyplyvania a ekvivalencie s tautologiami;

« transformdaciou formul medzi jazykmi so zachovanim splnitelnosti.

5 Doékazy a vyrokovologické tabla
Riesenie slovnych tloh pomocou formalnej logiky

V 3. sade teoretickych tloh (AIN) sme riesili neformélne zadané prob-
1émy pomocou ich formdlnej verzie:
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neformalne vyroky neformalna otazka
l formalizicia l

formadlna teéria formalny problém
(ne)splnitel'nost, hladanie vSetkych modelov,
vyplyvanie/nezavislost konkrétnych formdl, ...

. . <
proces rieSenia forméalneho problému

odpoved na formalny problém
|
interpretacia

odpoved na neformalnu otazku

Formalny problém sme riesili hrubou silou a sémanticky — rozborom vset-
kych ohodnoteni. Ziadne naozajstné usudzovanie. Vysledok zodpovedal vy-
sledku neformalneho usudku o probléme.

Dokazy neformalnych meta tvrdeni
V 4. sade teoretickych tloh sme dokazovali tvrdenia o vyplyvani, splni-
telnosti a tautologiach:

« matematické tvrdenia v slovencine;
« dokazy tieZ v slovencine.

Usudzovanie, ale neformalne.

Formalizacia dokazov

Logiku zaujima jazyk a usudzovanie.

Vyroky v slovencine (jazyk) sme sformalizovali ako formuly v jazyku lo-
giky prvého radu

« matematicka ,,datova Struktura®: postupnosti symbolov s induktiv-
nymi pravidlami kon§$trukcie;

« javovska datova Struktdra: stromy objektov podtried triedy Formula.

Dokazy (usudzovanie) zacneme formalizovat tento tyzderi.
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Co su dokazy a preco sa dokazuje

Dokazje avaha, ktord zdovodriuje, pre€o je nejaky zaver logickym dosled-
kom predpokladov.

Naco su vlastne dobré dékazy?

« MoZeme nimi presved¢it inych o pravdivosti svojich zaverov.

« Zvyfajne sumenej pracne a pochopitel'nejsie ako rozbor v§etkych moz-
nosti.
Uz 16 moZnosti v 3. sade uloh bolo pracne rozobrat.
Ak je moZnosti nekonecne vela, rozbor vSetkych moZnosti ani nie je
mozny.

« Odvodzovanim podla pravidiel dokazov moéZeme skumat, aké dosledky
ma naSa teoria aj bez konkrétneho ciela.

Preco formalizovat dokazy
Naco je dobré formalizovat ddkazy?

« Aby sme si ujasnili, ¢o su dokazy a kedy st sprdvne. Spravna argu-
mentécia nie je doleZita iba v matematike:
- uvazovanie o spravnosti nasich programov ¢i dopytov,
- zéklad kritického/vedeckého myslenia v beznom Zivote.
« Aby sme vedeli naprogramovat ddtové Struktury na ich reprezentaciu
v pocitaci.
« Aby sme mohli dokazovanie automatizovat.

- Automatické dokazovanie je jeden z cielov umelej inteligencie.

« Aby sme zistili, Co sa da a ¢o sa nedd dokazat.

- Prakticky: Co sa neda dokazat, toho dokaz sa neda automatizo-
vat.

- Filozoficky: Hranice poznania a chipania.
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5.1 Druhy dokazov

Druhy dékazov
V matematike sa na to pouZiva viac typov dokazov:

e priamy,

» sporom,

« nepriamy,

« analyzou pripadov,

ktoré sa casto kombinuja.

Priamy d6kaz a analyza pripadov

Priamy dokaz Z predpokladov postupnym odvodzovanim jednoduchych
logickych désledkov dospejeme k poZadovanému zaveru.

Dokaz analyzou (rozborom) pripadov Ked predpoklady obsahuju disjun-
kciu, dokdZeme pozadovany zaver z kazdého disjunktu a ostatnych
predpokladov nezdvisle od ostatnych disjunktov.

Ak aj predpoklady disjunkciu neobsahuju, mdZeme rozoberat pri-
pady, Ze je nejaké pomocné tvrdenie pravdivé alebo nepravdivé.

Priklad priameho dokazu s analyzou pripadov

Priklad 5.1 (Party po covide - priamy dokaz s analyzou pripadov). (A;) Anka
pride, iba ak pride Betka a Cyril. (A,) Ak pride Betka alebo David, pride aj
Evka. (A;) Evka nepride, ak pride Fero.

Teda: (X) Ak pride Anka, tak nepride Fero.
Dokaz (priamo). Predpokladajme, Ze tvrdenia A; aZ Az su pravdivé. Do-
kaZzme X.

Ak nepride Anka, X je pravdivé (X je implikécia a jej antecedent je nepravdivy).

Preto predpokladajme, Ze Anka pride. Podla A; potom musia prist aj
Betka a Cyril. Preto pride Betka, a teda pride Betka alebo David. Podla A,
potom pride aj Evka. PretoZe podla A; by Evka nepriSla, ak by priSiel Fero,
ale Evka pride, musi byt pravda, Ze Fero nepride. Preto je tvrdenie X opét
pravdivé (X je implikacia a jej konzekvent je pravdivy).
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Dokaz sporom a nepriamy dokaz

Dokaz sporom Prijmeme predpoklady, ale spochybnime zdver — predpo-
kladame, Ze je nepravdivy. Postupnym odvodzovanim jednoduchych
logickych dosledkov dospejeme k sporu s predpokladom alebo inym
dosledkom.

Zaver teda nemoze byt nepravdivy, preto ak su pravdivé predpoklady,
je nutne pravdivy, vyplyva z nich.

Nepriamy dékaz — varidcia dokazu sporom Predpokladdme, Ze zaver je ne-
pravdivy. Postupnym odvodzovanim jednoduchych logickych désled-
kov dospejeme k nepravdivosti niektorého z predpokladov.

Tym dokdZeme: Ak je nepravdivy zéver, tak si nepravdivé predpo-
klady. Obmena: Ak st pravdivé predpoklady, je pravdivy zaver.

Priklad dokazu sporom

Priklad 5.2 (Party po covide - dokaz sporom).
(A;) Anka pride, iba ak pride Betka a Cyril. (A,) Ak pride Betka alebo Da-
vid, pride aj Evka. (A;) Evka nepride, ak pride Fero.

Teda: (X) Ak pride Anka, tak nepride Fero.
Dokaz (sporom). Predpokladajme, Ze tvrdenia A, aZ A; su pravdivé, ale X je
nepravdivé.

Predpokladdame teda, Ze pride Anka a pride aj Fero. Preto pride Fero,
a teda podla predpokladu A; Evka nepride. Zaroveri vieme, Ze pride Anka,
a podla A, teda pridu aj Betka a Cyril. Preto pride Betka, a teda pride Betka
alebo David. Podla A, potom pride aj Evka. To je v8ak spor z predchadza-
jucim dosledkom Aj;, Ze Evka nepride.

Predpoklad, Ze X je nepravdivé viedol k sporu, preto X je pravdivé.

Vyhody dokazu sporom
Dokaz sporom je velmi konkrétna ukézka kritického, vedeckého mysle-
nia:

1. Pochybujeme o pravdivosti tvrdenia.

2. Vyvratenim tejto pochybnosti sa presved¢ime o pravdivosti.
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Ma ale aj ,,technickt“ vyhodu: Nemusime pri iom aZ tak tapat, ako do-
spejeme k cielu, pretoze

« dostaneme viac predpokladov;
« mame jednoduchy ciel: najst spor;

« vidcSinou staci tvrdenia iba zjednoduSovat.

Odvodzovanie jednoduchych doésledkov

Kroky dékazu by mali odvodzovat jednoduché dosledky.

Tie potom pouzivame na odvodenie dalSich dosledkov.

Aky dosledok je jednoduchy?

Zavisi od citatel'a dokazu — musi byt schopny ho overit.

Matematici (a ucitelia) radi robia vicsie skoky a nechaju citatela (Stu-
denta) domyslat si, preco ich mohli urobit.

Vyucujuci cheu od Studentov malé kroky — aby si overili, Ze Student sku-
tocne uvazuje spravne.

5.2 Vyrokovologické tabla

Jednoduché dosledky podla definicie pravdivosti formul
Pozrime sa znova na priklad dokazu sporom:

1. Sformalizujme ho.
2. Uvedomme si, ¢o vlastne dokazujeme.

3. V8imajme si, aké kroky robime.

Priklad dokazu sporom s formulami
Priklad 5.3 (Party po covide - formalizovany dokaz sporom). Dokdzme, Ze
z teorie T = {A;, A,, A3}, kde

A, = (p(A) = (p(B) Ap(C))) Anka pride, iba ak pride Betka a Cyril.
A, = ((p(B) v p(D)) = p(E)) Ak pride Betka alebo David, pride aj Evka.

Az = (p(F) = —p(E)), Evka nepride, ak pride Fero.
vyplyva formula X, pricom
X = (p(A) = —p(F)) Ak pride Anka, tak nepride Fero.
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Priklad 5.3 (Party po covide - formal. dokaz sporom, pokrac.).
Dékaz (sporom). Predpokladajme, pre nejaké ohodnotenie v plati, Ze
M vk, (p(A) = (p(B) A p(C))),

(@) vk, (p(B) Vv p(D)) — p(E)),

(3) v Fy (p(F) — —p(E)), ale

@) v Ey (p(A) = —p(F)).

Podl'a definicie pravdivosti v ohodnoteni, potom mame:

(5) v Fp p(A) zo (4) a sticasne

(6) v ¥, =p(F) zo (4), teda

(7) v Ey p(F) z (6). Dalej

(8)v Fp p(F), alebo (9) v F, =p(E) podla (3).

coje (10) v ¥, p(E) z (9). Zaroven
Vv spore (11) v ¥, p(A), alebo (12) v F, (p(B) A p(C)) podla (1).
so (7), ¢oje (13) v F, p(B) z (12). Potom podla (2):
v spore (14) v ¥, (p(B) v p(D)), alebo (15) v k, p(E),
s (5), (16) v ¥, p(B) zo (14), spor s (10).
spor s (13);
Tablovy kalkul

Z takychto dokazov sporom vychadza tablovy kalkul — jeden z formal-
nych deduktivnych systémov pre vyrokovologicku Cast logiky prvého rddu

Formalny deduktivny systém je systém odvodzovacich pravidiel na kon-
Strukciu dékazov vyplyvania formul z tedrii.

Nami pouzivana verzia tablového kalkulu poch4ddza od Raymonda M. Smul-
lyana [ , ].

Postupne si ukdZeme, ako predchadzajuci dokaz premenime na tablo —
formalny dokaz v tablovom kalkule.

Oznacené formuly a ich sémantika
Zbavme sa najprv opakovania v Fj, ---av ¥ ---.

Definicia 5.4. Nech £ je jazyk vyrokovologickej Casti logiky prvého radu.
Nech X je vyrokovologickd formula jazyka £. Postupnosti symbolov TX
a F X nazyvame oznacené formuly.

Definicia 5.5. Nech £ je jazyk vyrokovologickej ¢asti logiky prvého radu,
v je ohodnotenie pre £ a X je vyrokovologicka formula v £. Potom

* vo v je pravdivd T X (skratene v F, TX) vt vo v je pravdiva X;
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* vo v je pravdivd F X (skr. v F, FX) vtt vo v nie je pravdiva X.

Znamienko F sa teda sprava ako negicia a T nemeni vyznam formuly.
Znamienka F a T sa nesmu objavit v podformuléch. Vdaka znamienkam
sta¢i hovorit iba o pravdivych ozn. formulach.

Priklad 5.5 (Party po covide - dokaz s oznacenymi formulami). Predpokladajme,
pre nejakom ohodnoteni v su pravdivé oznacené formuly
(D) T(p(A) = (p(B) A p(O))),

(@) T((p(B) Vv p(D)) — p(E)),

(3) T(p(F) — —p(E)), ale

(4) F(p(A) = —=p(F)).

Podl'a definicie pravdivosti, st vo v pravdivé:

(5) Tp(A) zo (4) a sucasne

(6) F—p(F) zo (4), teda

(7) Tp(F) z (6). Dalej

(8) Fp(F), alebo (9) T —p(E) podla (3).

coje (10) Fp(E) z (9). Zaroven
Vv spore (11) Fp(A), alebo (12) T(p(B) A p(C)) z (1).
so (7), ¢oje (13) Tp(B) z (12). Potom podla (2)
Vv spore (14) F(p(B) v p(D)), alebo (15) T p(E),
s (5), (16) Fp(B) zo (14), spor s (10).
spor s (13);

Kroky odvodenia
VSimnime si teraz kroky, ktoré sme v dékaze robili:

 Niektoré z pravdivosti formuly priamo odvodili pravdivost niektorej
priamej podformuly, napr.:
- z(4) F(p(A) — —p(F)) sme odvodili (5) T p(A);
- z(4) F(p(A) — —p(F)) sme odvodili (6) F =p(F);
- z(9) T-p(E) sme odvodili (10) F p(E).

« Iné viedli k analyze pripadov pravdivosti oboch priamych podformul:

- (2) T((p(B) v p(D)) — p(E)) viedla k analyze pripadov:
(14) F(p(B) Vv p(D)) alebo (15) T p(E).
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Priame odvodenie pravdivosti priamych podformdil
Z definicie pravdivosti formul Iahko dostaneme:

Pozorovanie 5.6. Nech v je lubovolné ohodnotenie pre jazyk £ vyrokovolo-
gickej casti logiky prvého radu. Nech X a Y sti lubovolné formuly L:

Ak vk, X, tak v Fjp X. Ak vk, T-X, takv Fp FX.
Akv}fp -X, tak v |=pX. Akv I=pF—|X, tak v I=p TX.
AkvF, (X AY), takvF, X.  AkvF, TX AY), takv F, TX.
AkvE, (X AY), takvF, Y. AkvF, TXAY), takvF, TY.
AkvFy, (X VY) takvF, X. AkvF, F(XVY), takvF, FX.
AkvF,(XVY) takvk,Y. Akvk,FXVY) takvF,FY.
AkvF, (X = Y) takvF, X. AkvFk, F(X > Y) takvF, TX.
AkvF, (X > Y) takvk,Y. AkvFk,F(X —Y) takvF, FY.

Zjednodusujuce tablové pravidla
Z pozorovania 5.6 moZeme sformulovat pravidla, ktoré priamo odvodzuju
z oznacenych formul ich oznacené podformuly:

T-X F-X T(XAY) FXVY) F(X - Y)
FX TX TX FX TX
T(XAY) FXVY) F(X = Y)
TY FY FY

Na tieto pravdidla sa da pozerat ako na Specidlne pripady jedného pravidla,
ktorému sa hovori a, zjednodusenie alebo splostenie (angl. flatten), pre rézne
spojky.

Jednotny zapis oznacenych formul typu o

Definicia 5.7 (Jednotny zapis oznacenych formul typu «).

Oznacena formula A" je typu a vtt ma jeden a a A
z tvarov v l'avom stipci tabulky pre nejaké TXAY) TX TY
formuly X a Y. Takéto formuly budeme FXVY) FX FY
oznacovat pismenom «; @; bude oznacovat FX—>Y) TX FY
pr,isluém’l oznacenu formulu zo stredného T-X FX FX
sqpca, a, prislu$nu formulu z pravého F X TX TX
stlpca.
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Pozorovanie 5.8 (Stru¢ne vd'aka jednotnému zapisu). Nech v je lubovolné
ohodnotenie pre jazyk £ vyrokovologickej casti logiky prvého rddu. Potom
VEpavitv Fy oy av Fy o

Analyza pripadov pravdivosti priamych podformdil
Z definicie pravdivosti formul lahko dostaneme:

Pozorovanie 5.9. Nech v je lubovolné ohodnotenie pre jazyk £ vyrokovolo-
gickej casti logiky prvého rddu. Nech X a 'Y st lubovolné formuly L:

« Akv ¥, (X AY), takv ¥, X alebov ¥, Y. Akv F, F(X AY), tak
vk, FX alebov F, FY.

« Akv F, (X VYY), takv F, X alebov F, Y. Akv F, T(X VY), tak
vE, TX alebo v FpTY.

« Akv F, (X = Y), takv F, X alebov F, Y. Akv F, T(X — Y), tak
vk, FX alebov F, TY.

Rozvetvujuce tablové pravidla
Z pozorovania 5.9 mdézZeme sformulovat pravidla, ktoré vedu k analyze
pripadov pravdivosti priamych podformul:
FXAY) TXVY) TX > Y)

FX|FY TX |TY FX | TY

Aj na tieto pravdidla sa da pozerat ako na Specidlne pripady jedného pra-
vidla, ktorému sa hovori 3, vetvenie alebo rozdelenie (angl. split), pre rozne

spojky.

Jednotny zapis oznacenych formul typu

Definicia 5.10 (Jednotny zapis oznacenych formul typu 8).

Oznacena formula B* je typu 8 vtt ma jeden B B B
? tvarolv \)/( lavlc()rrr} sng 1?abulkly ﬁrednejake FXAY) FX FY
ormuly X a Y. Takéto formuly budeme TXVY) TX TY

oznacovat pismenom {; 3; bude oznacovat
prislu§nt oznacenu formulu zo stredného
stipca, B, prislusnt formulu z pravého
stipca.

TX—>Y) FX TY
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Pozorovanie 5.11 (Stru¢ne vdaka jednotnému zapisu). Nech v je lubovolné
ohodnotenie pre jazyk £ vyrokovologickej casti logiky prvého rddu. Potom

vE, Buttv Ey By alebov ky .

Oznacovanie oznacenych formul a ich mnozin
Co vlastne dokazujeme v nasom priklade? To, Ze predpoklad existencie
ohodnotenia v, v ktorom st pravdivé vSetky prvky mnoziny oznacenych for-

mul

ST ={T(p(A) - (p(B) A p(O))),
T((p(B) v p(D)) = p(E)),

T(p(F) = =p(E)),
F(p(A) — =p(F)) }

vedie k sporu, teda Ze S™ je nesplnitelnd.

Dohoda 5.12. Pre oznacené formuly budeme pouZivat velké pismena zo za-
¢iatku a konca abecedy s hornym indexom + a pripadne s dolnymi indexmi,

napr. A*, X¥.

Pre mnoZiny oznacenych formul budeme pouZivat pismend S, T s hor-

nym indexom + a pripadne s dolnymi indexmi, napr. S*, T;“ .

Priklad 5.12 (Party po covide - tablo).

L. T(p(A) = (p(B) Ap(C))) S*
2. T((p(B) v p(D)) = p(E)) S*

3. T(p(F) = —p(E)) S*
4. F(p(A) = —p(F)) S*
5. Tp(A) a4
6. F-=p(F) ad
7. Tp(F) a6
8. Fp(F) B3 9. T-p(E) B3
%7, 8 10. Fp(E) a9
11. Fp(A) f1 12. T(p(B) Ap(C)) pB1
%5, 11 13. Tp(B) al2
14. F(p(B)vp(D)) B2 |15. Tp(E) B2
16. Fp(B) al4d 10,15
%13, 16
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Struktura tabla
Co je teda tablo? Aka ,,datova Strukttra“? Co v nej musi platit?

T(p(A) — (q(B) AP(©))
T((p(B) v p(P)) - p(E)))
T(p(F) - -p(E))
F(p(A) 7 =p(F))

T p‘(A)

F ﬁF‘)(F)

Tp(F)

— ~
Fp(F) T ﬂ?(E)
* Fp(E)
—~ ~
Fp(A) T(p(B) (\ p(0O)
* Tp(B)
—~ ~
F(p(B) ‘v p(D)) Tp(E)
Fp(B) *

*

Definicia 5.13 (Tablo pre mnoZinu oznacenych formul). Analytické tablo
pre mnoZinu oznacenych formul S* (skratene tablo pre ST) je binarny strom,
ktorého vrcholy obsahuju oznacené formuly a ktory je skonstruovany podl'a

nasledovnych induktivnych pravidiel:

+ Strom s jedinym vrcholom (korefiom) obsahujucim niektort ozna-

Cenu formulu At z St je tablom pre S*.

« Nech 7 je tablo pre S* a y je nejaky jeho list. Potom tablom pre St je

aj kazdé priame rogsirenie J ktorymkolvek z pravidiel:

a: Ak sa na vetve 7, (ceste z koretia do y) vyskytuje nejakd ozna-
¢end formula «, tak ako jediné dieta y pripojime novy vrchol
obsahujtci a, alebo «,.

B: Ak sa na vetve 7, (ceste z korenia do y) vyskytuje nejakd ozna-
¢end formula g, tak ako deti y pripojime dva nové vrcholy, pri-
¢om lavé dieta bude obsahovat §; a pravé 3,.

S*: Ako jediné dieta y pripojime novy vrchol obsahujtci lubovolnu

oznacend formulu A* € S*.
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Ni¢ iné nie je tablom pre S*.

Tabla a tablové pravidla

Povodné tablo Mozné priame rozsireniePravidla a oznacené formuly v nich

a a a a; a
{ O a TXAY) TX TY
O FXVY) FX FY

@ e FX—>Y) TX FY
o T-X FX FX
Y F-X TX TX

O B B B B
B 1B, FXAY) FX FY
e TXVvY) TX TY
p - TX—-Y) FX TY
,)\ny

Legenda: y je list v table 7', ), je cesta od korenia k y

Tabla a tablové pravidla (pokracovanie)

Pévodné tablo MozZné priame rozSirenie Pravidla a oznac¢ené formuly v nich

AT At est

Legenda: y je list v table 7', ), je cesta od korenia k y
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Uzavretost a otvorenost vetvy a tabla

Definicia 5.14. Vetvou tabla J je kazd4 cesta od koreria J k niektorému
listu 7.

Oznacena formula X+ sa vyskytuje na vetve r v J vtt X+ sa nachadza
vniektorom vrchole na 7. Skratene to budeme zapisovat X+ € formulas(r).

Tablo ~ dokaz sporom. Vetvenie ~ rozbor moznych pripadov. = Spor
musi nastat vo v§etkych vetvach.

Definicia 5.15. Vetva 7 tabla J je uzavretd vtt na 7 sa stc¢asne vyskytuju
oznacené formuly FX a T X pre nejaku formulu X. Inak je 7 otvorend.

Tablo T je uzavreté vtt kazZdda jeho vetva je uzavretd. Naopak, J je otvorené
vtt aspori jedna jeho vetva je otvorenad.

Priklad — vetvy a uzavretost

Priklad 5.16 (Vetvy a uzavretost). Ur¢me vetvy v table a zistime, ¢i st uzav-
reté a Ci je uzavreté tablo:

L T(p(A) = (p(B) AP(C)) S*

2. T((p(B)vp(D)) — p(E)) S*

3. T(p(F) — —p(E)) S*
4 F(p(A) = —p(F)) S*
5. Tp(A) a4
6 F=p(F) ad
7. Tp(F) ab
8. Fp(F) B3 9. T-p(E) B3
%7, 8 10. Fp(E) a9
11. Fp(A) p1 12. T(p(B) Ap(C)) pB1
%5, 11 13. Tp(B) al2
14. F(p(B)vp(D)) B2 |15. Tp(E) B2
*%10,15

Korektnost tablového kalkulu

Veta 5.17 (Korektnost tablového kalkulu). Nech S*je mnoZina oznacenych
formiil a T je uzavreté tablo pre S*. Potom je mnozina St nesplnitelnd.
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Désledok 5.18. Nech S je vyrokovologicka teéria a X je vyrokovologicka for-
mula. Ak existuje uzavreté tablo pre {TA | A € S} U {FX} (skrdt. S -, X),
tak z S vyrokovologicky vyplyva X (S Fp X).

Désledok 5.19. Nech X jevyrokovologicka formula. Ak existuje uzavreté tablo
pre {F X} (skratene -, X), tak X je tautoldgia (F, X).

Spomerite si 5.1
1. M4 kazdé tablo aspori jedno priame rozsirenie?

2. M4 kazdé tablo najviac jedno priame rozsirenie?
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6. prednaska
Korektnost a uplnost vyrokovologickych tabiel

Rekapitulacia a plan
Minuly tyzdeni:

« Sformalizovali sme ddkazy sporom pomocou tabiel.

« Vyslovili, ale nedokazali tvrdenie o korektnosti tabiel: uzavreté tablo
dokazuje vyrokovologicku nesplnitelnost

«+ adosledky pre dokazovanie vyplyvania a tautolégii.
Dnes:

» Dokdzeme korektnost tabiel.

« Preskumame, ¢o vedia tabla povedat o splnitelnosti.

» DokdzZeme uplnost tabiel.

5.3 Korektnost tabiel

Korektnost — idea d6kazu
Aby sme dokazali korektnost tabiel, teda vetu 5.17, dokaZeme postupne
dve lemy:

K1: Ak mame tablo pre splnitelni mnozinu S* s aspoii jednou splnitelnou
vetvou, tak kazdé jeho priame rozsirenie ma tiez splnitelnu vetvu.

K2: Kazdé tablo pre splnitelntt mnozinu ST ma aspoil jednu splnitelna
vetvu.

Z toho l'ahko sporom dokdzeme, Ze mnozZina, pre ktord sme nasli uzavreté
tablo je nesplnitel'na.
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Korektnost — pravdivost priameho rozsirenia tabla

VSimnime si:

Vetva sa sprava ako konjunkcia svojich oznacenych formul — vSetky mu-
sia byt naraz pravdivé.

Tablo sa sprava ako disjunkcia vetiev — niektora musi byt pravdiva.

Definicia 5.20. Nech S*je mnozina oznaéenych formal v jazyku £, nech
J je tablo pre ST, nech 7 je vetva tabla 7~ a nech v je vyrokovologické ohod-
notenie pre £. Potom:

« vetva 7 je pravdivd vo v (v Fp, ) vtt vo v st pravdivé vSetky oznacené
formuly vyskytujtce sa na vetve 7.

« tablo T je pravdivé vo v (v F, T°) vtt niektord vetva v table J je prav-
diva.

Korektnost — pravdivost priameho rozsirenia tabla
Pomocou predchadzajucej definicie sformulujeme lemu K1 takto:

Lema 5.21 (K1). Nech St je mnozina oznacenych formul v jazyku £, nech
T je tablo pre ST a nech v je vyrokovologické ohodnotenie pre L. Ak St a T
su pravdivé vo v, tak aj kazdé priame rozsSirenie J je pravdivé vo v.

Dokaz lemy K1. Nech S*je mnozina oznacenych formul, J je tablo pre S*
a v je ohodnotenie.Nech v F, S* a nech J je pravdivé vo v. Potom je prav-
diva niektord vetvav 7. Zoberme jednu taku vetvu a ozname ju 7. Nech 77
je priame rozsirenie J°. Nastdva jeden z pripadov:

« J, vzniklo z J pravidlom «, pridanim nového dietata z nejakému
listu y v 7, priCom z obsahuje a; alebo «, pre nejakt formulu a na
vetve 7.
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S

DR N s
@ - @ -
17T / ﬂy

ize{l,z} @ ize{l.Z}

Ak T # Ty, tak J, obsa- | Ak 7 = 7y, tak a je pravdiva
huje 7z, a teda aj J; je prav- | vo v, pretoZe a je na . Potom
divé vo v. aj ay a o, su pravdivé vo v (pozo-
rovanie 5.8). Vetva 7, v table 7
roz$iruje vetvu r pravdiva vo v
o vrchol z obsahujtci ozn. for-
mulu «a; alebo «, pravdiva vo v.
Preto 7, je pravdiva vo v, a teda
aj tablo J7 je pravdivé vo v.

T, vzniklo z J pravidlom S, pridanim deti z; a z, nejakému listu y
v J, pricom z; obsahuje 3, a z, obsahuje 3, pre nejaka formulu g na
vetve 7.

Ak m # m,, tak J, obsa- | Ak 7 = 7, tak v F, f5, pre-
huje 7, a teda aj 7 je prav- | toZe 8 je na 7. Potom v F, §;
divé vo v. alebov Fj, B, (poz. 5.11). Ak v F,,
By, tak v Fp 7, ,atedav F, T.
Ak v F, By, tak v F, 7, , a teda
vEp, T

T, vzniklo z J pravidlom S*, pridanim nového dietata z nejakému
listu y v T, pri¢om z obsahuje formulu A* € S*.
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@ i* est @ fﬁ est

Ak m # m, tak T, obsa- | Ak m = 7, tak 7, v table T je
huje 7, a teda aj J; je prav- | pravdiva vo v, pretoZe je rozsire-
divé vo v. nim vetvy 7 pravdivej vo v o vr-
chol z obsahujtci formulu A*
pravdiva vo v (pretoZze v k, S*
a At € S*). Preto tablo 7 je
pravdivé vo v. O

Korektnost — pravdivost mnoZiny a tabla pre fnu

Lema 5.22 (K2). Nech St je mnoZina oznacenych formiul v jazyku £, nech
T je tablo pre ST a nech v je ohodnotenie pre £. Ak ST je pravdivd vo v, tak
aj T je pravdivé vo v.

Dékaz lemy K2. Nech ST je mnozina oznacenych formul, nech v je ohod-
notenie a nech v k, S*. Uplnou indukciou na pocet vrcholov tabla J° doké-
Zeme, Ze vo U je pravdivé kazdé tablo J pre S*.

Ak ma J jediny vrchol, tento vrchol obsahuje formulu A* € S+, ktora je
pravdiva vo v. Preto je pravdiva jedind vetvav T, teda aj 7.

Ak 7 méviac ako jeden vrchol, je priamym rozSirenim nejakého tabla 77,
ktoré ma o 1 alebo o 2 vrcholy menej ako 7. Podl'a indukéného predpokladu
je T pravdivé vo v. Podl'a lemy K1 je potom vo v pravdivé aj 7. O

Korektnost — dokaz

Doékaz vety o korektnosti 5.17. Nech ST je mnoZina oznacenych formul a J°
je uzavreté tablo pre S*. Sporom: Predpokladajme, Ze existuje ohodnotenie,
v ktorom je S* pravdiva. Ozna¢me ho v. Potom podl'a lemy K2 je vo v prav-
divé tablo J, teda vo v je pravdivé niektord vetva 7 v 7. Pretoze J je uzav-
reté, aj vetva 7 je uzavretd. Na 7 sa teda nachadzaji oznacené formuly T X
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a F X pre nejaku formulu X. PretoZe 7 je pravdiva vo v, musia byt vo v prav-
divé v8etky formuly na nej. Alev F, TX vttv F, X av F, FX vitv ¥, X.
Teda T X a F X nemozu byt obe pravdivé, ¢o je spor. O

5.4 Testovanie nesplnitelnosti, splnitelhosti a falzifikovatelhosti
Uplna vetva a tablo
Priklad 5.23. Zistime tablom, ¢i
{((rychly(p) v spravny(p)) A (citatelny(p) V rychly(p)))}
Fp (rychly(p) A (spravny(p) V citatelny(p))).
Vybudujeme tablo pre mnoZinu oznacenych formul:

S+ = {T((rychly(p) v spravny(p)) A (citatelny(p) V rychly(p))),
F(rychly(p) A (spravny(p) V citatelny(p)))}

Podari sa ndm ho uzavriet?

Uplna vetva a tablo
Nech v priklade tablové pravidla pouzivame akokol'vek,

« nendjdeme uzavreté tablo, ale

« ak pravidl4 nepouZivame opakovane na rovnakt formulu v rovnakej
vetve, po Case vybudujeme tiplné a otvorené tablo.

Definicia 5.24 (Uplna vetva a uplné tablo). Nech S* je mnozina oznace-
nych formul a 7 je tablo pre S™.
Vetva 7 v table J je uplnd vtt ma vSetky nasledujtice vlastnosti:

+ pre kazda oznacenu formulu «, ktord sa vyskytuje na 7, sa obidve
oznacené formuly o, a a, vyskytuja na 7;

« pre kazda oznacenu formulu B, ktora sa vyskytuje na 7, sa aspori
jedna z oznacenych formul 8, 3, vyskytuje na ;

o« kazda Xt € S* sa vyskytuje na 7.

Tablo T je uplné vtt kazda jeho vetva je bud tiplnd alebo uzavretd.
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Otvorené tablo a splnitelnost
Z otvoreného a tiplného tabla pre St mozeme vytvorit ohodnotenie v:

1. n4jdeme otvorenu vetvu 7,

2. pre kazdy atom A

« ak sanamw nachadza T A, definujeme v(A) = ¢;
+ ak sana 7 nachadza F A, definujeme v(A) = f;
« inak definujeme v(A) I'ubovolne.

V tomto v je pravdiva 7, a preto je v tiom pravdivd aj ST (vSetky formuly

z St sa vyskytuju na 7, lebo 7 je Gplna).

Otazka.

+ Da sa vzdy ndjst tiplné tablo pre S*?

 Naozaj sa z uplného otvoreného tabla da vytvorit model S*?

Existencia uplného tabla

Lema 5.25 (o existencii iplného tabla). Nech S* je kone¢nd mnozina ozna-
Cenych formiil. Potom existuje uplné tablo pre S.

Dékaz. Vybudujme tablo 77, pre S* tak, Ze do koreria vlozime niektoru for-
mulu z S* a opakovanim spravidla ST postupne doplnime ostatné.

Potom tablo postupne rozSirujeme tak, Ze vyberieme l'ubovolny list y
tabla 77, ktorého vetva 7, je otvorend a nie je uplna. Potom nastane asponi
jedna z moZnosti:

+ Nar, sanachddza nejakéa formula a, ale nenachadza sa niektord z for-
mul a; a a,.

 Na 7, sa nachddza nejaka formula §, ale nenachédza sa ani jedna
z formal §; a 3,.

Ak plati prva alebo obe moznosti, aplikujeme pravidlo a. Ak plati druha
moznost, aplikujeme pravidlo . Ziskame tablo J7;,, s ktorym proces opa-
kujeme.

Tento proces po konecnom pocte krokov (preco?) vytvori nejaké tablo J7,,
v ktorom uZ neexistuje vetva, ktord by bola otvorend a nebola tplna. Teda
kazda vetva v 7, je bud uzavreta alebo tplna, ¢ize T, je uplné. O

103



5.5 Uplnost

Nadol nasytené mnoziny a Hintikkova lemma

Definicia 5.26. Mnozina oznac¢enych formul S* sa nazyva nadol nasytend
vtt plati:

Hy: v S* sa nevyskytuju naraz T A a F Apre ziaden predikatovy atém A;
Hi:aka e S*,takay; € Staa, € ST,

H,:ak 3 € S*, tak 3; € St alebo 8, € S*.

Pozorovanie 5.27. Nech 7 je uplnd otvorend vetva nejakého tabla 7. Potom
mnoZina vietkych oznacenych formiil na m je nadol nasytend.

Lema 5.28 (Hintikkova). Kazdd nadol nasytend mnoZina S* je splnitelnd.

Doékaz Hintikkovej lemy. Chceme dokazat, Ze existuje ohodnotenie v, v kto-
rom su pravdivé vietky oznacené formuly z S*. Definujme v pre kazdy pre-
dikatovy atom A takto:

t, akTAeST;
vV(A)=1f, akFAeST,
t, akaniTAaniFAniesavS™T.

v je korektne definované vdaka H, (kazdému atému priradi ¢ alebo f, Ziad-
nemu nepriradi obe).

Indukciou na stupeii formuly dokaZeme, Ze vo v su pravdivé vsetky for-
muly z S*:

1° Vsetky oznacené predikatové atomy (formuly stupiia 0) z S* sa pravdivé
VO U.

2° Nech X* € S* a nech plati IP: Vo v st pravdivé vsetky formuly z S*
niz§ieho stupria ako X*. X* je bud «a alebo g:
Ak X je a, potom obidve «;, a, € ST (H,), st niz8ieho stupiia ako X,
a teda podla indukéného predpokladu sa pravdivé vo v, preto (podla
poz. 5.8) je v iom pravdiva aj a.
Ak X je 8, potom aspori jedna z 3, 3, je v ST (H,). Nech je to ktora-
kol'vek, ma niz§i stupeni ako X, teda podla IP je pravdiva vo v, a preto
(podl'a poz. 5.11) je vo v pravdivé aj 8. O
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Uplnost
Uplnost kalkulu neformdlne: Ak je nejaké tvrdenie pravdivé, tak existuje
jeho dokaz v kalkule.

Veta 5.29 (o uplnosti tablového kalkulu). Nech S* je konecnd nesplnitelnd
mnozina oznacenych formul. Potom existuje uzavreté tablo pre S™.

Désledok 5.30. Nech S je konecnd teéria a X je formula. Ak S F, X, tak
Sk, X.
p

Dosledok 5.31. Nech X je formula. Ak B, X, tak =, X.

Uplnost plati aj pre nekone¢né mnoziny, ale dokaz je tazsi.

Uplnost — dékaz

Dékaz vety o tiplnosti. Zoberme l'ubovol'nt kone¢nu nesplnitelnii mnoZinu
oznacenych formul S™.

Podl'a lemy o existencii iplného tabla vieme pre S* najst tiplné tablo 7,
teda také, Ze kazda vetva je bud uzavretd alebo uplnd.

Ak by niektora vetva bola otvorend, potom musi byt tipln4, a teda na-
dol nasytend. Podla Hintikkovej lemy by bola splnitelnd. PretoZe obsahuje
vsetky formuly z S, bola by aj ST splnitelnd, ¢o je spor s nesplnitelnos-
tou S*.

Preto musia byt vSetky vetvy tabla J uzavreté. O
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7. prednaska
Korektné tablové pravidla. DPLL

Rekapitulacia
Minuly tyzdeni:

« Dokézali sme korektnost tabiel.
« Preskumali sme, ¢o vedia tabla povedat o splnitelnosti.
« Dokéazali sme uplnost tabiel.

Tento tyzdern:

« PohodlnejSie a intuitivnejSie tabld pomocou d'al§ich korektnych pra-
vidiel.

+ SAT solver a algoritmus DPLL.

5.6 Nové korektné pravidla

Problémy so zakladnymi pravidlami

Zakladné tablové pravidla st jednoduché, lahko overiteIné a analytické —
z (ne)pravdivosti zloZzenej formuly odvodzuju (ne)pravdivost jej priamych
podformul.

Nie st ale uplne pohodIné ani prirodzené, hlavne S.

Priklad 5.32. Dokéazme, ze pre vSetky formuly A, B,C, X, Y, Z:

{A->0),B-0),(C->X),C->Y)(XAY) - 2Z)}
Fo ((AVB) — Z)
VSimnime si:
« Casté pouzitia pravidla § na implikaciu, kde sa jedna vetva ihned uzav-

rie;

« opakovanie jedného podstromu dokazu.
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Riesenie prikladu 5.32
Tablo pre

StT={T(A->C), TB—-C), T(C - X),TC->Y),T(XAY) > 2),
F((AVB) — 2)}

1.T(A-C)
2.T(B—C)
3.T(C = X)
4.T(C -Y)
5T((XAY)— Z)ST
6.F((AVB) - Z) St

7.T(AVB) a6
8.FZ ab
9.F(XAY)B5 28.TZB5
10.TAB7 19.TBB7 *8,28
1L.FABL 12.TCp1 20.FB g2 21.TC B2
# 10,1103 F e g3 14.TX 83 *19,2012 FC g3 23.TX B3
*12,1375 FC ga 16.TY 4 * 21,2254 F C g4 25.TY g4
* 12,1517 FX B9 [18.FY B9 * 21,2496 FX B9 [27.FY 9
% 14,17| % 16,18 %23,26]  *25,27

Odstranenie problémov — nové pravidla
Keby tablovy kalkul obsahoval napriklad velmi prirodzené pravidla mo-
dus ponens, modus tolens a rez:

TIX-Y) TX
TY
TX->Y) FY
FX

TX |FX

dokaz v priklade by sa dal sprehl'adnit a odstranila by sa duplicita.

Riesenie prikladu 5.32 s modus ponens a modus tolens
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1. T(A—=C) S+

2.TB-=0) St

3. T(C = X) s+

4. T(C>Y) S+

5. T(XAY)—> Z) St

6. F(AVB) - Z) S*

7. T(AVB) ab

8. FZ ab

9. FXAY) MT 5,8
10. TA B7 16. TB B7
11. TC MP1,10 17. TC MP2,16
12. TX MP3,11 18. TX MP3,17
13. TY MP4,11 19. TY MP4,17

14. FX 9| 15. FY B9 | 20. FX B9 | 21. FY 39

% 12,14 % 13,15 % 18,20 % 19,21

Riesenie prikladu 5.32 s rezom, modus ponens a modus tolens

1. T(A— C) St
2.TB-=0) St
3. T(C - X) St
4. T(C-Y) St
5. T(XAY)—> Z) St
6. F(AVB)—> Z) St
7. T(AVB) ab
8. FZ ab
9. FXAY) MTS5,8

10. TC cut 15. FC cut

1. Kf xgl 10 16. TA B7 18. TB f7

12. 4,10 17. TC MP1,16| 19. FB MT2,15

13. FX 89| 14. FY B9 % 15,17 % 18,19
% 11,13 % 12,14
Ingrediencie korektnosti a Gplnosti tabiel
VSimnite si: a a
Na dokazanie korektnosti tablového kal- a a,
kulu stacilo, aby mali pravidla vlastnost: B At ¥
. €S
B | B2 A

Nech v je lubovolné ohodnotenie, v ktorom je pravdiva S*. Ak je vo v prav-
diva premisa, tak je vo v pravdivy aspori jeden zdver.
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 Vdaka tejto vlastnosti zo splnitelnej mnoziny S* skonstruujeme iba
splnitel'né tabla.

+ Netreba opac¢nu implikaciu (ak je vo v pravdivy aspori jeden zaver,
tak je vo v pravdiva premisa).

Na doékaz tiplnosti stadili pravidla (S1), a, 3, pretoze sta¢ia na vybudova-
nie uplného tabla.

Nové pravidlo
Co sa stane, ak priddme nové pravidlo, napriklad modus ponens:

TX->Y) TX
TY

? (MP)

Upravime definiciu priameho rozSirenia:

Uprava definicie 5.13
... Nech 7 je tablo pre S* a y je nejaky jeho list. Potom tablom pre St je aj
kazdé priame rozsirenie J° ktorymkolvek z pravidiel:

“: coe

MP: Ak sa na vetve 7, nachadzaju obe formuly T(X — Y) a TX, tak ako
jediné dieta y pripojime novy vrchol obsahujuci TY.

Nové pravidlo vs. korektnost a Gplnost
Korektnost tabiel s MP:
Pri dokaze lemy K1 (5.21)

Nech S*je mnozina oznaCenych formul v jazyku £, nech J je tablo pre S*
a v je ohodnotenie pre £. Ak st S* a I pravdivé vo v, tak je vo v pravdivé aj
kazdé priame rozsirenie tabla J°.

vyuZijeme
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Tvrdenie 5.33 (Korektnost pravidla MP). Nech X a 'Y su lubovolné formuly
a v jelubovolné ohodnotenie. Ak stivo v pravdivé T(X — Y)aTX, takjevov
pravdivd TY.

Doékaz. KedzZev Fp T(X - Y), takv Fp (X —>Y) tedav ¥, X alebo v Fp Y.
PretoZe ale v I:p TX, takv I:p X. Takze v I:p Y,atedav l:p TY. O

Dokaz lemy K2 (5.22) a samotnej vety o korektnosti (5.17) — bez zmeny.
Uplnost — bez zmeny, uplné tablo vybuduju zédkladné pravidla.

Tablové pravidla vo vSeobecnosti — problém

Zadefinovat vo v§eobecnosti, o je pravidlo a kedy je korektné, nie je také
jednoduché.

Potrebujeme zachytit, Ze pravidlo:

« ma premisy, ktoré nejaky tvar a zdiel'ajii nejaké podformuly, napr. mo-
duls tolens (MT) m4 premisy T(X - Y)aFY;

 odvodzuje z nich zavery, ktoré tiez zdiel'aju podformuly s premisami,
napr. F X (alebo medzi sebou v pripade rezu).

pre vSetky moZné zdielané podformuly, v naSom priklade X a Y.

Tablové pravidla vo vSeobecnosti — vzor

Pravidlo sa d4 predstavit nasledovne:

Pravidlo ma vzor — dvojicu tvorent vzormi premis a zaverov, kde spo-
lo¢né podformuly predstavuju konkrétne atémy, napr. vzor pravidla MT:

T(p(c) = q(c)) Fq(c)
Fp(c)

Tablové pravidla vo vseobecnosti — instancia

110



Kazdy konkrétny pripad — instancia pravidla vznikne substituciou l'ubo-
vol'nych formul za atémy vo vzore:

T(p(c) = q(c))ip(©)I(sedan(a) A biely(a)), a(c)|kupi(B, )]
F q(c)lp(c)|(sedan(a) A biely(a)), a(c)|kupi(B, a)]
F p(C)Ip(c)|(sedan(a) A biely(a)), a(c)|kupi(B, a)]
T((sedan(a) A biely(a)) — kupi(B, a))
F kupi(B, a)
F(sedan(a) A biely(a))

Tablové pravidla vo vSeobecnosti — pravidlo
Samotné pravidlo je mnoZina vSetkych inStancii vzoru:

T(p(c) = a(c))p©)IX, a©)IY]
MT = Fa()ir@IX, a©lv] X,Y €&,
F p(O)lp(©)Ix, a(0)|Y]

Samozrejme, konkrétne pravidlo vieme zapisat aj bez substittcie:

TX->Y) FY
FX

MT:E ‘X,Y684§

Tablové pravidla vo vSeobecnosti

Definicia 5.34 (Vzor tablového pravidla). Nech n > 0 a k > 0 su priro-
dzené ¢isla, nech P, ..., Py, CT, ..., C; st oznacené formuly.
Dvojicu tvorent n-ticou (P}, ..., Py ) a k-ticou (Cy, ..., C; ) a zapisovanu

pIr p;{
il Te

nazyvame vzorom tablového pravidla.
Oznacené formuly P/, ..., P} nazyvame vzory premis, oznacené formuly
cr,..., C; nazyvame vzory zdverov.
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Tablové pravidla vo vseobecnosti

Definicia 5.35 (Tablové pravidlo a jeho inStancia). Nech

p;r p;{
+ +
¢t ||
je vzor tablového pravidla a a4, ..., a,, su vSetky atdmy, ktoré sa vyskytuja
v oznalenych formulach P, ..., P}, Ci*, ey C;.

Tablové pravidlo R je mnoZina

+ +
R= Pllaixi, . anixnl =0 Ppiaixi. .. anlXn)

X1y X € & }

+ +
Cllal e samlXn] | +o ‘ C larlXi o anlXn]

Kazdy prvok mnoziny R nazyvame instanciou pravidla R.
Nové pravidla vo vseobecnosti
Ked uZ vieme, ¢o je pravidlo, mdZeme povedat, kedy je korektné:

Definicia 5.36 (Tablové pravidlo a jeho korektnost). Tablové pravidlo R je
korektné vtt pre kazdu inStanciu pravidla R

p;' p;
cf [ e

a pre kazdé ohodnotenie v plati, Ze ak st vo v pravdivé vsetky premisy P;,
..., Py, tak je vo v pravdivy niektory zaver C, ..., Clj.

Nové pravidla vo vseobecnosti

Uprava definicie 5.13

« Nech 7 je tablo pre S* a y je nejaky jeho list. Potom tablom pre St je
aj kazdé priame rogsirenie J ktorymkolvek z pravidiel:
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R: Ak sa pre nejaku inStanciu pravidla R

PIL p;l'

¥ T

¢y ‘ ‘ Cy
na vetve 7, nachadzaju vsetky premisy P;, ..., Py, tak k uzlu y
pripojime k novych vrcholov obsahujucich postupne zavery C,

+
0 CF

Priklad: Korektnost rezu
To, zZe rez

TX |FX

je korektné pravidlo, dokdZeme vel'mi 'ahko:

Tvrdenie 5.37 (Korektnost pravidla rezu). Nech X je lubovolna formula
a v je lubovol'né ohodnotenie. Potom je vo v pravdivy niektory zo zdverov pra-
vidla rezu TX alebo F X.

Doékaz. Formula X je vo v bud pravdiva alebo nepravdiva. V prvom pripade
v Fp TX. Vdruhom pripade v F, FX. Teda v oboch pripadoch plati, Ze vo v
je pravdivy niektory zo zaverov T X alebo F X pravidla rezu. O

6 SAT a DPLL
6.1 Problém vyrokovologickej splnitelnosti (SAT)
Problém SAT

Definicia 6.1 (Problém SAT). Problémom vyrokovologickej splnitelnosti (SAT)
je problém urcenia toho, ¢i je dana mnozina vyrokovologickych formul spl-
nitel'nd.

+ Zvycajne sa redukuje na problém splnitel'nosti klauzdlnej teorie (teda
formuly v CNF).
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« SAT solver je program, ktory rieSi problém SAT.

Priklad 6.2. Nech a, b, ¢ su predikatové atomy. Nech S = {(a v b),(a v
=b),(ma Vv b),(ma Vv =b Vv =¢), (—a Vv ¢)}. Je mnozina klauzul S splnitelna?

Tabul'kova metéda
Tabul'kova metdda:

« Skuma vsetky ohodnotenia predikatovych atémov

« Trva O(s-2N) krokov,
- N je pocet atdbmov a s je sucet velkosti klauzul

- 2N ohodnotenti, pre kazdé treba zistit, ¢i st vietky klauzuly prav-
divé
« Zabera priestor O(k-2N)
- k je pocet klauzul

- Pamitame si (piSeme na papier) celt tabulku

« Tabulka sluzi aj ako dokaz pripadnej nesplnitelnosti

6.2 Naivny backtracking

Naivny backtracking v Pythone

#!/usr/bin/env python3
class Sat(object):
def __init__(self, n, clauses):
self.n, self.clauses, self.solution = n, clauses, None
def checkClause(self, v, c):
return any( ( v[abs(lit)] if 1it > 0 else not v[abs(lit)] )
for lit inc)
def check(self, v):
return all( self.checkClause(v, cl) for cl in self.clauses )
def solve(self, i, v):
if i >= self.n: # ohodnotili sme vsetky atomy
if self.check(v):
self.solution = v
return True
return False
for b in [True, False]:
v[il =b
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if self.solve(i+l, v):
return True
return False
Sat (20, [[]]).solve(0, {})

Strom prehladavania ohodnoteni

Cas: O(s-2N), priestor: O(s+N);
N — pocet atémov,
s — sucet vel'kosti klauzual

S={(avb),(av-b),(mavb),(maVv-bvVv-c),(-avVc)}

X znamena v ¥, S fi=0,t:=1
a— 0 -1
{a — 0} {a— 1}
bHO/ \bl—)l bHO/ \bl—)l

a0, {a~0, {am1, fa-1,

b 0} b1} b 0} b1}
CHO/ \C|—>1 CHO/ \C|—>1 CHO/ \C|—>1 CHO/ \CHI
{a~»0, {ar~0, {a~0 {a~0 a1, {ar~1, {a~1, {a~r1,
b0, b0, b1, b1, b0, b0, b1, b1,
¢ 0} cH 1} ¢ 0} cH 1} ¢ 0} cH 1} ¢ 0} cH 1}

X X X X X X X X

6.3 Optimalizacia backtrackingu

PriebezZné vyhodnocovanie klauzul
Strom ohodnoteni:

List — ohodnotenie vSetkych premennych
Kazdy uzol — ¢iastocné ohodnotenie

Ohodnotenie v uzle je rozSirenim ohodnotenia v rodi¢ovi

Niektoré klauzuly sa daji vyhodnotit aj v ¢iastoénom ohodnoteni

- V ¢iastocnom ohodnoteni v = {a — 0,b — 1} sa da urcit prav-
divost (a v b), (a v —b), (ma V b) z nasej S
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« Ak nijdeme nepravdivi, moéZeme hned ,backtracknut® — zastavit
prehladavanie vetvy a vratit sa o uroven vysSie

- V ¢iasto¢nom ohodnoteni v = {a — 0,b — 0} je nepravdiva
(avb)zS

Prehladavanie s priebeznym vyhodnocovanim
S={(avb),(av-b),(mavb),(mav-bvVv-c),(—aVc)

X znamena v ¥, S ? znamena zatial zZiadna nepravdiva klauzula
a0 — 1
? ?
b O/ \b e b / N_} .
vk, (avb) vE, (aV-b) vE, (maVvb) ?

S e e . / \H 1

vE, (mave) vk, (maVv-bv o)
X X

Zjednodusenie mnoziny klauzul podla literalu
Nech v je ¢iastocné ohodnotenie, v ktorom v(a) = 1.
V kazdom rozsireni ohodnotenia v:

« st pravdivé klauzuly obsahujice a
-{a~1,.}F,(aVvDb)
-{ar1,..}F, (aVv-b)

+ je pravdiva klauzula (¢, V --- V na Vv --- V ¢,) obsahujtica —a vit je
pravdiva zjednodusend klauzulu (€, V --- VvV --- V €},)

-{am 1.}k, (mavabv o) vit{a - 1,..1 F, (7b V =)
TakZe mnoZinu S mdZeme zjednodusit”
+ klauzuly s a m6Zeme vynechat;

« klauzuly s ~a m6Zeme zgjednodusit.
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Zjednodusenie mnoziny klauzul podla literalu
Mnozinu klauzul

S ={(aVvb),(aVv-b),(mavVvb),(-mav-bVv-c),(~ave)}
mozeme zjednodusit podla a — 1 na

Slg>1=1 b, (=b Vv ), c L
Analogicky moZeme S zjednodusit podla a — 0 na

S|a 0= { b, -b 5.

Zjednodusenie mnoziny klauzul podla literalu

Definicia 6.3. Nech P je predikatovy atéom, S je mnozina klauzul, (¢, f) je
dvojica pravdivostnych hodnét. Potom definujeme
Slp = {,v---v--ve)| (€ V---VPV---VE,)ES}
U{C | C € S, vC sanevyskytuje P ani =P }
Slps t={E VvV E) [ (€ V- VAPV VL) €S}
U{C | C € S, vC sanevyskytuje P ani =P}
S|—-P|—>t=S|Pr—>f
S|—|P|—>f=S|Pr—>t
Tvrdenie 6.4. Nech P je predikdtovy atom, S je mnoZina klauzil, (¢, f) dvoj-

ica pravdivostnych hodnét. Nech b € {t, f} a v je ohodnotenie také, Ze v(P) =
b. Potom v k, Svitv k, S|p ., p.

Propagacia jednotkovych klauzul
Nech T = {(a v —b),(a Vv b V c)}. Zatnime zjednoduSenim podla a — 0:
T i=Tlg s 0 = b, (b Vv 0)}
- =b — jednotkovd klauzula (unit clause alebo iba unit)

T’ spiiiajt iba ohodnotenia v, kde v(b) = 0

Takze T’ zjednodusime podla b +— 0

T :=T'p o o = {c}
- ¢ —jednotkova klauzula
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- T” spiiiaju iba ohodnotenia v, kde v(c) = 1
- Takze T" zjednodusime podla ¢
« T" :=T"|,\ 1 = {} prazdna, pravdiva v hocijakom ohodnoteni.
Podla tvrdenia 6.4:
- T” je pravdiva v kazdom ohodnoteni, kde v(c) = 1.
- T’ je pravdiva v kazdom ohodnoteni, kde v(b) = 0, v(c) = 1.

- T je pravdiva v ohodnoteni v = {a — 0,b — 0,c — 1}.

Prehladavanie so zjednodusovanim klauzula unit propagation

Propagdcia jednotkovych klauzul (unit propagation) je proces opakova-
ného rozsirovania ohodnoteni podla jednotkovych klauzul a zjednoduso-
vania.

{(avb),(aVv-b),(maVvb),(maVv-bvV-c),(-aVvc)}

arQ -1
{b,—-b - b =ave) } {7, b, (b V —C), ¢}
{07} ‘_:".-_  {7 —c,c}
' c—0 =gt
o
X

Eliminacia nezmiesanych literalov
Vsimnime si literal u v mnozine klauzul:

T={(—av-bvec),(—mavP),(=bvVvP)a,b,-c}

Literal P je nezmieSany (angl. pure) v T: P sa vyskytuje v T, ale jeho kom-
plement —P sa tam nevyskytuje.
NechT' :=T|p 1 ={(-raVv-bVec),a,b,~c}

« Akndjdeme ohodnotenie v F, T', tak vy := v[P = 0]ajv; := V[P
1] st modelmi T’ a v, je navySe modelom T, teda T je splnitelna.
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« Ak je T’ nesplniteln4, tak je nesplnitelna kazda jej nadmnozina, teda
ajT.

Z hladiska splnitel'nosti su klauzuly obsahujtice P nepodstatné. Staci uva-
zovatT|p . 1.

Eliminacia nezmieSanych literalov

Definicia 6.5. Nech P je predikatovy atdém premennd. Komplementom li-
terdlu P je ~P. Komplementom literdlu =P je P.
Komplement literélu ¢ oznacujeme ¢.

Definicia 6.6. Nech ¢ je literdl a S je mnoZina klauzul. Literdl ¢ je nezmie-
Sany (pure) v S vtt ¢ sa vyskytuje v niektorej klauzule z S, ale jeho komple-
ment ¢ sa nevyskytuje v Ziadnej klauzule z S.

Tvrdenie 6.7. Nech ¢ je literdl a S je mnoZina klauzul. Ak € je nezmiesany
v S, tak S je splnitelna vtt S|y , 1 je splnitelnd.

6.4 DPLL a sledované literaly

DPLL

Algoritmus 6.8 ( [ ], [ D.
1: def DPLL(®, v):
2 if @ obsahuje prazdnu klauzulu:
3 return False
4 if v ohodnocuje vsetky atémy:
5: return True
6 while existuje jednotkova (unit) klauzula ¢ vo @:
7 @, v = UNIT-PROPAGATE(?, @, V)
8 while existuje nezmieSany (pure) literal ¢ vo @:
9 @, v = PURE-LITERAL-ASSIGN(?, @, )
10: X = CHOOSE-BRANCH-ATOM(®, v)
11: return DPLL(®|x - ¢, v(x & 1)) or DPLL(®|, f v(x — f))
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Technika sledovanych literdlov (watched literals)
Aby sme nemuseli zjednoduSovat mnozinu klauzul:

Pre kazdu klauzulu vyberieme 2 sledované literdly.
(—=a® v =b® v —¢)

Sledovany literdl musi byt nenastaveny alebo true, ak sa to da.

Ak sa sledovany literdl stane frue: ni¢ nemusime robit.
{a — 0} (—a® v =b®V —c)

Ak sa sledovany literdl stane false: musime néjst iny.
{a - 1} (ma® v =b®V —c®)

Ak iny nie je, prave sme vyrobili jednotkovu klauzulu

(vSetky literaly okrem druhého sledovaného su false),
fa—1,b~1} (mav =b? Vv e

alebo spor (aj druhy sledovany je uz false).
{a»>1,b>1,c- 0} (=a? v c?)

Ked backtrackujeme: ni¢ nemusime robit (moZno sa niektoré sledo-
vané literaly stand nenastavenymi).

Prehladavanie s unit propagation a sledovanim
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{(a® Vv b®),(a®v -b®),
(-a® Vv b?),(=a® Vv ),
(=a® v =b® v )}

ap—;MHl

{(a® v b9).(a? v 2b?), { @®vb®),@®v-b®),
(=a® Vv b®), (~a® v @), (=a®? v bY),(—a? v D),
(=a® v =b® vV —c)} (—aR v -b® vV ~c®)}
b—0 / \br1
BB, @ > . M M { (@®Vb®),(a® v -b®),
(=a® Vv b?),(=a® v c?), (=a® v b?),(=a? v ),
(=a® v =b Vv -o)} (~a v =b? v =c?)}

{ (@®Vvb®),(@®v-b®),
(=a® v b®),(7a? v ),
(maVv =P v =c?)}

X

SAT solver
Moderné SAT solvery:

« algoritmus DPLL: backtracking + propagécia jednotkovych klauzul;
« sledovanie literdlov
+ dalSie techniky

Tento tyzder na praktickych cvic¢eniach: reprezentacia klauzul, ohodno-
teni, sledovanie literalov

Buduci tyzderi: DPLL — propagdcia jednotkovych klauzul, backtracking

SutaZ o najrychlej$i SAT solver — do konca vyucby. Bonus aZ 6 bodov
(podl'a umiestnenia)
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8. prednaska
Kvantifikatory

7 Kvantifikatory

7.1 Kvantifikacia

Privlastky
Doteraz sme sa stretavali s privlastkami, ktoré vyjadrovali vlastnosti alebo
vztahy konkrétnych jednotlivych objektov.

« Jurko kfmi velku Vierkinu mys Nufka.
(kfmi(Jurko, Nufko)Avelky(Nufko)Apatri(Nufko, Vierka)Amy$(Nufko))

Kvantifikované tvrdenia
V slovenskych vetach sa ale pouzivaju aj privlastky ako kaZdy, nejakd, tri,
ti, vSetky, Ziadny, nijaké (gramaticky su to zdmena a ¢islovky).

 vSetky velké Vierkine mysSi; nejaké dieta; traja muZi v ¢lne; Ziadny
Bratislav¢an; viac¢Sina Skreckov; ta skrina v kute; ...

Nevyjadruju vlastnost konkrétnych objektov.

Vyjadrujii pocet (kvantitu) objektov, ktoré maju nejaké vlastnosti alebo su
v nejakych vztahoch.

Tvrdeniam, ktoré obsahuju tieto privlastky, sa preto v logike kvantifiko-
vané tvrdenia.

Kvantifikacia a logické dosledky
Kvantifikujuci privlastok vyrazne meni logické vlastnosti tvrdenia:
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.....

Vsetky mysSi su sivé.  VicsSina mysi je siva. Ziadne mysi nie st sivé.

Nufko je mys. Nufko je mys. Nufko je mys.
Nufko je sivy. Nufko je sivy. Nufko je sivy.
Je logicky dosledok. Nie je log. doésledkom, Nie je log. dosledkom,
ale je prijatelné. ani prijatel'né.
Opak je pravdou.

Kvantifikacia sa nesprava ako funkcia na pravdivostnych hodnotich —
na rozdiel od logickych spojok.

Vyjadruje vztah suborov objektov (tych, ktoré su mySami, a tych, ktoré
su sivé).

Skryta kvantifikacia
Niektoré spojky a vztahy implicitne vyjadruju kvantifikaciu:
« Jurko kfmi Nufka, iba ked je noc.
Jurko kfmi Nufka vZdy v noci.

V kazdej chvili, v ktorej Jurko kifmi Nufka, je noc.
» V pondelok cvici Klarka hru na flautu.
V kazdy det, ktory je pondelkom, cvic¢i Klarka hru na flautu.

« Z P logicky vyplyva Q.
V kaZdom stave sveta, v ktorom je pravdivé P, je pravdivé aj Q.

7.2 Kvantifikatory a premenné

Kvantifikatory logiky prvého radu

Logika prvého rddu ma iba dva symboly kvantifikdtorov: V a 3.

Zodpovedaju zamenam vsetko a nieco.

S pomocou predikatov, vyrokovologickych spojok a rovnosti ale dokazu
vyjadrit napr. kvantifikacie:

« vSetky velké Vierkine mysi; nejaké dieta; traja muzi v ¢Ine; ziadny
Bratislav€an; zakazdym, ked'.

Nedokazeme v8ak nimi vyjadrit:

« vic8ina Skreckov; malo Studentov; nekonecne vela prvocisel.
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Premenné

Na vyjadrenie toho, na ktoré argumenty predikatov sa vztahuje kvantifi-
kator, sa pouzivaju individuové premenné.

Individuovd premennad

« moZe byt argumentom predikétu, podobne ako individuova konstanta;

« neoznacuje konkrétny objekt, na rozdiel od individuovej konStanty,
ale prepaja argumenty predikatov, na ktoré sa vztahuje ten isty kvan-
tifikator.

V kazdom prvorddovom jazyku s kvantifikatormi je nekonecne vela pre-
mennych — va¢§inou malé pismena z konca abecedy, podla potreby s dol-
nymi indexmi: u, v4, W, X, Y37, Z123.

Termy a atémy

Mozné argumenty predikatov a rovnosti, teda premenné a konStanty, su-
hrnne nazyvame termy.

Atomickymi formulami logiky prvého radu s kvantifikdtormi su potom

« predikatové atomy predikdt(termy, ..., term; ), kde k je arita predikatu;

« rovnostné atomy term; = term,.

Termy a atomy

Mozné argumenty predikatov a rovnosti, teda premenné a konstanty, su-
hrnne nazyvame termy.

Atomickymi formulami logiky prvého radu s kvantifikdtormi su potom

+ predikatové atomy predikdt(termy, ..., term;), kde k je arita predikatu;

« rovnostné atomy term; = term,.
Vseobecny kvantifikator
Vseobecny kvantifikator V zodpoveda obratom vsetko, kazdy/ktorykolvek/

akykolvek/hociktory/lubovolny objekt, vSetky objekty.
Vzdy viaZe premennu uvedenu bezprostredne za nim.
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Postupnost Vx Citame ,,pre kaZdy objekt x “ (alebo trocha nepresne ,pre
kazdé x*).

Oblast platnostivseobecného kvantifikatora — najkratsia ucelend formula
nasledujuca bezprostredne za viazanou premennou — vyjadruje vlastnost,
ktoru prisudzujeme vSetkym objektom, napr.:

+ Vxdoma(x) — Pre kazdy objekt x je pravda, Ze x je doma. (VSetko je
doma.) Veta ,,x je doma*“ je vyrokovd forma, nie vyrok. Jej pravdivost sa d4 jedno-

znacne urcit, iba ked pozname hodnotu x.

» Vx(¢lovek(x) — doma(x)) — Pre kazdy objekt x je pravda, Ze ak x je
¢lovek, tak x je doma. (Kazdy ¢lovek je doma.)

Existencny kvantifikator

Existen¢ny kvantifikator 3 zodpoveda obratom nieco, nejaky/niektory/akysi/
aspotl jeden objekt, je/existuje taky objekt.

Vzdy viaZe premennu uvedenu bezprostredne za nim.

Postupnost 3x Citame ,,pre nejaky objekt x “ (alebo trocha nepresne ,,pre
nejaké x ).

Oblast platnosti existenéného kvantifikatora — je najkratsia ucelena for-
mula nasledujtica bezprostredne za viazanou premennou — vyjadruje vlast-
nost, o ktorej tvrdime, Ze ju ma aspori jeden objekt:

« dxdoma(x) — Pre nejaky objekt x je pravda, Ze x je doma. (Nieco je
doma.)

+ Ix(¢lovek(x) Adoma(x)) — Pre nejaky objekt x je pravda, Ze x je clovek

a x je doma. (Nejaky clovek je doma.)

Neexistencia
Neexistenciu v slovencine zvyc€ajne vyjadruje dvojity zapor:
negativne zdmeno (nikto/ni¢/Ziadne) a negativne tvrdenie.
,Nikto nie je dokonaly“ mo6Zeme sformalizovat

« s dorazom na zameno: —3x dokonaly(x);
+ s dorazom na negativne tvrdenie: ¥x ~dokonaly(x).

1. V oboch pripadoch pouzijeme iba jednu negaciu!
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7.3 Syntax relacnej logiky prvého radu

Symboly jazyka rela¢nej logiky prvého radu

Definicia 7.1. Symbolmi jazyka £ relacnej logiky prvého radu st:
individuové premenné z nejakej nekonecnej spocitatelnej mnoziny V. ;

mimologické symboly, ktorymi st
individuové konstanty z nejakej spocitatelnej mnoziny C;

predikdtové symboly z nejakej spolitatelnej mnoziny P;

logické symboly, ktorymi st
logické spojky: unarna —, binarne A, V, —,
symbol rovnosti =,

kvantifikatory: existencny 3 a vSeobecny V;
pomocné symboly (,) a, (lava, prava zatvorka a Ciarka).

Mnoziny V., C., P, suvzdjomne disjunktné. Logické a pomocné symboly
sa nevyskytuju v symboloch z V., C., P,.
Kazdému symbolu P € P, je priradena arita ar(P) € N*.

Oznacovanie symbolov ré6znych druhov

Ked budeme hovorit o I'ubovolnom jazyku £, ¢asto budeme potrebovat
nejak oznacit niektoré jeho konstanty alebo predikaty, aj ked nebudeme
vediet, aké konkrétne symboly to su.

Na oznacenie symbolov pouZijeme meta premenné: premenné v (mate-
matickej) slovencine, pomocou ktorych budeme hovorit o (po grécky meta)
tychto symboloch.

Dohoda 7.2. Individuové premenné budeme spravidla oznacovat meta pre-
mennymi u, v, W, X, ..., z s pripadnymi dolnymi indexmi.

Individuové konstanty budeme spravidla oznacovat meta premennymi
a, b, c, d s pripadnymi dolnymi indexmi.

Predikatové symboly budeme spravidla oznacovat meta premennymi P,
Q, R s pripadnymi dolnymi indexmi.
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Atomické formuly relacnej logiky prvého radu

Definicia 7.3 (Term). Nech £ je jazyk relacnej logiky prvého radu. Indivi-
duové premenné z V a konStanty z €, sthrnne nazyvame termy jazyka L.

Definicia 7.4 (Atomické formuly). Nech £ je jazyk relacnej logiky prvého
radu.

Rovnostny atom jazyka £ je kazda postupnost symbolov ¢; = t,,kde t; at,
su termy jazyka £.

Predikdtovy atém jazyka £ je kazda postupnost symbolov P(¢4, ..., t,), kde
P je predikatovy symbol s aritoun a ty, ..., t, su termy jazyka C.

Atomickymi formulami (skratene atémami) jazyka £ sihrnne nazyvame
vSetky rovnostné a predikatové atomy jazyka L.

Mnozinu vSetkych atémov jazyka £ oznacujeme A ..

Formuly jazyka relacnej logiky prvého radu

Definicia 7.5. MnozZina & vSetkych formul jazyka rela¢nej logiky prvého
radu £ je najmensia mnoZina postupnosti symbolov jazyka £, ktoré spitia
vSetky nasledujuce podmienky:

1. Kazdy atém z A je formulou z £ . Inak povedané, A, C &,.

2. Ak A patri do &, tak aj postupnost symbolov —A patri do £, a nazy-

vame ju negdcia formuly A.

3. Ak AaBsuv g, tak aj postupnosti symbolov (AAB), (AVB)a(A —
B) patria do &, a nazgvame ich postupne konjunkcia, disjunkcia a implikdcia
formul A a B.

4. Ak x je individuova premennd a A patri do &, tak aj postupnosti
symbolov 3x A a Vx A patria do £ a nazgvame ich postupne existencnd
a veobecna kvantifikdacia formuly A vzhladom na x.

KaZdy prvok A mnoZiny € nazyvame formulou jazyka £.
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Priklady formdil

Priklad 7.6. Nech £ je prvorddovy jazyk, v ktorom V; = {X, y, X1, Y1, X2, Y2,

...}, €, = {Jurko, Vierka, Nufko} P, = {mys!, skrecok?, biely!, patri?}.
Formulami vjazyku £ st napriklad: mys(Jurko), mys(x), patri(y,, Vierka),

patri(x,y), (my3(x) A biely(x)),

Jy patri(x, y),

((my3(x) A biely(x)) — Ty patri(x,y)),

Vx((my3(x) A biely(x)) — Ty patri(x, y))

Oznacovanie formul a skratka ekvivalencie
Stale platia doterajSie dohody:

Dohoda 7.7. Formuly oznacujeme meta premennymi A, B,C,X,Y, Z, s pri-
padnymi dolnymi indexmi.

Dohoda 7.8. Pre kazdu dvojicu formul A, B € & je zapis (A < B) skratka
za formulu ((A —» B) A (B = A)).

Oblast platnosti kvantifikatora
Dohoda 7.9. Nech £ je I'ubovolny jazyk logiky prvého radu. VSetky sym-
boly, termy a formuly v nasledujucich definicidch a tvrdeniach st vjazyku £.

Definicia 7.10 (Oblast platnosti kvantifikatora). Nech A je postupnost sym-
bolov, nech B je formula, nech Q € {V, 3}, nech x je premennda. V postup-
nosti A = ...Qx B.... sa vyskyt formuly Qx B nazyva oblast platnosti kvanti-
fikdtora Qx v A.

Priklad 7.11. Vyznatme vSetky oblasti platnosti kvantifikatora Vx vo for-
mule

((Vx M(x) A P(x,x)) = (Vx(P(x,y) A Jy M(»)) V Vy M(y))).

Riesenie. ((Vx M(x) A P(x,x)) = (Vx(P(x,y) A Iy M(»)) vV Vy M(»)))
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Volné a viazané vyskyty premennych

Definicia 7.12 (Vol'né a viazané vyskyty premennych). Nech A je postup-
nost symbolov, nech x je premenna.

Vyskyt premennej x v A je viazany vtt sa nachddza v niektorej oblasti plat-
nosti kvantifikatora Vx alebo 3x v A.

Vyskyt premennej x A je volny vttsanenachddzavZiadnej oblasti platnosti
kvantifikatora Vx ani 3x v A.

Priklad 7.13.
=P(x,y)AK(y, x)

“P(x,y)AIyK(y, x)
Ay (=P(x, y) AK(y, x))
Vx3y(-P(x.,y)AK(Y. X))
Vx(-P(x,y)AIyK(y. x))

Volné a viazané premenné

Definicia 7.14 (Volné a viazané premenné). Nech A je formula alebo term,
nech x je premenna.

Premennd x je viazand v A vtt x sa vyskytuje v A a vsetky vyskyty x v A su
viazané.

Premennd x je volnd v A vtt x ma v A aspoti jeden volny vyskyt.
Mnozinu volnych premennych formuly A oznac¢ime free(A).

Priklad 7.15.

free( -P(x,y)AK(y,z) )={x,y,2}
free( =P(x,y)A3YK(y, z) ) ={x,y,z}
free( Ay (~P(x, y)AK(y. 2)) ) = {x,z}
free( Ay (-P(x,y)AVz K(y, 2))) = {x}

free(IyIz(Vx-P(x. y)AK(y,2) )=4
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Volné a viazané premenné

Tvrdenie 7.16. Pre kazdu individuovii premennii x, kazdy symbol konstanty a,
kazdu aritu n > 0, kazdy predikdtovy symbol P s aritou n, vsetky termy ty, t,,
..., ty avSetky formuly A, B plati:

free(x) = {x}
free(a) = §}
free(t; =t,) = free(t;) U free(t,)
free( P(ty, ..., t,) ) = free(t;) U --- U free(t,)
free( —A) = free(A)
free((AAB)) =free((AVB)) =free((A - B)) =
= free(A) U free(B)
free(Vx A) = free(Ix A) = free(A) \ {x}

Uzavreté formuly a tedrie

Definicia 7.17 (Uzavret4 formula, teéria). Formula A jazyka £ je uzavreta
vtt Ziadna premenna nie je volna v A (teda free(A) = ¢).

Tedriou v jazyku £ je kazda spocitatelnd mnoZinu uzavretych formul ja-
zyka L.

Priklad 7.18. Ktoré z tychto formul s uzavreté?
o dxP(x,x) uzavreta,
« dyP(x,y) otvorena, x je volna,
« ((M(x) AB(x)) > JyP(x,y)) otvoren4, x je volna,

o Vx((M(x) AB(x)) = 3y P(x,y)) uzavreta.
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7.4 Sémantika relacnej logiky prvého radu
Struktdra

Definicia 7.19. Nech £ je jazyk relacnej logiky prvého radu. Struktiirou
pre jazyk £ nazyvame dvojicu M = (D, i), kde D je I'ubovolna neprazdna
mnoZina nazyvand doména Struktury M; i je zobrazenie, nazyvané inter-
pretacnd funkcia Struktary M, ktoré

+ kazdej individuovej konstante c jazyka £ priraduje prvok i(c) € D;
« kaZzdému predikatovému symbolu P jazyka £ s aritou n priraduje

mnozinu i(P) C D".

Dohoda 7.20. Struktury oznacujeme velkymi pisanymi pismenami M, V',

Ohodnotenie individuovych premennych

Definicia 7.21. Nech M = (D, i) je §truktura pre jazyk £. Ohodnotenie in-
dividuovych premennych je Iubovolna funkcia e : vV, — D (priraduje pre-
mennym prvky domény).

Nech dalej x je individuova premennd z £ ad je prvok D. Zapisom e(x/d)
oznacime ohodnotenie individuovych premennych, ktoré premenne;j x pri-
rad'uje hodnotu d a v8etkym ostatnym premennym rovnaka hodnotu ako
im priraduje e, Cize e(x/d) = €/, kde

, d, aky = x,
e'(y) =
e(y), aky#ux,

alebo mnozinovo zapisané e(x/d) = e ~ {x — e(x)} U {x — d}.

Priklad ohodnotenia individuovych premennych
Nech

VL = {Xl’ y]_7X2’ YZ’ }

_ o ] ) o o
D= {'Alica’ PEonifacs 'Cyril’ PEvas 'Frantiéek}'
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Ohodnotenim (individuovych) premennych je napriklad
€= {Xl = Bgva Y1 P PBonifacs X2 > BAlicas Y2 > PBonifics
X3 = Bgva, Y3 — 'Cyrila }
Potom

] o ] 3 ]
e(y2/Balica) = X1 = Bpvar Y1 - BBonifac, X2 > Balicar Y2 = Balicas

o ]
X3 = Bpva, Y3 & 'Cyril’ }

Hodnota termov

Definicia 7.22. Nech M = (D, i) je Struktura, e je ohodnotenie premen-
nych. Hodnotou termu t v Struktiire M pri ohodnoteni premennych e je prvok
tM[e] z D uréeny nasledovne:

« tM[e] = e(x), ak t je premennd x € V.,
 tM[e] = i(a), ak t je konstanta a € C.
Splnenie atomickej formuly v strukture

Urcenie vyznamu atomickej formuly, napr. patri(x, Vierka), v danej §truk-
tare, napr. M = (D, i), kde

D= {iviera; i]uraj; iEva7 ’H', .hu7 s, ﬁ, y7 " M}

i(Vierka) = iVieraa i(biely) = {Sy i(patri) = {(ﬂ, iViera),
i(Jurko) = #uraj> g}: E;’ !Juraj}
)= 5 b

pri ohodnoteni premennych, napr. e = {x > 28y > By, x; = @,y -
Miera> X2 & o, .

1. vyhodnotime termy, ktoré sa vyskytuju vo formule:
XM[e] = e(x) = 28 Vierka™[e] = i(Vierka) = Byiera,

2. zistime, &i (28, Byiera) € i(patri): nie

Struktira M nespina formulu patri(x, Vierka) pri ohodnoteni e M ¥ patri(x, Vierka’
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Splnenie existencne kvantifikovanej formuly
M E Ty patri(y, Vierka) [e]?

1. VyskuSame vetky ohodnotenia, ktoré postupne prirad'uju kvantifiko-
vanej premennej y jednotlivé prvky domény:

d e(y/d) M E? patri(y, Vierka) [e(y/d)]
iViera { y = iViera } ¥

S { y = 5 } E

o { y~ } F

(7] { y— S } ¥

WL Ty m )k

2. M E Ty patri(y, Vierka) [e] vtt
pre aspori jedno d € D mame M F patri(y, Vierka) [e(y/d)].
Prava strana je pravdiva pre d = ™ — svedok.
Takze M F Ay patri(y, Vierka) [e].

Splnenie vseobecne kvantifikovanej formuly
M E Vx(biely(x) — patri(x,y)) [e] B = biely, P = patri

1. VyskuSame vetky ohodnotenia, ktoré postupne prirad'uju kvantifiko-
vanej premennej jednotlivé prvky domény:

d  ME (B(X) — P(xy))[e(x/d)]
Nicra F lebo M ¥ B(x) [e(x/d)]

lebO.M E B(x) [e(x/d)

w F ]
= E lebo M E B(x) [e(x/d)] a M E P(x,y) [e(x/d)]
of |3 lebo M E B(x) [e(x/d)] a M ¥ P(x,y)[e(x/d)]
S E lebo M E B(x) [e(x/d)] a M ¥ P(x,y)[e(x/d)]
L J E lebo M ¥ B(x) [e(x/d)]
»* E lebo M ¥ B(x) [e(x/d)]
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2. M E Vx(biely(x) — patri(x,y)) [e] vtt
prevsetky d € D mame M F (biely(x) — patri(x,y)) [e(x/d)].
prava strana je nepravdiva pre d = ™ a d = S — kontrapriklady.
Takze M F Vx (biely(x) — patri(x,y)) [e].

Splnenie vseobecne kvantifikovanej implikacie
1. Nasa M spina implikaciu (biely(x) — patri(x,y)) pri e(x/d) pre vicsinu
d € D preto, Ze jej antecedent biely(x) je nesplneny.

To zodpoveda ¢itaniu formuly Vx(biely(x) — patri(x, y)) ako vyroku ,,vSetko
biele patri y*:

« Objekty, ktoré nie st biele, neovplyvriuju pravdivost tohto vyroku ani
pravdivost implikacie (biely(x) — patri(x, y)).

« Vyrok aj implikacia st nepravdivé iba vtedy, ked nejaky biely objekt
nepatri y.

Ak by ni¢ nebolo biele, teda by M ¥ biely(x)[e(x/d)] prevSetky d € D, tak
by aj formula Vx(biely(x) — patri(x,y)) aj tvrdenie ,,vSetko biele patri y“
boli trividalne splnené.

Nezavislost od ohodnotenia viazanej premenne;j

Pri vyhodnocovani splnenia kvantifikovanej formuly Struktarou pri da-
nom ohodnoteni e

M E Ty patri(y, Vierka) [e]
M E V x(biely(x) — patri(x, y)) [e]

nezaleZi na tom, aku hodnotu priraduje pévodné ohodnotenie e viazanej
premenne;j.

Priamu podformulu kvantifikovanej formuly vyhodnocujeme pri novych
ohodnoteniach e(y/d) (resp. e(x/d)) postupne pre vietky d € D.

Splnenie formuly v Strukture
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Definicia 7.23. Nech M = (D, i) je $truktura, e je ohodnotenie premen-
nych. Relécia Struktiira M spliia formulu A pri ohodnoteni e (skratene M
Ale]) ma nasledovni induktivnu definiciu:

o« M Et; =t,[e]vtt t{“[e] = t;v[[e],
« M EP(ty, ..., tp)le] vit (1) e], ..., £ [e]) € i(P),

o M E —-Ale] vtt M ¥ Ale],

M E (A AB)[e] vit M E Ale] a zaroveni M F Ble],

M E (AVB)[e] vtt M E Ale] alebo M E Ble],
e M F (A — B)le] vtt M ¥ Ale] alebo M E Ble],
» M F JxAle] vtt pre nejaky prvok d € D mame M F Ale(x/d)],
» M F VxAle] vtt pre kazdy prvok d € D mame M F Ale(x/d)],
pre v8etky arity n > 0, vSetky predikatové symboly P s aritou n, vSetky termy

t1, by, ..., t,, vSetky premenné x a vSetky formuly A, B.

Splnenie formuly v Strukture pri ohodnoteni - priklad

Priklad 7.24. Nech M = (D, i), kde
D =1{1,2,3,4,5}

i(Jurko) =1 i(mys) = {3,4} i(patri) = {(3,2),
i(Vierka) = 2 i(3kre¢ok) = {5} (4,2),
i(Nufko) = 4 i(biely) = {4, 5} (5, 1)}
Neche={x— 3,y > 5,...}
Zistime, ¢i

o M E ((my3(x) A biely(x)) — 3y patri(x, y)) [e]

o M E Vx((my3(x) A biely(x)) — Ty patri(x,y)) [e]
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Pravdivost uzavretej formuly

Neuzavreté formuly zodpovedaju vyrokovym formam. Ich splnenie v §truk-
ture zavisi od ohodnotenia volnych premennych.

Uzavreté formuly zodpovedaju vyrokom. Ich splnenie v §truktare neza-
visi od ohodnotenia. Preto pri nich m6Zeme hovorit o pravdivosti v §truk-
ture.

Definicia 7.25. Nech X je uzavretd formula jazyka £, nech T je teoéria v ja-
zyku £ a nech M je $truktura pre L.

Formula X je pravdivd v §trukttre M (skratene M E X) vtt M spliiia for-
mulu X pri kaZdom ohodnoteni e. Vtedy tieZ hovorime, Ze M je modelom
formuly X.

Tedria T je pravdiva v Strukture M (skratene M F T) vtt kazda formula X
z T je pravdiva v M. Vtedy tieZ hovorime, Ze M je modelom teorie T.

7.5 Aristotelovské formy

Styri aristotelovské formy

Davno pred kodifikaciou logiky prvého radu sa kvantifikovanymi tvrde-
niami zaoberal staroveky grécky filozof Aristoteles.

Studoval najmi tvrdenia v tvaroch:

» VSetky P su Q.

« Niektoré P su Q.

« Ziadne P nie su Q.

« Niektoré P nie su Q.
ktorym dnes hovorime obmedzend kvantifikacia.
Vsetky P st Q

Formu ,,V8etky P su Q*“ (napr. ,,VSetky mysi su sivé“) formalizujeme

Vx (P(x) - Q(x)) @
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teda ,,Pre kaZzdy objekt x je pravda, Ze ak x ma vlastnost P, tak x m4a vlast-
nost Q.“, ekvivalentne ,,Pre kazdy objekt x je pravda, Ze x nemd vlastnost P
alebo x ma vlastnost Q.“

Studenti tuto formu niekedy nesprdvne sformalizuju ako

Vx(P(x) A Q(x)) @

Pritom tato formalizacia neprejde jednoduchou sktiSkou — stacdi si ju preci-
tat: ,,Kazdy objekt x ma sticasne vlastnost P aj vlastnost Q,“ prirodzenejSie
,»VSetko je P aj Q“ (napr. ,,VSetko je mys a je to sivé®).

Vsetky P st Q — varianty
Forma ,,VSetky P su Q“ sa v prirodzenych vetich niekedy rozpoznava
tazsie, napriklad ked je P alebo Q vztah:

« VSetky mysi kfmi Jurko.
VSetky mysi st také, Ze ich kfmi Jurko.
Vx(mys(x) — kimi(Jurko, x))

« Jurko kfmi iba mysi.
Vsetko, ¢o Jurko kimi, st mysi.
Vx(kfmi(Jurko, x) — mys(x)).

Niektoré P sa Q
Formu ,,Niektoré P su Q“ (napr. ,,Niektoré mysi su biele“) formalizu-
jeme
3x (P(x) AQ(x)) @
teda ,,Existuje aspori taky jeden objekt x, Ze x méa vlastnost P a x m4 vlast-
nost Q.
Studenti tuto formu niekedy nesprdvne sformalizuju ako

3x(P(x) = Q(x)) @

Ani tato formalizcia neprejde ¢itacou skuskou: ,,Existuje objekt x, ktory
nemad vlastnost P alebo ma vlastnost Q.“ prirodzenejSie ,,Nieco nie je P
alebo je Q* (napr. ,,Nieco nie je mys alebo je to biele“ — je pravdivé vo svete,
kde su vSetky mysi sivé a je tam jeden ¢lovek).
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Niektoré P st Q — varianty
Forma ,,Niektoré P st Q“ sa v prirodzenych vetach niekedy rozpoznava
tazSie, napriklad ked je P alebo Q vztah.

« Jurko kfmi nejaké mysi.
Jurko kimi (nejakt) mys.
Nieco z toho, ¢o Jurko kfmi, st mysi.
Ax(kfmi(Jurko, x) A mys(x))

Niektorych Studentov prekvapuje, Ze pri tejto forme nezalezi na poradi P

aqQ.

» Nejaké mysSi kfmi Jurko.
Niektoré mysi st také, ze ich kimi Jurko.
Ax(kfmi(Jurko, x) A mys(x))

Je ale vernejsie poradie pri formalizacii zachovat:
Ax(mys(x) A kimi(Jurko, x))

Ziadne P nie st Q
Formu ,,Ziadne P nie st Q“ (napr. ,,Ziadne mysi nie su ¢ervené“) forma-
lizujeme (s dorazom na ,,nie st Q“)

Vx (P(x) = =Q(x)) @

teda ,,Pre kazdy objekt x je pravda, Ze ak x ma vlastnost P, tak x nema
vlastnost Q,“ ,, Kazdé P nie je Q,“
alebo rovnako spravne (s dérazom na ,,ziadne“)

= 3x (P(x) AQ(x) @

teda ,,Nie je pravda, Ze existuje taky objekt x, Ze x ma vlastnost P a x ma
vlastnost Q.

Ani pri tejto forme nezalezi na poradi P a Q, ale je vernejsie ho pri forma-
lizAcii zachovat.
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Niektoré P nie st Q
Formu ,,Niektoré P nie st Q“ (napr. ,,Niektoré mysi nie st sivé“) forma-
lizujeme
3x(P(x) A =Q(x)) @
teda ,,Pre nejaky objekt x je pravda, Ze x m4 vlastnost P a x nema vlast-
nost Q.

7.6 Zamlcané a zdanlivo opacné kvantifikatory

Zamlcany vseobecny kvantifikator
Niekedy kvantifikator nie je explicitne vyjadreny prislu§nym zdmenom.
PouZitie vS§eobecného podstatného mena (zvycajne, ale nie nutne v mnoz-
nom ¢isle) v ilohe podmetu zvycajne chapeme ako vSeobecntii kvantifikaciu:
« Mysi su sivé.
Vx(mys(x) — sivy(x))
« Mys je hlodavec.
Vx(my3(x) — hlodavec(x))

« Kto je zodpovedny, ten je doma.
Vx(zodpovedny(x) — doma(x))

Zamlcany existenc¢ny kvantifikator
PouZitie v§eobecného podstatného mena v ulohe predmetu pozitivneho
prisudku zvycajne chapeme ako existencnii kvantifikaciu:

« Jurko kfmi mys. Ax(kfmi(Jurko, x) A my3(x))
« Bonifac si kupil syr. Ix(kupil(Bonifac, x) A syr(x))

Zaml¢ana neexistencia
PouZzitie vS§eobecného podstatného mena v ulohe predmetu negativneho
prisudku zvycajne chdpeme ako vyjadrenie neexistencie:
 Bonifac si nekupil syr.
—3x(kapil(Bonifac, x) A syr(x))
Vx(kupil(Bonifac, x) — —syr(x))
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« Jurko nekfmi mysi.
Vx(my3(x) = —kfmi(Jurko, x))
Vx(kfmi(Jurko, x) — —mys(x))
= Ax(kfmi(Jurko, x) A my3s(x))

Zdanliva existencia

V podmienkach sa ob¢as vyskytuju neurcité zimena (niekto/nieco/niektory/
...), na ktoré sa ale odkazujeme v podmienenej vete:

» Ak je niekto doma, tak (on) je zodpovedny.

o Ak Jurko nieco kfmi, ma to rad.

Také tvrdenie nezodpoveda implikacii s existenénym kvantifikatorom:
© (3Ixdoma(x) — zodpovedny(x))

@ 3x(doma(x) — zodpovedny(x))

ale zodpoveda vseobecne kvantifikovanej implikdcii:
@ Vx(doma(x) — zodpovedny(x))
@ Vx(kimi(Jurko, x) — ma_rad(Jurko, x))

7.7 Nutné a postacujice podmienky
Nutné a postacujiice podmienky

Tvrdenia so (zaml¢anou) v§eobecnou kvantifikdciou maja ¢asto formu
podradovacich suveti:

1. Zodpovedny je kaZdy, kto je doma.
2. Zodpovedny je iba ten, kto je doma.
pricom
« hlavna veta (,,Zodpovedny je ... “) vyjadruje nejaku viastnost,

+ vedlajsia veta (,,ktoje doma*) vyjadruje podmienku, ktord suvisi s touto
vlastnostou.

Aky je rozdiel medzi tymito podmienkami?
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Postacujica podmienka
Prvé tvrdenie ,,Zodpovedny je kazdy, kto je doma.“:

« Hovori, Ze na to, aby niekto bol zodpovedny, staci, aby platila pod-
mienka, Ze je doma.

« Inak povedané: Nie je moZné, aby bol niekto doma, ale povazovali
sme ho za nezodpovedného.

« Byt doma je teda postacujiicou podmienkou zodpovednosti.

« Ekvivalentne: ,,Pre kazdého plati, Ze je zodpovedny, ak je doma.“
,»Pre kazdého plati, Ze ak je doma, tak je zodpovedny.“

« Formalizicia je teda Vx(doma(x) — zodpovedny(x))
Nutna podmienka
Druhé tvrdenie ,,Zodpovedny je iba ten, kto je doma.*:

« Hovori, Ze na to, aby niekto bol zodpovedny, je nevyhnutné aby bol
doma.

» Inak povedané: Keby niekto nebol doma, nebol by zodpovedny. Nie
je mozné, aby bol niekto zodpovedny, ale nebol doma.

« Byt doma je teda nutnou podmienkou zodpovednosti.

« Ekvivalentne: ,,Pre kazdého plati, Ze je zodpovedny, iba ak je doma.“
,»Pre kazdého plati, Ze ak nie je doma, tak nie je zodpovedny.“ ,,Pre
kazdého plati, Ze ak je zodpovedny, tak je doma.*

+ Formalizicia je teda Vx(zodpovedny(x) — doma(x))

7.8 Zlozené kvantifikované vlastnosti

Zlozené kvantifikované vlastnosti
Casto potrebujeme kvantifikovat objekty, ktoré maju zlozité vlastnosti:

1. nejakd Jankina biela mys,
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2. kazdy biely potkan, ktorého kfmi Jurko.

Prvy druh kvantifikicii je zrejme existen¢ny a uz vieme, Ze sa spravidla
spdja s konjunkciou.

Druhy druh kvantifikacii je zrejme vSeobecny a vieme, Ze sa spravidla
spdja s implikaciou.

PouZitie spojok ale zavisi od pozicie kvantifikécie vo vete.

ZlozZené existencne kvantifikované vlastnosti ako podmet
(Nejakd) Jankina biela mys je syta.

» Vetama formu ,,Niektoré P su Q,“ teda prekladame ju ako Ix(P(x) A
Q(x)). Pricom ale P je zloZend vlastnost.

« Vlastnost P opisuje objekt, ktory m4 zrejme byt sucasne Jankin, biely
a ma to byt mys. Preto P vytvorime z jednotlivych predikatov konjun-
kciou.

Ix((patri(x, Janka) A biely(x) A my3(x)) A syty(x))
ZloZené vseobecne kvantifikované vlastnosti ako podmet
(VSetky) Jankine biele mysi st syte.

+ Veta mé formu ,,VSetky P st Q,*“ teda prekladdme ju ako Vx(P(x) —
Q(x)), pricom P je zloZena vlastnost.

« Vlastnost P opit opisuje objekty, ktoré maju byt sticasne Jankine,
biele a mysi. Preto aj teraz P vytvorime konjunkciou.

Vx((patri(x, Janka) A biely(x) A my$(x)) — syty(x))
ZlozZené existencne kvantifikované vlastnosti ako predmet
Jurko ma (nejaku) sytu bielu mys.

« Aby sme zistili, ktort aristotelovsktl formu ma4 veta, musime ju pre-
formulovat:
(Nejaka) syta biela mys je Jurkova.
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« Vetama formu ,,Niektoré P su Q,“ teda prekladame ju ako Ix(P(x) A
Q(x)), pricom P je zloZena vlastnost.

Ax((syty(x) A my3(x) A biely(x)) A patri(x, Jurko))
Zlozené vseobecne kvantifikované vlastnosti ako predmet
Jurko ma vSetky syte biele mysi.

« Aj tato vetu musime preformulovat:
Vsetky syte biele mysi st Jurkove.

« Veta ma formu ,,VSetky P su Q,“ teda prekladame ju ako Vx(P(x) —
Q(x)). pricom P je zloZend vlastnost.

Vx((syty(x) A biely(x) A my3(x)) — patri(x, Jurko))
Viacnasobné vseobecne kvantifikované privlastky
Jurko ma vSetky mysi a Skrecky.
« Preformulujeme: VSetky mysi a $krecky st Jurkove.

+ Veta mé formu ,,VSetky P st Q,*“ teda prekladdme ju ako Vx(P(x) —
Q(x)).

+ P je zloZena vlastnost. Ale ako je zlozena?

© Ked ,mysiaskrecky“ sformalizujeme (my3(x)Askrecok(x)), Vx(P(x) —
Q(x)) bude znamenat ,,Pre kazdé x, ak x je mys a zaroven x je Skre-
¢ok, tak x patri Jurkovi.

+ Vieme ale, Ze ni¢ nie je naraz mys aj Skrecok, takZe podmienke (v na-
Som svete) nevyhovuje Ziaden objekt, takze Jurkovi nemusi nic¢ patrit.

@ Intuitivny vyznam zachovame, ked ,,mysi a $krecky“ sformalizujeme
(mys(x) V skrecok(x)).

Vx((my3(x) Vv skre¢ok(x)) — patri(x, Jurko))
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7.9 Konverzacné implikatary

Trividlne pravdivé vSeobecne kvantifikované implikacie
Nie vSetkym sa zd4 intuitivne, Ze formula

Vx(my3(x) — biela(x))

je pravdiva vo svetoch, kde nie su Ziadne mysi.

Dobry sposob, ako to pochopit je, Ze uvedomit si, ze vo svete, kde nie
su mysi, neexistuje kontrapriklad pre tato formulu — mys, ktora by nebola
biela.

Hovorime, Ze v takom svete je tato formula trividlne pravdivd.

Podobne je vo svetoch bez mysi trividlne pravdiva eSte prekvapujtcejsia
formula:

Vx(my3(x) — &lovek(x))

Trividlne pravdivé vSeobecne kvantifikované implikacie

Tvrdenie ,, Kazdy prvak, ktory si zapisal logiku, z nej dostal A,“ v sebe
nesie implikaturu (domnely dosledok), Ze taki prvaci existuju.

Ak je takéto tvrdenie nutne trividlne pravdivé, lebo objekty z predpo-
kladu neexistujua (napr. prvaci si logiku nemoézu zapisovat), intuitivne ho
povazujeme zavadzajice.

Nic to ale nemeni na fakte, Ze je pravdivé.

Existencia prvaka, ktory si zapisal logiku je skuto¢ne iba implikatara.

Dodatok ,,Ale Ziadny prvak si ju nikdy nezapisal“ (negacia implikatury),
nie je s tvrdenim v spore, ale objasiiuje, Ze je trividlne pravdivé.

,Niektoré“ neimplikuje ,nie vsetky"“

Dalgia implikattra sa spaja s tvrdeniami: ,,Niektoré P st Q.

Niekomu sa mdze ,,Niektoré P su Q“ zdat sporné s ,,VSetky P su Q.* —
Preco by sme hovorili ,,niektoré P*, ked to plati pre vSetky P? Takyto clovek
povazuje tvrdenie ,,Nie vSetky P st Q“ za dosledok tvrdenia ,,Niektoré P sa
Q. Aj to je v§ak iba implikatura.

Ked ale na otazku ,,Dostal niekto Acko?“ odpovieme ,,Ano, niektori $tu-
denti Acko dostali. Vlastne ho dostali vsetci,“ druha veta prva dopiﬁa, ale
neprotireci jej, hoci je negaciou implikatury.
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Ak chceme jasne vyjadrit domnely vyznam, povieme ,,Niektori Studenti
Acko dostali, ale nie vsetci,“ ¢o formalizujeme formulou v tvare (3x(P(x) A

Q(x)) A 2 Vx(P(x) = Q(x))).
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9. prednaska
Tabla pre kvantifikatory.
Viackvantifikatorové tvrdenia

8 Tabla s kvantifikatormi

8.1 Logické vlastnosti a vztahy v logike prvého radu

Logické vlastnosti a vztahy v logike prvého radu

Minuly tyzderi sme zadefinovali, kedy je uzavretd formula a te6ria (mno-
Zina uzavretych formul) pravdivd v danej Struktare (M F A, M E T).

PouZili sme pomocny induktivne definovany vztah $truktiira spiria for-
mulu priohodnoteni (M E X|e]). Je definovany pre vsetky formuly (otvorené
aj uzavreté).

Pomocou Struktur a pravdivosti méZeme pre rela¢nu logiku prvého radu
skonkretizovat logické vlastnosti a vztahy, ktoré uz pozname z vyrokovolo-
gickej Casti logiky prvého radu:

« splnitelnost a nesplnitelnost,
+ ,vzdy pravdivé“ formuly (vo vyrokovom pripade sa volali tautologie),
« vyplyvanie/logicky dosledok.
Splnitelnost a nesplnitelnost
Ako sme sa dohodli minule, predpokladdme, Ze sme si pevne zvolili lubovolny jazyk re-
la¢nej logiky prvého radu £. VSetky definicie platia pre symboly, termy, atémy, formuly,
teorie, atd. v tomto jazyku a Strukttry a ohodnotenia individuovych premennych pre tento

jazyk. Pretoze £ je l'ubovol'ny, daju sa definicie aplikovat na vSetky jazyky relacnej logiky
prvého radu.

Definicia 8.1. Nech X je uzavretd formula a T je tedria. Formula X je pr-
vorddovo splnitel'nd vtt X je pravdiva v nejakej Strukture (ekvivalentne: existuje
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Struktura M taka, ze M F X). Teoria T je prvorddovo splnitelna vtt T méa model
(ekvivalentne: T je pravdiva v nejakej Strukture; existuje Struktara M taka, ze M F T).

Formula resp. teoria je prvordadovo nesplnitel'na vtt nie je prvoradovo spl-
nitel'na.

Splnitelnost — priklad

Priklad 8.2. Teoéria {Vx(¢lovek(x)vmys(x)), Vx(clovek(x) — —mys(x))}je pr-
voradovo splnitelnd.

Je to tak preto, Ze je pravdivd v Strukture (teda jej modelom je) M = (D, i),
kde D = {1, 2}, i(€lovek) = {1} a i(my3) = {2}.

Samozrejme je pravdivd v mnohych inych Strukturach.

Platné formuly

Formuldm, ktoré su vyrokovologicky pravdivé (pravdivé v kazdom vyro-
kovologickom ohodnoteni atémov), sme hovorili tautolégie.

Pre formuly, ktoré su prvoradovo pravdivé (pravdivé v kazdej Strukture),
sa pouZiva iny pojem:

Definicia 8.3. Nech X je uzavretd formula. Formula X je platnd (skratene
F X) vtt X je pravdiva v kaZdej Strukture (teda pre kaZdu: $truktiru M mame M k
X).

Samozrejme, formula nie je platnd vtt je nepravdiva v aspori jednej Struk-
ture.

Platnost sa ale nedd overit vymenovanim vSetkych $truktur, lebo tych je
nekonecne vela.

Platné formuly — priklad

Priklad 8.4. Formula X = (Vx doma(x) — doma(Jurko)) je platna.
Predpokladajme, Ze by X nebola platn4, teda by bola nepravdiva v nejake;j
Strukture M = (D, i). Potom by v M bol pravdivy antecedent Vx doma(x),
ale nepravdivy konzekvent doma(Jurko), teda i(Jurko) ¢ i(doma). Ak je ale
pravdivé Vx doma(x), tak pre kazdé m € D mame m € i(doma). Preto aj
i(Jurko) € i(doma), ¢o je spor.
Preto X je platna.
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Prvoradové vyplyvanie, prvoradovy logicky dosledok

Definicia 8.5. Z teorie T prvoradovo logicky vyplyva uzavreta formula X
(tiez X je prvoradovym logickym dosledkom T, skratene T F X) vtt X je
pravdiva vkazdom modeli T (ekvivalentne podrobnejsie: pre kazdu struktaru M plati,
Ze ak je v M pravdiva T, tak je v M pravdiva X).

Prvoradové vyplyvanie — priklad
Prvoraddové vyplyvanie sa nedd overit vymenovanim vsetkych Struktur,
rovnako ako platnost.
Priklad 8.6. Z teorie T = {Vx(k¢fmi(Jurko, x) — skrec¢ok(x)),
—$krecok(Nufko)}
prvoradovo vyplyva X = =kfmi(Jurko, Nufko).
Presvedcime sa o tom podobnou tvahou ako v priklade platnej formuly.

Prvoradové nevyplyvanie a priklad
Samozrejme, formula X nevyplyva z teérie T vtt X nie je pravdiva v aspori
jednom modeli T. Tento model je kontraprikladom vyplyvania.
Priklad 8.7. Z tedrie T = {— Ax vacsi(Chrumko, x),
- 3x vacsi(x, Nufko),
vacsi(Belka, Fuzik)}
prvoradovo nevyplyva X = vacesi(Nufko, Chrumko).
Napriklad $truktara M = (D,i), kde D = {1,2,3,4}, i(Chrumko) = 1,
i(Nufko) = 2, i(Belka) = 3, i(Fuzik) = 4, i(vaesi) = {(3,4),(4,3)}, je kon-
traprikladom toho, Ze T E X, pretoze M F T, ale M K X.
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Vyrokovologické, prvoradové a logické vyplyvanie

Podobne ako vyrokovologické vyplyvanie, aj prvoradové vyplyvanie je
Specialny pripad logického vyplyvania v prirodzenom jazyku.

Logické vyplyvanie v prirodzenom jazyku je bohatsie ako prvorddové vy-
plyvanie. Tvrdenie zodpovedajtice formule X logicky vyplyva z tvrdeni v T —
ked rozumieme vztahu ,,vac¢si“.

Logika prvého radu ale ,,nevidi“ vyznam predikatov. Pozera sa na ne len
pomocou formul, v ktorych vystupuju.

Dohoda 8.8. Nateraz budeme strucne ale nepresne hovorit ,logicky dosle-
dok*a ,,vyplyvanie“ namiesto ,,prvoradovy logicky dosledok“ a ,,prvoradové
logické vyplyvanie®.

Viac o vztahu vyrokovologického, prvoradového a logického vyplyvania
neskor.

Platnost a vyplyvanie
Medzi platnymi formulami a prvorddovym vyplyvanim je podobny vztah
ako medzi tautoldgiami a vyrokovologickym vyplyvanim.

Tvrdenie 8.9. Nech X je uzavretd formula. Nasledujiice tvrdenia su vzd-
jomne ekvivalentné:

« X jeplatna (F X);
« X vyplyva z prdazdnej teorie (3 E X);
« X vyplyva z kazdej teorie (pre kazdu teériu T mame T E X).

Tvrdenie 8.10. Nech T = {A4, ..., A, } je konecnd tedria a nech X je uzavretd
Sformula. Nasledujuice tvrdenia st vzdjomne ekvivalentné:

« formula (/\l.n=1 A; = X) jeplatna (tj., = (/\:1=1 A; = X)),

o X vyplyva z teorie T (tj., T E X).
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8.2 Dokazovanie s kvantifikatormi

Dokazy a tabla pre logiku prvého radu

Dokazy s kvantifikovanymi formulami sformalizujeme pomocou rozsi-
renia tabiel na logiku prvého radu.

Tabla budu obsahovat oznacené formuly prvého radu.

V tablach dovolime aj otvorené formuly.

Tablové pravidla buda zachovavat splnitelnost tabla.

Oznacené formuly logiky prvého radu
Podobne ako vo vyrokovej logike mdzZeme zaviest oznacovanie formul
logiky prvého radu znamienkami T a F.
Definicia 8.11. Nech M je $truktura, e je ohodnotenie individuovych pre-
mennych a X je formula. Potom
« M spliia oznacenti formulu T X pri ohodnoteni e vtt M spitia formulu X
pri ohodnoteni e, skratene: M F T X[e] vtt M F X|e];

« M splria oznacenii formulu F X pri ohodnoteni e vtt M nespiiia for-
mulu X pri ohodnoteni e, skratene: M F F X[e] vtt M ¥ X|e].
M spliia mnozginu oznacenych formul S* pri ohodnoteni e vtt M spifia kazdii
oznacenu formulu A" z S* pri ohodnoteni e, skratene: M F S*[e] vtt pre
kazdu AT € ST mame M E A*[e].

Splnitelnost oznac¢enych formul a ich mnozin

Definicia 8.12 (Splnitelnost oznacenych formul a ich mnozin). Ozn. for-
mula X je splnitelna vtt pre nejaku $truktaru M a nejaké ohodnotenie
individuovych premennych e mame M E X*[e].

Mnozina ozn. formul S* je splnitelna vtt pre nejaku Strukturu M a nejaké
ohodnotenie individuovych premennych e mame M E S*[e].

Dokaz s pozitivnou vseobecnou kvantifikaciou

Priklad 8.13. Dokdzme neformalne, Ze z teorie T = {¥x(kfmi(Jurko,x) —
$krecok(x)), =skre¢ok(Nufko)} prvoradovo vyplyva X = —kfmi(Jurko, Nufko).
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Sporom: Nech st formuly (1) Vx(kfmi(Jurko, x) — krecok(x)) a (2) =$krecok(Nufko)
pravdivé v nejakej Strukture. Predpokladajme, Ze (3) —kfmi(Jurko, Nufko) by
v nej bola nepravdiva.

Potom (4) kfmi(Jurko, Nufko) je pravdiva. Navyse (5) skre¢ok(Nufko) je
nepravdiva. PretoZe podl'a prvého predpokladu (1) je formula (kfmi(Jurko, x) —
Skrecok(x)) splnend pre kazdy objekt x, musi byt splnend aj pre objekt ozna-
¢eny konstantou Nufko. Teda (6) (kfmi(Jurko, Nufko) — $krecok(Nufko)) je
pravdivd. PretoZe uz vieme (4), Ze l'ava strana je pravdiva, musi byt prava
strana (7) $kre¢ok(Nufko) tiez pravdiva. To je ale v spore so skor$im ziste-
nim (5), Ze tato formula je nepravdiva. O

Tablo pre dokaz
Na vicsinu krokov v predchddzajucom dokaze stacia doterajSie tablové
pravidla.

1. T Vx(kimi(Jurko, x) — skrecok(x)) St
2. T —$krecok(Nufko) St
3. F =kfmi(Jurko, Nufko) S+
4. Tkémi(Jurko, Nufko) a3
5. F skre¢ok(Nufko) a2
6. T (kimi(Jurko, Nufko) — $krec¢ok(Nufko)) 21
7. T skre¢ok(Nufko) MP4, 6
* 5,7

Specialny pripad pravdivej vieobecne kvantifikovanej formuly
Doterajsie pravidla ale nestacia na klacovy krok, v ktorom sme z pravdi-
vej vSeobecne kvantifikovanej formuly (1)

V x (kfmi(Jurko, x ) — skrecok(x))
odvodili jej §pecidlny pripad (instanciu) (6) pre konstantu Nufko:
(kfmi(Jurko, Nufko ) — $kre¢ok( Nufko ))

Tato formula, ale aj kazd4 in4, ktord vznikne analogicky dosadenim hoci-
jakého termu za premennt x, je logickym dosledkom formuly (1).
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Pravidlo pre pravdivé vseobecne kvantifikované formuly
Na tento krok potrebujeme nové pravidlo:

TVxA
TA{x — t} Y

pre kazda formulu A, kazdt premennu x a kazdy term t, ak spitiaju dolezita
dodato¢nu podmienku — viac o nej neskor.

Zapis {x — t} oznacuje substitiiciu — zobrazenie premennych na termy
(v tomto pripade je toto zobrazenie iba jednoprvkové).

Zapis A{x — t} oznacuje aplikdciu substitucie {x — t} na formulu A —
je to formula, ktord vznikne z formuly A nahradenim vsetkych vol'nych vy-
skytov premennej x termom ¢.

Specialny pripad nepravdivej existen¢ne kvantifikovanej formuly
Vel'mi podobna situdcia nastdva pre nepravdivu existencne kvantifikovanti
Sformulu, napr.
F Ix(kfmi(Jurko, x) A mys(x)).

InStancia
F(kfmi(Jurko, Chrumko) A my$(Chrumko))

je logickym dosledkom povodnej oznacenej formuly.
Rovnako je jej logickym désledkom kazda ina instancia a mozeme sfor-
mulovat pravidlo:
FixA
FAx — 1} |

pre kazdu formulu A, kazdu premennu x a kazdy term t, ak (opit) spiniaju
dolezitu dodato¢nu podmienku.

DokazsTVxAaF3dx A
Pomocou novych pravidiel m6zeme dokazat napr. {¥x(kfmi(Jurko, x) —
skrecok(x)), Vx(my3$(x) — —8krecok(x)), mys(Nufko)} E Ix(mys(x)A-kfmi(Jurko, x)):
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1. TVx(kfmi(Jurko, x) — skrecok(x)) S+
2. TVx(mys(x) —» —skrecok(x)) St
3. Tmy3(Nufko) S+
4. F Ix(mys(x) A ~kfmi(Jurko, x)) St
5. T(my$(Nufko) — —skrecok(Nufko)) y2{x ~ Nufko}
6. T —$krecok(Nufko) MP5, 3
7. F $kre¢ok(Nufko) ab
8. T (kfmi(Jurko, Nufko) — $krecok(Nufko)) y1{x — Nufko}
9. Fkfmi(Jurko, Nufko) MTS, 7
10. F(my3(Nufko) A —kfmi(Jurko, Nufko))  y4{x — Nufko}

11. Fmy$(Nufko) 810| 12. F=kfmi(Jurko, Nufko) 10
% 3,11 13. Tkfmi(Jurko, Nufko) 12
% 9,13

Dokaz s pozitivhou existen¢nou kvantifikaciou

Priklad 8.14. Dokazme neformalne, Ze z tedrie T = {Vx(kfmi(Jurko,x) —
Skrecok(x)), 3x ~skrecok(x)} prvoradovo vyplyva X = Ix -kimi(Jurko, x).
Sporom: Nech st formuly (1) Vx(kfmi(Jurko, x) — skrecok(x)) a (2) 3x ~Skrecok(x)
pravdivé v nejakej Strukture. Predpokladajme, Ze (3) Ix ~kimi(Jurko, x) by
v nej bola nepravdiva.

Podl'a druhého predpokladu existuje objekt x, pre ktory je —Skrecok(x)
splnend. Zoberme si teda takyto objekt a oznaéme ho napriklad premennou z.
Potom je (4) =Skrecok(z) je splnen4, a teda (5) skrecok(z) je nesplnend. Podl'a
prvého predpokladu (1) je formula (6) (kfmi(Jurko,z) — Skrecok(z)) spl-
nend. PretoZe uz vieme (5), Ze prava strana je splnend, musi byt aj lava
strana (7) kimi(Jurko, z) nesplnend. Podl'a predpokladu dokazu sporom (3)
je v8ak aj jeho inStancia (8) —kfmi(Jurko, z) nesplnend, teda (9) je splnena
kimi(Jurko, z), o je v spore so skor§im zistenim (7), Ze tato formula je ne-
splnena. O

Pozitivna existen¢na kvantifikacia a jej vlastna premenna
KIucovym krokom v predchadzajucom dokaze je oznacenie objektu (svedka),
ktory existuje podla pozitivnej existencne kvantifikovanej formuly

T 3Ax —skrecok(x),
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docasnym menom — volnou premennou z a odvodenie:
T —skrecok(z).

Tato premenna sa predtym na vetve nesmie vyskytovat volnd. /A
Musi to byt novd, vlastnd premenna pre formulu T 3x ~Skrecok(x).

Vo v§eobecnosti:
TIxA

TA{x — y}

pre kazdu formulu A, kazdu premennu x a kazda novii premennii y, ak (opit)
splfiaju déleZitt dodatoént podmienku.

Preco vlastna premenna?
Preco potrebuje kazda pozitivna existen¢na formula vlastni premennti?
Pravidla musia zachovdvat splnitelnost vetiev v table. KonStanty a iné
volné premenné v table moézu oznacovat objekty s konfliktnymi vlastnos-
tami. Ich dosadenim za existen¢ne kvantifikovani premennud by sme do-
spiet k faloSnému sporu.

Preco vlastna premenna? — priklad
Vetva
n+1. T skrecok(x)
n+2. T 3x —~Skrecok(x)
je splnitel'nd (napr. je splnend struktarou M = ({1, 2}, i), i(kre¢ok) = {1} pri ohodnoteni
e={xm1,..}.
Vetva
n+1. T skrecok(x)
n+2. T 3x ~skrecok(x)
n+3. T-skrecok(z) @ 82{x > z}

je splnitel'nad (napr. je splnend struktarou M = ({1, 2}, i), i(kre¢ok) = {1} pri ohodnoteni
e={x— 1,z 2,.}.

Chybn4 vetva

n+1. T skrecok(x)

n+2. T 3Ix -skrecok(x)

n+3. T-skrecok(x) @ ,,5“2{x — x}
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by bola nesplnitel'nd.

Negativna vSeobecna kvantifikacia a jej vlastna premenna
Negativna vseobecne kvantifikovana formula

F Vx SkreCok(x),

znamena, Ze pre niektory objekt x (kontrapriklad) je jej priama podformula
Skrecok(x) nepravdiva.

Tento objekt teda moZeme opit oznacit novou viastnou premennou for-
muly F ¥x SkreCok(x), napriklad u, a mézZeme odvodit:

F skrecok(u).

TAto premennad sa predtym na vetve nesmie vyskytovat volna. A

Vo v§eobecnosti:
FVx A

FA{x > y}
pre kazdu formulu A, kazda premennu x a kazdt novit premennit y, ak (opit)
spitiaju ddlezitu dodatoént podmienku.

Doékaz s pravidlami pre kvantifikatory
{3x Vy(kifmi(x,y) — Skrecok(y)), Vx(mys(x) — —skrecok(x))} E Vx(mys(x) —
Jy =kfmi(y, x)):

1. T 3x Vy(kimi(x,y) — Skrecok(y)) S*

2. TVx(my3(x) — —8krecok(x)) S+

3. FVx(my3(x) — dy -kimi(y,x)) S*

4. F(my3(u) — Jy —kimi(y, u)) 63{x — u}

5. Tmys(u) a4

6. F 3y -kimi(y, u) ad

7. TVy(kimi(z,y) — skrecok(y)) S1{x— z}

8. T(my3(u) — —8krecok(u)) y2{x — u}

9. T —8krecok(u) MPS, 5
10. F skrecok(u) a9
11. T (kfmi(z,u) = Skrecok(u)) y7y — u}
12. Fkimi(z,u) MT11,10
13. F—kfmi(z, u) y6iy > z}
14. Tkimi(z, u) al3

% 12,14
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Tablové pravidla pre logiku prvého radu

Definicia 8.15. Pravidlami tablového kalkulu pre logiku prvého radu sa pra-
vidla typu a a § pre vyrokovu logiku a pravidla:

TVxA FixA ednotne: y(x)
TAx ~ (} FA(X — (} J N0
FVx A TaxA . 6(x)
o) ednotne:
FA{x — y} TAx e~y ) &)

kde A je formula, x je premennd, ¢ je term substituovatelny zaxvAay je
premennd substituovatelnd za x v A.

Pri operdcii rozsirenia vetvy tabla 7 o désledok niektorého z pravidiel
typu 6 navySe musi platit, Ze premennda y nema vol'ny vyskyt v Ziadnej
formule na vetve 7.

Substituovatelnost vysvetlime niZsie.

Korektnost pravidiel y a §

Tvrdenie 8.16 (Korektnost pravidiel y a §). Nech St je mnoZina oznacenych
formulv jazyku £, nech x a y stt premenné, nech t je term.

« Ak y(x) € ST at je substituovatelny za x v y,(x), tak S* je splnitelnd
vt ST U {y,(t)} je splnitelna.

o Ak 6(x) € S*, y je substituovatelna za x v §;(x) a y sa nemad volny
vyskyt v ST, tak St je splnitelna vtt ST U {8,(y)} je splnitelnd.

Tablovy kalkul pre logiku prvého radu
Princip tablovych dokazov ostdva nezmeneny:

» Ak chceme dokazat, Ze formula X je platnd, hladame uzavreté tablo
pre ST = {F X}. Predpokladiame teda, Ze v nejakej trukture a nejakom
ohodnoteni je X nesplnena a ukdzeme spor.

» Podobne pre prvoradové vyplyvanie T F X predpokladdame, Ze v ne-
jakej §trukture a nejakom ohodnoteni su splnené vSetky formuly z T
(TApre A € T), ale X je nesplnené (F X) a ukdZeme spor, teda hla-
dame uzavreté tablo pre ST ={TA| A€ T}U{FX}.
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Casta chyba pri pravidlach y a §
Vetva:
1. Fmys(u)
2. Tpes(u)
3. T(Vx pes(x) — Vy my3(y))
je splnitel'nd (napr. je splnend $trukturou M = ({1,2}, 1), kde i(my3) = {1}, i(pes) = {2}
pri ohodnotenie = {u — 2,...}).
V table:
1. Fmys(u)
2. Tpes(u)
3. T (Vxpes(x) = Yy mys(y))
4. FVxpes(x)@ B3 | 5. TVymy3(y) @ 3
6.Fpes(\)®@ 64 | 7.Tmys(w)®@ 33
*7,1
je lava vetva splnitel'nd (napr. je splnené tou istou §trukttiirou M ako povodn vetva pri
ohodnotenie = {u~ 2,v 1..}).
Chybna vetva:
1. Fmys(u)
2. Tpes(u)
3. T(Vxpes(x) — Yy mys(y))
4. T(pes(u) — Yy my3(y)) @ ,y3“
5. TVy mys(y) MP4,2
6. Tmys(u) Y5
je nesplnitelnd.

8.3 Substitucia a substituovatelnost

Substitucia

Definicia 8.17 (Substitucia). Substitiiciou (v jazyku £) nazyvame kazdé
zobrazenieo : V — J; znejakej mnoZiny individuovych premennych V' C
V. do termov jazyka L.

Priklad 8.18. Ked V. = {u,v,...,Z,uy, ...}, €, = {Klarka, Jurko}, napriklad
o, = {x - Klarka,y — u,z — x} je substittcia.

Problém so substittciou
Vetva
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n+1. TVx-pozna(x, x)

n+2. T-pozna(y,y) y1{x =y}
n+3. TVx 3y pozna(x,y)

je splnitelnd (napr. je splnen4 struktirou M = ({1,2},i), i(poznd) = {(1,2),(2,1)} pri
ohodnotenie = {y — 1,...}).

Ale vetva
n+1. TVx-pozna(x, x)

n+2. T-pozna(y,y) y1{x =y}
n+3. TVx3dypozna(x,y)

n+4. Taypozna(y,y) @ ,y“3{x—y}
je nesplnitelnd. Oprava: Vetva
n+1. TVx-pozna(x, x)
n+2. T-pozna(z,z) yl{x — z}
n+3. TVx3dypozna(x,y)
n+4. T3ypozna(z,y) @ y3ix — z}
je splnitel'na.

Definicia 8.19 (Substituovatel'nost, aplikovatel nost substitticie). Nech A po-
stupnost symbolov (term alebo formula), nech ¢, ¢4, ..., t, st termy a x, x;,
..., X, sSU premenne.

Term ¢ je substituovatelny za premennu x v A vtt nie je pravda, Ze pre nie-
ktorti premennu y vyskytujacu sa v ¢ plati, Ze v nejakej oblasti plat-

nosti kvantifikatora 3y alebo Vy vo formule A sa premenna x vysky-
tuje volna.

Substittcia {x; — ty,..., X, — t,}je aplikovatelnd na A vtt term t¢; je sub-
stituovatelny za x; v A pre kazdé i € {1, ..., n}.

Priklad 8.20. Nech A = 3 y pozna(x,y).

« Substittcia {x — y,z +— Jurko} nie je aplikovatelnd na A,
lebo term y nie je substituovatelny za premennu x v A.

« Substittcia {x — z,y - Jurko,z — y} je aplikovatelnd na A.
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Substitticia do postupnosti symbolov

Definicia 8.21 (Substitucia do postupnosti symbolov). Nech A je postup-
nost symbolov, nech ¢ = {x; — ty,...,X, — t,}je substitucia. Ak o je
aplikovatelnd na A, tak Ao je postupnost symbolov, ktord vznikne sucas-
nym nahradenim kaZdého vol'ného vyskytu premennej x; v A termom ¢;.

Priklad 8.22. Nech A = 3y poznd(x,y)aoc ={x —» z,y—> u,z— y}
Substittcia o je aplikovatelnd na A. V A je vol'na iba premenna x, dosa-
dime za riu term z, ktory neobsahuje viazant premennu y. VSetky vyskyty y
su viazané, za ne sa nedosadza. Premennd z sa v A nevyskytuje, nie je za ¢o
dosadzovat.
Ac =3y pozna(z, y)

Substittcia do termov a formul rekurzivne

Tvrdenie 8.23. Pre kazdu substitiuciu o = {x; — t;,..,x, — t,}, kazdu
premenniiy € V, \ {xq, ..., X,,}, kazdy symbol konstanty a € C, kazdy pre-
dikdatovy symbol P¥ € P, kazdéi € {1, ..., n}, kaZdii spojku o € {A,V, =},
vSetky formuly A a B a vietky termy sy, S,, ..., Sy € I ¢ plati:

X0 =1t yo=y ac=a
(81 = 8,)0 = (8,0 = 8,0) (P(sq, ..., 8¢))o = P(sy0, ..., S,0)
(mA)o = -(Ao) ((AoB))o = (Ao ¢ Bo)
(VyA)o =Vy(Ao) (IyA)o =3y (Aog)
(Vx; A)o = Vx; (Ao;) (3Ax; A)o = 3x; (Ao;),

kdeo; = o\{x; — t;}, za predpokladu, Ze o jev danom pripade aplikovatel'nad.

9 Formalizacia s viacerymi kvantifikatormi

Viacnasobné pouzitie rovnakého kvantifikatora

Pouzitim jedného kvantifikatora vo formule sme minuly tyzden dokazali
vyjadrit pomerne komplikované tvrdenia.

Ale uz v priklade tabiel sme videli, Ze niektoré tvrdenia zodpovedaju via-
cerym kvantifikatorom vo formule.

Rozoberme si niekol’ko typickych pripadov.
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9.1 Rovnaky kvantifikator

Viacnasobné pouzitie rovnakého kvantifikatora
Najjednoduchsie st opakované pouzitia rovnakého kvantifikatora na za-
¢iatku formuly:

o Ax Ay((Clovek(x) A skrecok(y)) A kimi(x,y))
o Vx Vy((Clovek(x) A skrecok(y)) — kimi(x, y))

Vyznam je lahké uhadnut, aj ked je mozZno zrejmejsi v alternativnej forme,
ktord priamo zodpoveda aristotelovskym formdm obmedzenej kvantifika-
cie:

+ Ix(Clovek(x)AJy(Skrecok(y)Akimi(x, y))) Nejaky ¢lovek (m4 vlastnost,
Ze) kimi nejakého Skrecka.

o Vx(¢lovek(x) — Vy(skrecok(y) — kimi(x,y)) Kazdy ¢lovek kimi kaz-
dého Skrecka.

Prenexové vs. hlbsie vnorené formy
Dve uvedené formy kazdého typu tvrdenia su vzijomne ekvivalentné,
maju rovnaky vyznam.
Prvé formy su prenexové — kvantifikdtory su na zaciatku formuly.
. Nie je vZdy dobré snaZit sa o prenexovd formu, v zloZitejSich pripa-
doch moze byt zavadzajuca.

Roznost objektov oznacenych premennymi — vSeobecny pripad
Tento typ tvrdeni je via¢Sinou bezproblémovy aZ na jeden pripad:

VxVy((zvieratko(x) A zvieratko(y)) — (Vacsi(x,y) v mensi(x,y)))

.....

X je mensie od y.

Slovenské kazdé zvieratkd x a y znamend, Ze x a y oznacuju naozaj viacero
zvieratiek. Ale v logike prvého radu je kazda premenné kvantifikovana sa-
mostatne a rozne premenné mozu oznacovat ten isty objekt. Roznost musime
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zapisat explicitne:
Vx Vy((zvieratko(x) A zvieratko(y) A x # y) — (Vacsi(x,y) v mensi(x, y)))

Pre l'ubovolné termy s, t je s # ¢ je skratka za s = ¢.

R6znost objektov oznac¢enych premennymi — existenény pripad
Podobne formula

Ax Ay(zvieratko(x) A zvieratko(y))

neznamend, Ze existuju aspon dve zvieratka (je ekvivalentna s Ix zvieratko(x)).
Existenciu aspon dvoch zvieratiek zabezpeci formula:

dx Ay(zvieratko(x) A zvieratko(y) A x # y)
Podl'a dohody zo 4. prednasky do seba vnorené vlavo uzatvorkované konjunkcie skratene

zapisujeme bez vnutornych zatvoriek. Teda (zvieratko(x) A zvieratko(y) A x # y) je skrateny
zapis ((zvieratko(x) Azvieratko(y)) Ax # y). Podobne skracujeme do seba vnorené disjunkcie.

9.2 Alternacia kvantifikatorov

Existencia pre vsetky
Casté formuly, v ktorych sa vyskytuju oba kvantifikatory, st ako

Vx(zvieratko(x) — Jy(Clovek(y) A kimi(y, x)))

Hovori, Ze kazdé zvieratko ma vlastnost, Ze nejaky ¢lovek ho kimi, teda kazdé
zvieratko niekto kimi.
Ekvivalentne sa to da vyjadrit aj (v menej vernej) prenexovej forme:

Vx Jy(zvieratko(x) — (Clovek(y) A kimi(y, x)))

Poradie kvantifikatorov
Pri rovnakych kvantifikatoroch v prenexovej forme na ich poradi neza-
lezi:

o VxVyma_rad(x, y) je ekvivalentné Vy Vx ma_rad(x, y);
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« dx Iy ma_rad(x, y) je ekvivalentné Iy Ix ma_rad(x, y).
Pri r6znych kvantifikdtoroch zmena poradia vdZne meni vyznam:
o Vx3Jyma_rad(x,y) — KaZdy ma rad niekoho.
o IxVyma_rad(x,y) — Niekto ma rad vsetkych
Poradie kvantifikovanych premennych
Z4alezi aj na tom, ako sa kvantifikované premenné pouzija vo formule,

ktor4 je kvantifikovanad.
Porovnajme:

 Vx 3y mé_rad(x,y) — Kazdy md rad niekoho.

Vx 3y ma_rad(y, x) — KaZdého md niekto rad.

+ dxVyma_rad(x, y) — Niekto mad rad vsetkych.
+ dxVyma_rad(y, x) — Niekoho maju radi vsetci.
O neekvivalentnosti tychto formul sa d4 l'ahko presvedcit pomocou Struk-

tur.

Unikatna existencia
Kombinaciou oboch kvantifikatorov s rovnostou mézeme vyjadrit exis-
tenciu prdve jedného (unikatneho) objektu s danou vlastnostou:

Ix(Skrecok(x) A Vy(Skrecok(y) — x =y))
Neformalne: Nejaky Skrecok je jedinym Skreckom.

Podobne sa da vyjadrit existencia prave k objektov pre kazdé prirodzené
Cislo k.
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9.3 Postupna formalizacia a parafrazovanie

Postupna formalizacia
Na formalizaciu zloZitych tvrdeni je najlepsie ist postupne.
Sformalizujme: Kazdého Skrecka kimi nejaké dieta.

1. Rozpozname, Ze tvrdenie ma tvar V3etky P sti Q, pricom P je atomicka
vlastnost. M6zeme ho teda ¢iastoéne sformalizovat na:

Vx(Skrecok(x) — nejaké dieta krmi x)

2. Sformalizujeme nejaké dieta kimi x: M4 formu: Nejaké P je Q:

dy(dieta(y) A kimi(y, x))

3. Dosadime:

Vx(8krecok(x) — Ay(dieta(y) A kimi(y, x)))

Systematickym pristupom sa daja spravne sformalizovat aj velmi zlozité
tvrdenia.

Viacnasobna negacia — nespravne moznosti

Opatrnost je potrebnd pri formalizacii tvrdeni s viacndsobnou negéciou,
napriklad: Nijaké dieta nechovd Ziadnu vretenicu.

Tu salahko stane, Ze pri neopatrnej postupnej formalizacii skon¢ime s chyb-
nou formulou:

© - 3x(dieta(x) A— Jy(vretenicu(y) Achova(x, y))) — Nieje pravda, Ze ne-
jaké dieta nema vlastnost, Ze chovd nejaku vretenicu, teda Kazdé dieta
mavlastnost, Ze chovd nejakii vretenicu, teda Kazdé dieta chova nejakii
vretenicu.

© - 3x(dieta(x) A = Jy(vretenicu(y) A =chova(x, y))) — Nie je pravda, Ze
nejaké dieta nema vlastnost, Ze nechovd nejakii vretenicu, teda Kazdé
dieta nechova nejakii vretenicu (ale moze chovat iné).
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Viacnasobna negacia — parafraza a spravna formalizacia
Na spravne sformalizovanie Ziadne dieta nechovd Ziadnu vretenicu. je lep-
Sie toto tvrdenie parafrdzovat:

» Nieje pravda, Ze nejaké dieta chova nejaku vretenicu.
@ - 3x(dieta(x) A y(vretenicu(y) A chova(x, y)))

» Pre kazdé dieta je pravda, Ze nechovd Ziadnu vretenicu.
@ Vx(dieta(x) — = Jy(vretenicu(y) A chova(x, y)))

« Pre kazdé dieta x je pravda, Ze pre kaZdu vretenicu y je pravda, Ze x
nechovd y.

@ Vx(dieta(x) — Vy(vretenicu(y) — —chova(x, y)))

Odkaz z konzekventu — o sedliakoch a osloch
Uz minule sme rozoberali zdanlivo existencné tvrdenia typu:

Ak nejaky prvak navstevuje LPI, tak (on) je bystry.

Postupnou formalizaciou by sme mohli dospiet k nespravnej otvorenej for-
mule:

© (3x(prvak(x) A navstevuje(x, LP1)) — bystry(x) ).
@ Vx((prvak(x) A navstevuje(x, LPI)) — bystry(x) ).
Vyskytuju sa aj v zlozitejsich kombinéciach. Udernym prikladom je:
KaZzdy sedliak, ktory vlastni nejakého osla, ho bije.

Na existen¢né tvrdenie vlastni nejakého osla v antecedente odkazuje za-
meno ho v konzekvente.
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Odkaz z konzekventu — nespravne moznosti
Postupnou formalizaciou by sme mohli dostat nespravnu formulu:

© Vx((sedliak(x) A y(osol(y) A viastni(x,y)) ) — bije(x,y))

Keby sme sa ju pokausili ,,zachranit“ tym, Ze zaviaZeme premennu y, mohlo
by to dopadnut rozne, ale stale nepravne:

© Vx(sedliak(x) A Fy(osol(y) A vlastni(x,y) A bije(x,y)))
— VSetko je sedliak, ktory vlastni osla, ktorého bije.

O Vx(sedliak(x) — Jy(osol(y) A viastni(x, y) A bije(x,y)))
— Kazdy sedliak urcite vlastni osla, ktorého bije.

Existen¢ny kvantifikator teda nefunguje.
Odkaz z konzekventu — parafraza a spravna formalizacia

Na spravne sformalizovanie je tvrdenie Kazdy sedliak, ktory vlastni neja-
kého osla, ho bije, potrebné parafrazovat na

» Kazdy sedliak bije kazdého osla, ktorého vlastni.
» Pre kazdého osla je pravda, Ze kazdy sedliak, ktory ho vlastni, ho bije.
Z parafrdz uz lahko dostaneme spravne formalizicie:

Vx(sedliak(x) —

© Vy((osol(y) A vlastni(x,y)) — bije(x,y)))

Vx(osol(x) —
Vy((sedliak(y) A vlastni(y, x)) — bije(y,x)))

9.4 Zavislost od kontextu

Nejednoznacné tvrdenia

KaZda minutu v New Yorku prepadnu jedného ¢loveka. Dnes
nam poskytne rozhovor. — SNL
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Vtip spociva v potenciilnej nejednoznacnosti prvej vety. Pravdepodobne
ste ju pochopili (,,slabé* ¢itanie)

Vx(minata(x) — Jy(¢lovek(y) A prepadnutyPocas(x, y)))

Ale druhd veta vyzdvihla menej pravdepodobny alternativny vyznam ( ,,silné“
¢itanie):

Jy(Elovek(y) A Vx(mintta(x) — prepadnutyPocas(x, y)))
Z4visi od situdcie, ktoré z ¢itani je spravne. Formalizicia je teda kontextovo
zavisld.
9.5 Dodatky k formalizacii s jednym kvantifikatorom

Enumeracia — vymenovanie objektov s vlastnostou
Niekedy potrebujeme vymenovat objekty s nejakou vlastnostou:

» Na bunke ¢ 14 byvajit Ada, Biba, Ciri, Dada.
(byva_v(Ada, bunkal4) A --- A byva_v(Dada, bunka14))
Ekvivalentne: Kazdd z Ad'a, Biba, Ciri, Dada byva v bunke ¢. 14.
Vx((x = AdaV --- Vv x = Dada) — byva_v(x, bunka14))

» Na bunke ¢. 14 byvajui iba Ad'a, Biba, Ciri, Dada.
Kazdy, kto byva v bunke ¢. 14, je jedna z Ad'a, Biba, Ciri, Dada.
Vx(byva_v(x,bunkal4) — (x = Ada V --- V x = Dada))

Vynimky a implikatara
Tvrdenia s vynimkami niekedy vyznievaju silnejSie, ako naozaj su.
Mam rdd vsetko ovocie, okrem jablk.

Toto tvrdenie zodpovedad aristotelovskej forme: KaZdé P je Q, kde P = ovocie
a nie jablko a Q = také, Ze ho mam rdd, teda formalne:

Vx((ovocie(x) A mjablko(x)) — mam_rad(x))
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Je vel'mi 1akavé z tohto tvrdenia usudit, Ze navySe znamena: Jablkd nemdm
rad, ale je to iba implikatura (zdanlivy dosledok).

K Mdm rdd vietko ovocie, okrem jablk moZeme sice prekvapivo, ale bez
sporu dodat:

« Jablka milujem.
« Zjablk mdam rdd iba Cervené.

V spore s povodnym tvrdenim by bol dodatok: Ale slivky nemam rad, pretoze
slivky st ovocie a nie su jablk4, takZe podl'a povodného tvrdenia ich mam
rad.

167



10. prednaska
Funk¢né symboly. Tabla s rovnostou

10 Logika prvého radu

10.1 Funkéné symboly

Vztahy s jednoznacne urcenymi objektmi
V niektorych vztahoch ich predmet vZdy existuje a je jednoznacne uréeny/-
a:

« Kazdy ¢lovek mé prdve jednu biologickt matku.
+ Kazdy ¢lovek ma (v danej chvili) prave jednu vysku.

« Kazdé dve c¢isla maju prdve jeden sucet (sucin, najvacsi spolocny de-
litel, ...).

« Kazda neprazdna konecnd mnozina ¢isel ma prdve jeden maximalny
prvok.

Takyto predmet potom jednoznac¢ne pomentivaju menné frazy ako:
« Bonificova mama; mama Bonificovej mamy;
« Klarkina vyska; vy$ka Jurkovej mamy;
« sucet Cisel 2 a 3; sucet Cisla 4 a sucinu Cisel 2 a 5;
« maximalny prvok mnoziny {2, 7, 19}.

Vztahy s jednoznacne urc¢enymi cielmi v UML
UML ma na modelovanie takychto vztahov dve moznosti:
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Clovek

ma_matku dieta
~ | meno: string
vyska: float
[ |
matka Zena Muz

1

Vztah k jednoznac¢ne uréenému objektu reprezentuje v UML vztah s kardi-
nalitou N:1 (md_matku).
Vztah k jednoznacne urcenej hodnote reprezentuje v UML atribut (vyska).

Vztahy s jednoznacne uréenymi objektmi — predikat a axiémy
Takéto vztahy moZeme popisat predikdtom a formulou pre existenciu
a jednoznacnost:

« Vztah medzi dietatom a matkou mdzeme vyjadrit napriklad predika-
tom ma_matku s vlastnostami existencie a jednoznacnosti:

Vx dy ma_matku(x, y)
Vx Yy, Yy, ((ma_matku(x, y1) A ma_matku(x, y,)) = y1 = y5)

alebo stru¢nejsie:

Vx Jy(ma_matku(x, y) A Vy;(ma_matku(x,y1) = y; =))

« Podobne sudet dvoch ¢isel (ak v§etko v doméne su ¢isla):
Vx Vy 3z(sucet(x, y, z) A Vzy (stcet(x,y,z1) — 21 = 2))

Vztahy s jednoznacne uréenymi objektmi — pouzitie
Pouzitie v zlozitej$ich formuléach nie je veI'mi pohodlné:
» Bonifdacova mama je vedkyria.
Vx(ma_matku(Bonifac, x) — vedec(x))
alebo
Ax(ma_matku(Bonifac, x) A vedec(x))

Vyrok hovori o konkrétnych objektoch (Bonifac a jeho mama), ale vo
formule musime pouzit kvantifikatory.
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« Mama Kldrkinej mamy md Bobika.
Vy Vz((méa_matku(Klarka, y) A ma_matku(y,z)) = ma(z, Bobik))

o Ak x deliy a z, deli aj ich sticet.
Vx Vy Vz Vu((deli(x, y) A deli(x, z) A sucet(y, z,u)) — deli(x, u))

Funkcie a funkéné symboly

Binarne relacie, ktoré st vSade definované a jednoznacné sa nazyvaju...
zobrazenia alebo funkcie.

Ked f je funkcia a (x,y) € f, y sa nazyva hodnota funkcie f pre x a na-
miesto y piseme f(x).

Relaciam zodpovedaju v logike prvého rddu predikatové symboly. Dalo
by sa zadefinovat, ako sa predikaty mézu pouzivat ako funkcie, ale bolo by
to komplikované.

Namiesto toho jazyky logiky prvého radu mo6zu obsahovat mimologické
symboly urcené $pecidlne na oznacovanie funkcii — funkcné symboly.

Termy s funkénymi symbolmi

Vo formul4ch sa ani predikatové ani funkéné symboly nedaju pouzit samé
o0 sebe — potrebuju argumenty.

Funkény symbol v jazyku mé pevne dany pocet argumentov — aritu (rov-
nako ako predikatové symboly).

Postupnost symbolov

funkény_symbol(termy, ..., term,))

oznacuje objekt — hodnotu funkcie, ktora oznacuje funkény_symbol, pre n-

ticu objektov, ktoré oznacuju termy, ..., term,. Je to teda term, nie formula.
Funkéné symboly sa teda lisia od predikatovych, pretoZe predikdtovy_symbol(term,, ..., term,,)
je formula a jej vyznamom je pravdivostnd hodnota, nie objekt.

Funkény symbol namiesto predikatového v atémoch

Napriklad predikat ma_matku? moZeme nahradit funkénym symbolom
matka?.

Term matka(Klarka) potom oznacuje objekt — Klarkinu mamu.
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Vyrok Klarkina mama je Magda namiesto predikatového atdmu ma_matku(Klarka,
vyjadrime rovnostnym atomom matka(Klarka) = Magda.

Vyrok Bonifacova mama je vedkyria namiesto Vx(ma_matku(Bonifac, x) —
vedec(x)) vyjadrime atdmom vedec(matka(Bonifac)).

Podobne, ked st¢et® nahradime funkénym symbolom +2:

sucet(2,3,5) «w +(2,3)=5
Vx(sucet(7,3,x) — deli(5,x)) ~  deli(5,+(7,3))

Pouzitie termov s funkénymi symbolmi
Term s funkénym symbolom moéZeme pouzit v§ade, kde sme pouZivali
doterajsie termy (individuové konstanty a premenné):
« ako argument predikatu alebo rovnosti vo formule:
- Vx rodi¢(matka(x), x) — KaZdého mama je jeho rodicom;

- Vx-—matka(x) = x — Nikto nie je sim sebe mamou;

« ako argument funkéného symbolu:

- matka(matka(Bonifac)) — term oznacujuci mamu Bonifdcovej mamy
(Bonifacovu start mamu z maminej strany);

- ma(matka(matka(Klarka)), Bobik) — atém formalizujaci vyrok Kldr-
kina stard mama z maminej strany md Bobika;

- dx - >(vyska(matka(x)), vyska(x)) — Niecia mama nie je vyssia ako
on/ona;

- Vx Vy Vz((deli(x, y) Adeli(x, z)) — deli(x, +(y, z))) — Delitel s¢itan-
cov deli aj ich sticet.

Infixova notacia

Dohoda 10.1. Atémy s bindrnymi predikdatovymi symbolmi a termy s bindr-
nymi funkénymi symbolmi, ktoré sa skladaju z neabecednych znakov, mo-
Zeme skratene zapisovat infixovo. Teda

« Pre kazdy neabecedny binarny predikdtovy symbol ¢> mdzeme atém
o(ty,t,) skratit na t; o t, (bez zatvoriek).
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« Pre kazdy neabecedny funkény symbol o?> modzeme term o(ty, t,) Skra-

tit na (t; o t,) (so zatvorkami).

Posledné dva priklady sa sprehl'adnia:

« dx-vyska(matka(x)) > vyska(x) — Niecia mama nie je vys$Sia ako

on/ona.

« UxVyVz((x | y Ax | 2) = x | (y +2)) — Delitel sc¢itancov deli aj ich

sucet.

Zamyslany definicny obor a obor hodnét funkénych symbolov
Niektoré termy s funkénymi symbolmi mdZeme vytvorit:

vyska(vyska(Jurko)),

ale nemusia davat intuitivny zmysel.

matka(vyska(Klarka)),

Zamyslany defini¢ny obor a obor hodnot funkcie oznacenej funkénym

symbolom mdzeme vyjadrit formulami:

Vx(&lovek(x) — (&lovek(matka(x)) A Zena(matka(x))))

Vx(&lovek(x) — dizka(vyska(x)))

Nic to ale nezmeni na tom, Ze funkcia je definovand na celej doméne.

Funkéné symboly — zhrnutie

Funkény symbol Predikatovy symbol
agig‘gg&; matka(t) rodic(t,, t,)
syntakticky .
typ aplikacie term atom
vyznam objekt pravdivostnd hodnota
aplikacie (matka t) (vyroku t, je rodicom t,)
podmienky . rpatka(t) evx1stujev , ' t, 'n’emu51 ex1vstovatv ,
e ajejednozna¢ne urend  ani byt jednoznacne uréena
pouzitia oy 514
pre kazdé ¢ pre kazdé t,
retazenie rodigtrodi(T;, 1))
aplikacii matka(matka(t)) (rodic(t,, 5) A rodit(ty, t))
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10.2 Syntax logiky prvého radu

Definicia syntaxe logiky prvého radu

Ked do definicii doterajsej relacnej logiky prvého radu zahrnieme funkéné
symboly, dostaneme kone¢ne (Uplnu) logiku prvého radu.

Musime:

« pridat funkéné symboly medzi symboly jazyka,
« rozsirit termy o aplikécie funkénych symbolov a vnaranie.
Atomické formuly a formuly zadefinujeme zdanlivo rovnako ako doteraz,
ale vyugitim novych termov.
Symboly jazyka logiky prvého radu
Definicia 10.2. Symbolmi jazyka logiky prvého radu £ su:
individuové premenné z nejakej nekonecnej spocitatelnej mnoziny V. ;

mimologické symboly:
individuové konstanty z nejakej spocitatelnej mnoziny C,
funkcné symboly z nejakej spocitatelnej mnoZiny ¥ .,
predikdtové symboly z nejakej spocit. mnoziny P ;

logické symboly: logické spojky — unarna — a binarne A, V a —, symbol rov-
nosti = a kvantifikatory — existenc¢ny 3 a v§eobecny v,

pomocné symboly: (,) a, (Iava zatvorka, prava zatvorka a ¢iarka).

Mnoziny V., C;, F ., P, su vzijomne disjunktné. Logické ani pomocné
symboly sa nevyskytuju vsymboloch z V,, C., F ., P;.
Kazdému symbolu s € P U F; je priradend arita ar(s) € N*.
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Oznacovanie symbolov jazyka logiky prvého radu

Dohoda 10.3. Ked budeme hovorit o lubovolnych symboloch jazyka £, bu-
deme ich zvyCajne oznacovat nasledovnymi meta premennymi podla po-
treby s dolnymi indexmi: individuové premenné budeme ozna¢ovat ma-
lymi pismenami z konca abecedy (x, y, z); individuové konstanty malymi
pismenami zo zaciatku abecedy (a, b, c, d, e); funkéné symboly pismenami
f, g, h; predikatové symboly pismenami P, Q, R.

Aritu budeme niekedy pisat ako horny index symbolov, konkrétnych aj
oznadenych meta premennymi: pes?, <2, P>, matka?, f2.

Termy jazyka logiky prvého radu
Kedze argumentmi funkénych symbolov su termy, ktoré mozu tieZ obsa-
hovat funkéné symboly, musime termy zadefinovat induktivne.

Definicia 10.4. MnoZina 7, termov jazyka logiky prvého radu £ je naj-
mensia mnoZina postupnosti symbolov jazyka £, pre ktoru plati:

i. kazd4 individuova premennd x € V, patri do J; (teda V, C T,);
ii. kazda individuova konstanta c € €, patrido I (tedac, C T,);

iii. ak f je funkény symbol s aritou n a ty, ..., t,, patria do 7, tak aj po-
stupnost symbolov f(¢, ...,t,) patrido T ..

Kazdy prvok J je term jazyka £ a ni¢ iné nie je termom jazyka L.

Dohoda 10.5. Termy oznacujeme pismenami ¢, s, r s pripadnymi dolnymi
indexmi.

Termy jazyka logiky prvého radu — priklad
Priklad 10.6. Nech €, = {Jurko, Iveta}, V., = {u, v, x, Y, z, U1, V1, X1, Y1, -},
F . = {matka?, vyskal}.
Podla i. a ii. bodu definicie st termami: Jurko, Iveta, u, v, x, ...
Podla iii. bodu definicie st termami:
matka(Jurko), matka(lveta), matka(u), matka(v), ...
vyska(Jurko), vyska(lveta), vyska(u), vyska(v), ...
matka(matka(Jurko)), matka(vyska(Jurko)),
vyska(matka(Jurko)), vyska(vyska(Jurko)), ...,
matka(matka(matka(matka(x)))), ...
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Atomické formuly jazyka logiky prvého radu
Definicia 10.7 (Atomické formuly). Nech £ je jazyk logiky prvého radu.

Rovnostny atom jazyka £ je kazda postupnost symbolov ¢; = t,, kde t; at,
su termy jazyka L.

Predikatovy atom jazyka £ je kazda postupnost symbolov P(t, ..., t,), kde
P je predikatovy symbol s aritoun a ¢, ..., t, su termy jazyka £.

Atomickymi formulami (skratene atémami) jazyka £ stihrnne nazyvame
vSetky rovnostné a predikatové atomy jazyka £. Mnozinu vSetkych
atomov jazyka £ oznacujeme A ..

Znenie tejto definicie sa takmer nezmenilo, ale zmenili sa pojmy term a jazyk, ktoré sa

v nej pouzivaju. Definuje preto iné postupnosti symbolov ako doteraz.

Formuly jazyka logiky prvého radu

Definicia 10.8. Mnozina & vSetkych formiil jazyka logiky prvého radu £
je najmensia mnoZina postupnosti symbolov jazyka £, ktoré spiiia vietky
nasledujuace podmienky:

i. Kazdy atém z A, patri do €. Inak povedané, A, C &,.

ii. Ak A patrido &, tak aj postupnost symbolov —A patri do £ anazyvame
ju negdcia formuly A.

iii. Ak AaBsuvé&,,takajpostupnosti symbolov(AAB),(AVB)a(A — B)
patria do £ a nazyvame ich postupne konjunkcia, disjunkcia a implikdcia formul
AaB.

iv. Ak x je individuova premennd a A patri do £, tak aj postupnosti sym-
bolov 3x A a Vx A patria do £ anazyvame ich postupne existenchd a vieobecnd
kvantifikdcia formuly A vzhladom na x.

Kazdy prvok A mnoziny €, nazyvame formulou jazyka £.
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Skracovanie zapisu formdul

Dohoda 10.9. Zapis formul moZeme skracovat nasledujucim spoésobom:
+ Negiciu rovnostného atébmu — s = ¢ skratene zapisujeme s # t.
o Ak o € {A, V}, tak ((A o B) o C) mozeme skratit na (A o Bo C).

« Binarnym spojkam priradime prioritu: najvysiu prioritu ma A, strednii v,
najnizsiu —.
Ak spojka o méa vysSiu prioritu ako ¢, tak v kazdej formule moZeme
podformulu ((A o B) ¢ X) skratit na (A o B ¢ X) a podformulu (X ¢
(A o B)) skratit na (X ¢ A o B).

« Vonkajsi par zatvoriek okolo celej formuly moZeme vzdy vynechat,
napr. (Vx(a = x Vv P(x)) — P(b)) skratime na Vx(a = x V P(x)) —
P(b).

1. Neodstraniujeme (ale ani nepriddvame) zatvorky okolo priamych
podformul negacie a kvantifikatorov, ani okolo implikacie vnorenej
v implikacii.

Skracovanie zapisu formul
Priklad 10.10. Formulu

(3xVy(S(0) A (PO) > (4Z(x,3) V RG 1) V QD)) —
vx((U(x) A V() = Q)

moZeme maximalne skratit na

AxVy(Sx) A (P(Y) = =Z(x,y) VR, ) VQ(®©))) =
Vx(U(x) AV(X) = Q(x)).
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Skracovanie zapisu formdul

Priklad 10.11. Skrateny zapis

P(a,x) A (x = bV P(x,b) VR(x)) - P(f(a),x) Vb = f(x)AP(a,b)

vznikol z formuly

((P(a,x) A((x = bV P(x,b)) VR(x))) —
(P(f(a),x) v (b = f(x) A P(a,b)))).

10.3 Sémantika logiky prvého radu

Struktary
Roz§irme $trukturu tak, aby dévala vyznam aj funkénym symbolom:

Definicia 10.12. Nech £ je jazyk logiky prvého radu. Struktiirou pre ja-
zyk £ nazyvame dvojicu M = (D, i), kde

doména D Struktiry M je lubovolnd neprdzdna mnoZina;

interpretac¢nd funkcia i Struktary M je zobrazenie, ktoré

+ kazdému symbolu konStanty c jazyka £ prirad'uje prvok i(c) €
D;

» kazdému funkcnému symbolu f jazyka £ s aritou n priraduje
funkciwi(f): D" - D;

« kaZzdému predikatovému symbolu P jazyka £ s aritou n prira-
duje mnozinu i(P) C D".

Struktary — priklad

Priklad 10.13. N4jdime Strukttru pre jazyk £,vktorom V, = {x,y,2,X1, Y1, .-},
C. = {Klarka, Jurko}, ¥, = {matkal}, P, = {rodi¢?, Zenal}.
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Riesenie. Strukturou pre tento jazyk moze byt napriklad M = (D, i), kde

D= {iM’iI,iK,iJ’iT,e},
i(Klarka) = #g, i(Jurko) = ¥;
i(matka) = {(#, iM), (W7, iM), (iM’ il), (il’ 6) (il“’ 6).(6.6);
i(zena) = {#y, by, g, ©}
i(rodi€) = {(By, #x), (By1, Y, (b, ¥, (B, &)}

Vsimnite si, Ze i(matka) je skuto¢ne funkcia na celej doméne.

Ohodnotenie premennych
Zmena definicie Struktiry neovplyviiuje ohodnotenia premennych.

Definicia 10.14. Nech M = (D, i) je Struktura pre jazyk £. Ohodnotenie in-
dividuovych premennych je lubovolnd funkciae: V, — D (priraduje pre-
mennym prvky domény).

Nech dalej v je individuova premennda z £ a v je prvok D. Zapis e(x/v)
oznaluje ohodnotenie ¢’ individuovych premennych, pre ktoré plati:

e e(x) =v;

« ¢/(y) = e(y), ak y je ind premenna ako x.

Hodnota termu
Termy s funkénymi symbolmi m6Zu byt vnorené, vyhodnocujeme ich re-
kurzivne:

Definicia 10.15. Nech M = (D,i) je Struktura pre jazyk logiky prvého
rddu £, nech e je ohodnotenie premennych. Hodnotou termu t v §truk-
tire M pri ohodnoteni premennych e je prvok z D oznacovany ™ [e] a zade-
finovany induktivne pre vietky premenné x, konstanty a, kazdu aritu n, vietky funkéné
symboly f s aritou n, a vetky termy t,, ..., t, nasledovne:

xMe] = e(x),
ale] = i(a),

(Ftrs s ) Te] = i(F) (e, ., ) [e]).
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Hodnoty termov

Priklad 10.16. V §trukttre M = ({b, X;, by, b1, #7, ©}, 1), i(Klarka) =
#x, i(Jurko) = Yy, i(matka) = {(ig, #y), (K1, By, (By. B1), (81, ©), (81, ©),
(©,6)} pri ohodnoteni e = {x — Y,y — By, ...} tieto termy: Klarka, x,
matka(Klarka), matka(y), matka(matka(Jurko)).

Rieenie. Pripomernime si podstatné Casti Struktury z prikladu 10.13:
Klarka™[e] = i(Klarka) = i
xM[e] = e(x) = ¥;
(matka(KIérka))M[e] = i(matka)(Klarka™ [e])
= i(matka)(#y) = by
(matka(y))M[e] = i(matka)(y"[e]) = i(matka)(e(y))
= i(matka)(#y) = &
(matka(matka(Jurko)))M[e] = i(matka)(i(matka)(i(Jurko))) = #;

Splnenie formuly v Strukture

Definicia 10.17. Nech M = (D, i) je Struktara pre £, e je ohodnotenie
premennych. Rel4cia Struktiira M spliia formulu X pri ohodnoteni e (skra-
tene M F X[e]) ma nasledovnu induktivnu definiciu:

o M Et; = ty[e] vtt t{"[[e] = t;"[[e],

M E P(ty, ..., ty)le] vit (1) [e], ..., £ [e]) € i(P),

o M E -Ale] vtt M ¥ Ale],

M E (A AB)[e] vit M E Ale] a zaroveit M F Ble],
M E (AV B)[e] vit M E Ale] alebo M E Ble],

M E (A — B)[e] vit M ¥ Ale] alebo M E Ble],

M E 3x Ale] vtt pre nejaky prvok m € D mame M F Ale(x/m)],

o M E Vx Ale] vtt pre kazdy prvok m € D mame M k Ale(x/m)],

pre vetky arity n > 0, vSetky predikatové symboly P s aritou n, vSetky termy
t1, by, ..., t,, vSetky premenné x a vSetky formuly A, B jazyka £.
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Dalsie pojmy
Pojmy:

« pravdivost uzavretej formuly v Strukture,
« pravdivost tedrie v Strukture,

« splnitel'nost,

+ nesplnitelnost,

« platna formula,

 prvoradové vyplyvanie

definujeme analogicky ako v rela¢nej logike prvého radu.

Pravdivost formul v struktuire

Priklad 10.18 (Pravdivost formul v §truktare). V §truktare M = ({By;, by, éx, ¥;, b7, ©
kde

i(Klarka) = #g, i(Jurko) = ¥;
l(matka) = {(iK’ iM)’ (*Ji iM)9 (iM’ il)a (il: 6)5 (iT’ 6)’ (6; 6)}
i(iena) = {iM’ iI’ iK’ 6}
i(rodi¢) = {(iMa i), (iMa Y1) (iT’ W), (ila iM)}
méame napriklad
M E Vx Zena(matka(x))
M E VxVy(Zena(x) A rodié¢(x,y) — matka(y) = x)
ale

M ¥ Vxrodi¢(matka(x), x)
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11 Tabla pre logiku prvého radu

Jednotny zapis oznacenych formil — ax a 8

Definicia (Jednotny zapis oznac¢enych formul typu o)
Oznacend formula je typu o vtt ma jeden a a; o

Z tvarov v lavom stiPci tabulky pre nvejgké T(AAB) TA TB
fqrmuly AaB. Taketoqurmully oznacujeme F(AVB) FA FB
pismenom a; & 0znacuje ;,)rlslvuslnu formulu F(A—B) TA EB
Z0 stre,dneh(’) stlpca a a, prislu$nu formulu T-A FA FA
z pravého stlpca. F oA TA TA

Definicia (Jednotny zapis oznacenych formaul typu f3)
Oznacend formula je typu § vtt ma jeden B B B2

Z tvarov v lavom sth01 tabulky pre nvejgke F(AAB) FA FB
formuly A a B. Takéto formuly oznacujeme

; e T(AvB) TA TB
pismenom fS; 8; oznacuje prislusna formulu T(A—B) FA TB
zo stredného stipca a 8, prislusnt formulu
z pravého stipca.

Jednotny zapis oznacenych formil —y a é

Definicia (Jednotny zapis oznacenych formaul typu y)
Oznacend formula je typu y vtt ma jeden y(x)  71(t)

z tvarovvlav.om‘ s‘,[lpm ta’tbulky pre flejaku , FIxA FA{x — (}
formulu A a individuovt premennut x. Takéto

. . i s TVxA TA{x - t}
formuly oznacujeme y(x) a pre I'ubovolny
term ¢ substituovatelny za x v A prislu§na
formulu z pravého stipca oznacujeme y, (¢).

Definicia (Jednotny zapis oznac¢enych formul typu 6)
Oznacend formula je fypu 6 vtt ma jeden 5(x) 5,(y)

Z tvarov v lav.om. S',ElpCI terlbulky pre Tlejaku , TIxA TAlx o y}
formulu A a individuova premennu x. Takéto

.. ) o FVxA FA{xw~ y}
formuly oznacujeme &(x) a pre l'ubovolnu
premennu y substituovatelnud za x v A prislusna
formulu z pravého stipca oznacujeme §,(y).

181



11.1 Vlastnosti rovnosti

Rovnost
Pravidla pre « a § formuly

a a B

o s B ‘ B>

umoznuju pracovat s logickymi spojkami.
Pravidla pre y a § formuly

y(x) 6(x)
1) 51(»)

umoziuju pracovat s kvantifikatormi.
V jazyku je eSte jeden logicky symbol — rovnost (=).
Ziadne pravidlo s fiou zatial nepracuje.
Co potrebujeme, aby rovnost mala otakévané vlastnosti?

Axiomatizacia rovnosti
Rovnost by sme mohli popisat teériou — axiomatizovat ju.
Rovnost je reflexivna, symetrick4 a tranzitivna:

Vxx=x VxVy(x =y > y=x)
VxVyVz(x =yAy =z > x=2)

NavySe m4 vlastnost kongruencie: Pre kazdy par rovnajucich sa k-tic argu-
mentov je hodnota kazdého funk&ného symbolu f¥ je rovnaka:

VX Yy Y V(6 = A A = 9 =
f(xl’ e ’xk) = f(yl"-- ,Yk))

akazdy predikatovy symbol P¥ je na oboch k-ticiach splneny alebo na oboch
nesplneny:

VX Yy Y V(6 = A A =y =
(P(x15 .- ,Xk) « P(y17 e ’yk)))

182



Doékazy s axiomatizovanou rovnostou
Skusme nieco dokazat:

1. Tm(J)=M s+
2. Tpd(m(J),0) =K S*
3. Fpd(M,0) =K S+
4. TVx Vy, Vx, VY2(X1 =y AXy =Y, = pd(Xy, Xp) = pd(yy, Yz)) Kong
5. TVy, Vx, VYz(m(J) =y AXy =y, = pd(m(J), x;) = pd(y,, YZ)) y4{xy = m(J)}
8. Tm(l)=MAo=o0 - pdim{J),o) = pd(M,0) y8{y, — O}
9. Fm(J)=MAO=0 f8 13. Tpd(m@J),0) = pd(M,0) 8
10. FO=0 NCS9, 1 .
11. TVxx=x Refl
12. TO=0 y11{x » O}
% 10,12

11.2 Tablové pravidla pre rovnost

Leibnitzovo pravidlo
Doékazy s axiomami rovnosti su pracne aj v jednoduchych pripadoch.
Kongruencia sa v§ak d4 induktivne zov§eobecnit na I'ubovolné formuly —
Leibnitzovo pravidlo: V kaZdej formule méZeme nahradit rovné rovnym.
L. TmU)=M S*
2. Tpd(m(J),0) =K S*
3. FpdM,0) =K S*
4. Tpd(M,0) =K  Leibnitzl,2
* 3,4
Ale naozaj?
1. Tm(J) =x St
2. Taxpd(m(J),x) =K S*
3. TIxpd(x,x) =K  Leibnitz?1,2 @
partenogenéza?!?

Leibnitzovo pravidlo presne
Leibnitzovo pravidlo: V kazdej formule m6Zeme nahradit rovné rovnym.

« Coznamena ,nahradit*?

» Kedy mo6Zeme nahradzat bez ohrozenia vyplyvania?
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Substittcia {x — t} nahradza premennu termom.

Pomocou substituovatelnosti sme vylucili pripady, ked by substitucia od-
vodila nespravne ,,dosledky“.

Leibnitzovo pravidlo potrebuje nahradit jeden term ¢; druhym ¢,. Ddsa to
popisat substituciami? Potom by sme mozno nepotrebovali §pecidlne pod-
mienky pre korektnost Leibnitzovho pravidla.

Leibnitzovo pravidlo presne
Podl'arovnosti m(J) = M chceme nahradit term ¢; = m(J) termom ¢, = M
v oznacenej formule:
AT =T3axpd(m(J),x) =K
1. Predstavime si, Ze na mieste nahrddzaného termu je nova premenna g:
AT =T3xpd(g,x) =K
2. Povodna formula Af vznikne z A" substitdciou t; za g:
+ ~
AT = T3xpd(m(J),x) =K
= A*{q » mQ)}
3. Nova formula A;’ vznikne z A" substituciou t, za g:
A;— = A+{q — M}
=T3Ixpd(M,x) =K

Leibnitzovo pravidlo pomocou substittcii
Vyjadrenie Leibnitzovho pravidla pomocou substitucii:

Tt =1t
At{g e 11}
AT{q — 1}

pre vietky termy ¢; a t,, oznalené formuly A* a premenné g také, ze t, a t,
su substituovatelné za q v A*.
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Leibnitzovo pravidlo — obmedzenia
Automaticky dostavame rozumné obmedzenia:
NemoZeme nahradit term £; = m(J) termom ¢, = x vo formule:

AT =T3x pdim(J), x) =K
= A*{q » m(J)}
A* =T3xpd(qg, x) =K

lebo x nie je substituovatelnd za q v A* (x je viazana v mieste volného
vyskytu q).

Vlastnosti rovnosti a Leibnitzovo pravidlo
Leibnitzovo pravidlo odvodi symetriu, tranzitivitu aj kongruenciu. Ale
potrebuje pomocnic¢ku — reflexivitu:

Ttg=1t,

Symetriu potom odvodime postupnostou krokov:

1. Tt =t,
2. Tt =1 reflexivita Tg=t,{g~ t;}
3.Tt, =1 Leibnitz 1 a 2 Tg=t,{g— t}

Tranzitivitu odvodime:

1. Ttlitz Ttliq{ql—)tz}
2. Tty =13
3. Tt =t3 Leibnitz2 a1 Tt; =q{g— t3}

11.3 Tabla pre logiku prvého radu

Tablové pravidla pre logiku prvého radu
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Definicia 11.1. Tablovymi pravidlami pre logiku prvého radu su:

a a B

A Bi | B2
y(x) 5(x)
71(0) 5, (y)

Ttl = tz A+{x = tl}
Tto = to A+{x = tz}

pre vSetky ozn. formuly «, 3, y(x), 8(x) prislusnych typov a vSetky im zod-
povedajuce ay, ay, B1, B2, ¥1(t) a 8,(y), vSetky termy ¢,, vSetky ozn. for-
muly A%, v8etky termy ¢, a t, substituovatelné za x do prislusnej A*.

Tablo pre mnozinu ozna¢enych formul

Definicia 11.2. Analytické tablo pre mnoZinu oznacenych formul S* (skra-
tene tablo pre S1) je binarny strom, ktorého vrcholy obsahuji oznacené for-
muly a je skonStruovany induktivne podla nasledovnych pravidiel:

+ Strom s jedinym vrcholom (korefiom) obsahujucim niektort ozna-
¢enu formulu At z St je tablom pre S*.

« Nech 7 je tablo pre S* a ¢ je nejaky jeho list. Potom tablom pre St je
aj kazdé priame rogsirenie J ktorymkolvek z pravidiel:
St: Ako jediné dieta ¢ pripojime novy vrchol obsahujuci Iubovolnu
oznatend formulu A* € S*.
a: Ak sa na vetve 7, (ceste z koreria do ¢) vyskytuje nejaka ozna-
¢end formula «, tak ako jediné dieta ¢ pripojime novy vrchol
obsahujtci a, alebo a,.

B: Aksanavetve , vyskytuje nejakd oznacend formula 3, tak ako
deti ¢ pripojime dva nové vrcholy, priCom lavé dieta bude obsa-
hovat 8; a pravé 3,.
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Tablo pre mnozinu oznacenych formdl

Definicia 11.2 (pokracovanie).

y: Ak sa na vetve 7, vyskytuje nejaka oznacena formula y(x), tak
ako jediné dieta ¢ pripojime novy vrchol obsahujuci y,(t) pre
I'ubovolny term ¢ substituovatelny za x v y;(x).

d: Ak sa na vetve 7, vyskytuje nejakd oznacena formula 8(x), tak
ako jediné dieta ¢ pripojime novy vrchol obsahujuci §,(y) pre
lubovolnu premennu y, ktord je substitovatelnd za x v §;(x)
a nemd vol'ny vyskyt v Ziadnej formule na vetve 7,.

L: Ak sa na vetve 7, vyskytuje T¢; = f, pre nejaké termy ¢; a ¢,
a oznactena formula A*{x — t;} pre nejaku A", v ktorej st t;
a t, substituovatel'né za x, tak ako jediné dieta ¢ pripojime novy
vrchol obsahujuci AT{x — t,}.

R: Ako jediné dieta ¢ pripojime novy vrchol obsahujuci oznacenu
formulu Tt = t pre lubovolny term ¢.
Korektnost prvoradovych tabiel

Veta 11.3 (Korektnost tablového kalkulu). Nech S*je mnozina oznacenych
formuil. Ak existuje uzavreté tablo T pre S¥, tak je mnoZina S nesplnitel'nd.

12 Vlastnosti kvantifikatorov

Zoslabenie vseobecného kvantifikatora a premenovanie premennych

Tvrdenie 12.1. Pre kaZdu formulu A a vSetky premenné x a 'y také, Ze y je
substituovatelnd za x v A mdme:

i. VxXAE3dxA
ii. Vx AEVYyA{x — y}

iii. 3x A FE 3y Afx o y}
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iv. VxAE 3y A{x — y}
v. EVY(VxA — A{x > y})
vi. F3Ay(A{x — y} - VxA)

vii. 3y A{x » y} EVy(Ax A - A{x — y})

Prvoradovo ekvivalentné formuly

Definicia 12.2. Formuly X a Y st prvorddovo ekvivalentné, skratene X <
Y, vtt pre kazda Struktdru M a kazdé ohodnotenie e mame M F X[e] vtt
M E Y]e].

Tvrdenie 12.3. Nech X a Y sti formuly a nechfree(X)ufree(Y) = {x;, ..., X, }.
Nasledujuce tvrdenia sti ekvivalentné:

a) XeY;
b) formula Vx, ---Vx,(X « Y) je platnd;

¢) existuje uzavreté tablo pre {F(X < Y)}.

De Moganove a distributivne zakony pre kvantifikatory
Tvrdenie 12.4. Pre kazdu formulu A a kazdu premennit x mdme:
. "VxA & Ix A4,
ii. "3dx A & Vx A
Tvrdenie 12.5. Pre vietky formuly A a B a kaZdu premennu x mdme:
i. 3x(AvB)< (AIxAvVv 3IxB)
ii. Vx(AAB) < (VxAAVXxB)
iii. 3Ix(AAB)E (3xAA3JxB)
iv. WxAVVYxB)EVx(AVB)

Obratené vyplyvania k iii. a iv. neplatia!
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Specialne distributivne zikony

Tvrdenie 12.6. Pre kazdu formulu A, kazdii premennu x a pre kazdu for-
mulu C, v ktorej sa x nevyskytuje volna:

i Ix(AvC)e IxAvC vi. Ax(A > C) o (VxA > O)
ii. Vx(AvC)eVxAvC vii. Vx(A->C)s (AxA - C)
iii. VX(AAC) & VxAAC viii. Vx(C = A) & (C = Vx A)
iv. IX(AAC) < IxAAC ix. 3x(C - A) & (C —» Ix A)
v IxCsC x. VxC&C
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11. prednaska
Korektnost prvoradovych tabiel.
Explicitné definicie

13 Korektnost tablového kalkulu
pre logiku prvého radu

13.1 Vlastnosti ohodnoteni a substitticie

Volné premenné a hodnota termu, splnenie formuly, tedrie

Tvrdenie 13.1. Nech M je Struktura pre £, nech e; a e, sti ohodnotenia, nech
t je term, A je formula a S je mnogina formul jazyka L.

» Ak sa ohodnotenia e, a e, zhodujii na (vol'nych) premennych termu t
(teda e;(x) = ey(x) pre kazdu x € free(t)), tak t"[e;] = t"[e,].

» Ak sa ohodnotenia e, a e, zhodujit na vol'nych premennych formuly X,
tak M E Aley | vit M E Ale,].

» Ak sa ohodnotenia e, a e, zhoduju na volnych premennych vsetkych
formul z S, tak M E S[e;] vit M E S[e,].

Substittcia a hodnota termu
Ako suvisi hodnota termu po substitacii s hodnotou termu, do ktorého sa
substituuje?

Priklad 13.2. Zoberme Struktaru M = (D, i), kde

D = {1’ 2, 3’4, 5},
i(c) =3, i(d) =4
if)={1»2,2-53~14-1, 55}
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Neche ={x+— 3, y — 4}.

((FOx = f(y)})M[e] = (F(f(y)))[e]
iO((HO@)) = i(H() =2
(FO)™[e(x/ D]

= (FO)) e(x /(f(y))[eD]

Substitticia vs. hodnota termu a splnenie formuly

Hodnota termu to/splnenie formuly Ao po substituciic = {x; — t,...,x, —
t,} pri ohodnoteni e sa rovna hodnote termu ¢/splneniu formuly A pri ohod-
noteni e/, ktoré

« kazdej substituovanej premennej x; priradi hodnotu za riu substitu-
ovaného termu ¢; pri ohodnoteni e,

« ostatnym premennym prirad'uje rovnaké hodnoty ako e.

Tvrdenie 13.3. Nech M je Struktura pre jazyk £ e je ohodnotenie ind. pre-
mennych a nech o = {x; — ty,...,X, — t,} je substiticia.

« Nechtjetermjazyka £.Potom (to)[e] = [e(xl/t le]) - (x, /t)"[e])).
» Nech A je formula jazyka £ a o je aplikovatelnd na A. Potom M E
Acle] vit M F Ale(x, /t)[e]) -+ (x, /6 [eD].
13.2 Korektnost tabiel
Korektnost tablovych pravidiel

Tvrdenie 13.4. Nech S je mnozina oznacenych formul v jazyku £, nech x
ay su premenné, nech s, t sti termy, nech a, f3, y, 6 stt ozn. formuly prislusného
typu, A je ozn. formula.

o Aka € ST, tak ST je splnitelna vtt ST U {a;, a,} je splnitelnd.

« Ak B € ST, tak ST je splnitel'nd vtt ST U {8, } je splnitel'nd alebo ST U
{B,} je splnitelna.
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o Aky(x) € ST at je term substituovatelny za x vy,(x), tak S* je splni-
telnd vtt S* U {y,(t)} je splnitelnd.

o Ak S(x) € ST, y je substituovatelnd za x v §,(x) a y nemd vol'ny vyskyt
v S*, tak ST je splnitelnd vtt ST U {6,(y)} je splnitelnd.

« ST jesplnitelnd vet ST U {Tt = t} je splnitelnd.

o« Ak{Ts =t,AT{x — s}} C ST, sat su substituovatelné za x v A%, tak
S* je splnitelnd vtt ST U {AT{x — t}} je splnitelna.

Korektnost tablovych pravidiel — dokaz

Dokaz (¢iastocény, pre pravidlo § v smere =>). Zoberme lIubovolné S*, x,y ad(x)
spitiajuce predpoklady tvrdenia. Nech S je splniteln4, teda existuje $truk-
tara M = (D, i) a ohodnotenie e také, ze M E S*[e]. Preto aj M E §(x)[e].
Podl'a tvaru 6(x) mo6Zu nastat nasledujuce dva pripady:

« Ak 8(x) = T3x A pre nejaku formulu A, tak podla def. 8.11 M E
dx Ale] a podla def. 10.17 mame nejakého svedka m € D takého, Ze
M E Ale(x/m)]. Podlatvr. 13.3 potom M E A{x — y}[e(x/m)(y/m)].
Prem. x nie je volnd v A{x — Y}, preto podla tvr. 13.1 M F A{x —
yile(y/m)], teda M F T Afx — ylle(y/m)], teda M F 6,(y)[e(y/m)].

Korektnost tablovych pravidiel — dokaz

Dokaz (Ciastocny, pre pravidlo 8 v smere =, pokracovanie). o AkS(x) =
F Vx A pre nejaku formulu A, tak podla def. 8.11 M ¥ Vx Ale] apodla
def. 10.17 neplati, ze M E Ale(x/m)] pre kazdé m € D. Preto mame
nejaky kontrapriklad m € D taky, ze M ¥ Ale(x/m)]. Podla tvr. 13.3
potom M ¥ A{x — y}[e(x/m)(y/m)]. Prem. x nie je volna v A{x
¥}, preto podla tvr. 13.1 M E A{x — y}[e(y/m)], teda M F F A{x —
yie(y/m)], ¢ize M F 6,(y)[e(y/m)].

Navyse y nie je volna v ziadnej formule z S*, preto M E S*[e(y/m)].

Teda M E (ST U {6,(y)})[e(y/m)]. Preto je ST U {5,(y)} splnitelna. O]
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Korektnost — pravdivost priameho rozsirenia tabla

Vetva sa sprava ako konjunkcia svojich ozna¢enych formul — vSetky mu-
sia byt naraz splnené.

Tablo sa sprava ako disjunkcia vetiev — niektora musi byt splnena.

Definicia 13.5. Nech S*je mnozina oznacenych formul v jazyku £, nech
T je tablo pre S*, nech 7 je vetva tabla 7. Nech M je $truktdra pre £ a e je
ohodnotenie individuovych premennych. Potom:

o Struktiira M spliia vetvu 7 pri e vtt M spiiia vietky oznagené formuly
vyskytujuce sa na vetve 7 pri e.

o Struktiira M spliia tablo T pri e vtt M spifia niektorti vetvu v table J°
prie.

Pomocné tvrdenia pre korektnost prvoradovych tabiel

Lema 13.6 (K1). Nech S*je mnoZina ozn. formulv jazyku £, nech T je tablo
pre ST. Nech M je Struktiira pre £ a e je ohodnotenie ind. premennych. Ak T
a ST su splnené Struktirou M pri e, tak aj kazdé priame rozsirenie T a S* st
splnené Struktiurou M pri nejakom ohodnoteni e’.

Definicia 13.7. Nech J je tablo pre nejakii mnoZinu oznacenych formul.
Tablo 7 je splnitel'né vtt existuje $truktura, ktoréa spifia J° pri nejakom ohod-
noteni individuovych premennych.

Lema 13.8 (K2). Nech S*je mnoZina ozn. formulv jazyku £, nech I je tablo
pre St. Ak ST je splnitelnd, tak aj T je splnitelné.

Korektnost prvoradovych tabiel

Otvorené a uzavreté vetvy a tabla si definované rovnako ako pri tablach
pre vyrokovu logiku.
Veta 13.9 (Korektnost tablového kalkulu). Nech S*je mnozZina oznacenych
formill. Ak existuje uzavreté tablo T pre S¥, tak je mnoZina S nesplnitel'nd.

Doékaz (sporom). Nech ST je mnozina oznacenych formul. Nech existuje
uzavreté tablo J° pre S*, ale St je splnitelna. Pretoze J je uzavreté, pre
kazdu jeho vetva 7 existuje formula X taka, ze T X a F X sa vyskytuje na 7,
a teda 7 je nesplnitelna. Preto J je nesplnitelné. To je v spore s lemou K2,
podla ktorej je T splnitel'né, pretoze S* je splnitelna. O
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13.3 Dalsie korektné pravidla
PohodInejsie verzie pravidiel y a 6

Tvrdenie 13.10. Nasledujiice pravidla su korektné:

" TVx,..Vx, A Fix;..3x, A
4 TA{x|, b t],..., X, > t,} FA{x, — t,...,x, — t,}

5* FVx;..Vx, A T3ax;...3x, A
FA{xl = Y Xy '_)yn} TA{xl '_)yl’-"axn'_)yn}

kde A je formula, x4, ..., x,, St premenné, t,, ..., t, Su termy, y,, ..., ¥, St
navzdjom rozne premenné, ktoré sa nevyskytujii vol'né vo vetve, v liste ktorej
je pravidlo pouZité, pricom pre kazdé i € {1, ..., n} je term t; substituovatelny
za x; v A a premennd y; je substituovatelnd za x; v A.

Pravidla pre ekvivalenciu
Tvrdenie 13.11. Nasledujiice pravidld st korektné:

T(Al > AZ) TAl T(Al > Az) FAl

ESTT ESTF

TA3_i FA3_i
F(A; < A)) TA; F(A; & A,) FA,;
ESFT FA, ESFF TA,

kde A, a A, su formuly, i € {1, 2}.

VSimnitesi:3—1=2a3-2=1.

14 Definicie

Pojmy
V mnohych doménach st zaujimavé komplikovanejSie kombindcie za-
kladnych vlastnosti alebo vztahov:

« x ma spolocného rodica s y, ale x je rozne od y
Az(rodi¢(z, x) A rodic(z,y)) A x =y

194



« X je Zivocich, ktory konzumuje iba rastliny
Zivocich(x) A Yy(konzumuje(x, y) — rastlina(y))

Casto sa vyskytujtice kombinécie vztahov a vlastnosti je vyhodné:
« pomenovat

« ajasnevyjadrit vpyznam nového mena pomocou doteraz znamych vlast-
nosti a vztahov,

teda zadefinovat pojem.

Definicie pojmov
Definicia je tvrdenie, ktoré vyjadruje vyznam pojmu.

Explicitnd definicia (naj€astejsi druh definicie) je ekvivalencia medzi poj-
mom a opisom jeho vyznamu, v ktorom sa definovany pojem sam
nevyskytuje.

Priklad 14.1. » Objekt x je sirodencom objektu y prave vtedy, ked x nie
jey a x md spolocného rodica s y.
Vx Vy(sdrodenec(x, y) <
(x # v A 3z(rodié(z, x) A rodié(z,y))))

» Objekt x je bylinozravec vtedy a len vtedy, ked' x je Zivocich, ktory kon-
zumuje iba rastliny.
Vx(bylinozravec(x) <
(Zivogich(x) A Vy(konzumuje(x, y) — rastlina(y))))

Explicitna def. a nutna a postacujiica podmienka

VSimnite si:

Definicia pojmu stirodenec vyjadruje nutnii aj postacujiicu podmienku
toho, aby medzi dvoma objektmi bol surodenecky vztah.

— Pre kazdu dvojicu objektov x a y, ktoré oznacime za surodencov, musi
existovat ich spolo¢ny rodi¢ a musia byt navzdjom rdzne.
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« Kazdé dva navzajom rézne objekty x a y, ktoré majua spolo¢ného ro-
dic¢a, musia byt surodenci.

Podobne pre iné definicie.

Pouzitie pojmov
VyuZitim definovaného pojmu
« skracujeme tvrdenia: Skrecky st bylinoZravce.
Vx(8krecok(x) — bylinozravec(x))

+ jednoduchsSie definujeme d'alSie pojmy:
Objekt x je sestrou objektu y prave vtedy,
ked' x je Zena, ktord je surodencom y.
Vx Vy(sestra(x, y) < (Zena(x) A surodenec(x, y)))

Vyskusajte si 14.1
Zadefinujte pojem teta (chapany ako vztah dvoch l'udi) neformalne (v slo-
vencine) aj formalne (formulou logiky prvého radu).

RieSenie. Objekt x je tetou y vtedy a len vtedy, ked' x je sestrou rodica y.
VxVy(teta(x, y) < Jz(sestra(x, z) A rodié(z, y)))

Podmienené definicie

Niekedy ma pojem vyznam iba pre niektoré druhy objektov, alebo méa ten
isty pojem rozne vyznamy pre rozne druhy objektov.

Vtedy mdzeme definicie podmienit druhmi:

« Student absolvuje predmet vit je z neho hodnoteny inou znamkou ako
Fx.
Vx Vy(student(x) A predmet(y) —
(absolvuje(x, y) <
3z(hodnoteny(x, y) = z A zndmka(z) A z # Fx)))

« Student absolvuje Studijny program vit
absolvuje kazdy jeho povinny predmet.
Vx Vy(student(x) A §t_prog(y) —
(absolvuje(x, y) <
Vz(pov_predmet_prog(z,y) — absolvuje(x, 2))))
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Explicitna definicia presne

Definicia 14.2. Nech £ a £; su jazyky logiky prvého radu. Jazyk £, je
rozSirenim jazyka L vtt Vo = V., Cc CCp , Pr CPr, Fp CFyy-

Definicia 14.3. Nech £ je jazyk logiky prvého radu, T je tedria v jazyku £,
a Lp je rozsirenie jazyka o predikatovy symbol P je s aritou n, ktory sa ne-
vyskytuje v £. Teoriu v jazyku Lp

T U {Vx; ... Vx,(P(xq, ..., X)) © A)},

kde A je formula, v ktorej sa nevyskytuje P, nazyvame rozsirenim teérie T ex-
plicitnou definiciouVx; ...Vx,(P(xy, ..., x,,) < A) predikatového symbolu P.

Jednoznacnost interpretacie definovaného predikatu
Vyznam explicitne definovaného predikatu je jednoznacne urceny.

Priklad 14.4. Majme nejakd teériu T vjazyku £ s P, = {rodi¢?}. Rozsirme T
0 X = VxVy(sdrodenec(x,y) < (x # y A 3z(rodi&(z, x) A rodi&(z, y))))-
Nech M = ({iI, ?.,'J, iK, iL’ iM’ iN’ io}, l)Je model T, kde

i(rodi¢) = {(iI, iM)’ (iL, iM), (iI, iN), (io, iN)s (iM, i), (iMa D}

Potom sa M da jednoznacne rozsirit na model T U {X}:
M, = ({il,‘«’{],iK,iL,iM,iN,io}, i), i1(rodi€) = i(rodic),

i(surOdenec) = {(iM, iN)’ (iN’ iM)a (iK’ ?.0'])7 (%Ja iK)}

Definicia ako dopyt
Explicitne definovany predikat sa sprava ako dopyt alebo pohl'ad nad os-
tatnymi predikatmi.
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Priklad 14.5.

rodic¢ CREATE VIEW surodenec AS
; d SELECT r1.d AS d1, r2.d AS d2
FROM rodic¢ AS r1
8 My JOIN rodi¢ ASr2ONrl.r=r2.r
. M WHERE r1.d <> r2.d
.’I !N Vx Vy
Yo !N (strodenec(x, y) <
L YO ) ]
iM < (X FYA
3z(rodi&(z, x) A rodié(z, y))))
stirodenec
dl d2
W
N MM
i <5
S K

Jednoznacnost defini¢ného rozsirenia

Definicia 14.6. Nech £, je rozsirenie jazyka £,. Nech M; = (Dy,i;) je
Struktura pre £, a M, = (D,, i) je Struktdra pre £,. Potom M, je rozsire-
nim My vtt D, = D; aiy(s) = i;(s) pre kazdy mimologicky symbol s jazyka
Yoy
Tvrdenie 14.7. Nech T je teéria v jazyku £ a T’ je rozSirenie T explicitnou
definiciou nejakého predikdtového symbolu. Potom pre kazdy model teérie T
existuje prave jedno jeho rozsirenie, ktoré je modelom teérie T' a kazdy model
teorie T' je rozSirenim prave jedného modelu teorie T.

Konzervativita definicného rozsirenia

Tvrdenie 14.8. Nech T je teéria v jazyku £ a T’ je rozsirenie T explicitnou
definiciou nejakého predikatového symbolu. Nech X je uzavretd formula ja-
zvka £. PotomT EX vit T' E X.
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Dokazovanie s explicitnymi definiciami a rovhostou
VyuZime nové pravidla na dokaz vyplyvania z tedrie s definiciou:

Priklad 14.9. DokaZme tablom, ze T E X pre

T = {Vx Vy(3tudent(x) A predmet(y) —
(absolvuje(x, y) <
Jz(znamka(z) A hodnoteny(x,y) = z A z # Fx))),

Vx Vy(3tudent(x) A $t_prog(y) —
(absolvuje(x, y) <
Vz(pov_predmet_prog(z,y) — absolvuje(x, 2)))),

Vx(3t_prog(x) — Jy pov_predmet_prog(z, x)),
Vx(3y pov_predmet_prog(x, y) — predmet(x))}

X = VxVy(Student(x) A 5t_prog(y) A absolvuje(x,y) —
Jy hodnoteny(x, y) # Fx)

199



1. TVx Vy(tudent(x) A predmet(y) — St
(absolvuje(x, y) < Jz(hodnoteny(x,y) = z A zndmka(z) A z # Fx)))

2. TVx Vy($tudent(x) A t_prog(y) — S+
(absolvuje(x, y) <> Vz(pov_predmet_prog(z, y) — absolvuje(x, 2))))
3.TVx(3t_prog(x) — Jy pov_predmet_prog(z, x)) St
4,TVx(EIy pov_predmet_prog(x, y) — predmet(x)) St
5. FVx Vy(étudent(x) A 3t_prog(y) A absolvuje(x,y) — Jy hodnoteny(x,y) # Fx) S+t
6. F student(u) A 3t_prog(v) A absolvuje(u, v) — Jy hodnoteny(u, y) # Fx 8 5{x > u,y > v}
7. T student(u) A $t_prog(v) A absolvuje(u, v) a6
8. F dy hodnoteny(u, y) # Fx ab
9. T Student(u) A st_prog(v) a7
10. T absolvuje(u, v) a7
11. T student(u) A $t_prog(v) — y*2{x > u,y > v}
(absolvuje(u, v) < Vz(pov_predmet_prog(z,v) — absolvuje(u,z)))
12. T absolvuje(u, v) < Vz(pov_predmet_prog(z, v) — absolvuje(u, z)) MP11,9
13. T Vz(pov_predmet_prog(z, v) — absolvuje(u, z)) ESTT12,10
14.T st_prog(v) — Ty pov_predmet_prog(y, v) y3{x - v}
15.T 5t_prog(v) a9
16. T Jy pov_predmet_prog(y, v) MP14,15
17.T pov_predmet_prog(w, v) 5*16{y > w}
18. T pov_predmet_prog(w, v) — absolvuje(u, w) y13{z > w}
19. T absolvuje(u, w) MP19,17
20. T Jy pov_predmet_prog(w, y) — predmet(w) y4Hx — w}
21. F 3y pov_predmet_prog(w, y) 520 23. T predmet(w) 20
22.F pov_predmet_prog(w,v) y21{y — v}| 24.Tstudent(u) A predmet(w) — y*1{x - u,y > w}
* 17,22 (absolvuje(u, w) <
3z(hodnoteny(u, w) = z A zndmka(z) A z # Fx))
25. F student(u) A 524 28. T absolvuje(u, w) < B24
predmet(w) 3z(hodnoteny(u, w) =z A
26. F student(u) NCS25,23 znamka(z) A z # Fx)
27.T student(u) a9 29.T Jz(hodnoteny(u,w) =z A ESTT28,19
* 26,27 znamka(z) A z # Fx)

30. T hodnoteny(u,w) =z A 6294z — 2}
znamka(z) A z # Fx
31. Thodnoteny(u,w) =z A a30

znamka(z)
32.T hodnoteny(u,w) = z a3l
33.Tz # Fx a30
34. T hodnoteny(u, w) = Refl
hodnoteny(u, w)
35.T z = hodnoteny(u, w) Leib32, 34

36. T hodnoteny(u, w) # Fx Leib35s, 33
37. Fhodnoteny(u, w) # Fx y*8{y > w}
* 36,37
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12. prednaska
Rezolvencia

15 Rezolvencia

Automatické dokazovanie v logike prvého radu

Vyplyvanie vo vyrokovej logike je rozhodnutel'né.

SAT solver vzdy skon¢i a rozhodne splnitelnost, v najhorSom pripade
v Case O(2") pre n atémov.

Logika prvého radu nie je rozhodnutel'na.

 Prvorddovymi formulami sa d4 opisat fungovanie Turingovho stroja.
+ D4 sa njjst formula, ktora opisuje, Ze TS zastavi na kazdom vstupe.
Existuju v§ak prvoradové automatické dokazovace (Prover9, Vampire).

Nemusia zastavit, ale ak existuje dokaz vyplyvania, teoreticky ho najdu.

Ako funguju automatické dokazovace v logike prvého radu
Prvé automatické dokazovace vyuZivali prvoradova verziu DPLL.
Niektoré automatické dokazovace vyuZzivaju modifikované tabla.
Vicsina automatickych dokazovacov (aj Prover9 a Vampire) je ale zalo-
Zené na rezolvencii:

« Specialne pravidlo na klauzulach,
« kombinuje vyrokové a kvantifikatorové odvodzovanie.

Rezolvencény dokaz je linedrny, nevetvi sa.
15.1 Rezolvencia vo vyrokovej logike

Tranzitivita implikacie
Vratme sa k neoznacenym formulam.
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Je nasledujuce pravidlo korektné?

(A > B) (B—-0)
(A-0)

Nahrad'me implikécie disjunkciami:

(A V B) ("BV C)
(AVO)

Rezolvencia
Predchadzajuce pravidlo sa d4 zovSeobecnit na lubovolné dvojice klau-
zul:

Definicia 15.1. Rezolvencny princip (rezolvencia, angl. resolution principle)
je pravidlo

(Kyv--VAV---VK,) LyV--VaAV---VL,)
(KyV--VK,VL V--VL,)

pre lubovolny atom A a l'ubovolné literdly K, ..., K,,, L1, ..., L,.
Klauzulu (K; V --- VK, V L; V --- V L,) nazyvame rezolventou klauzul
(Kyv--VAV--VK,)a(LyV:--VaAV---VL,).

Tvrdenie 15.2. Rezolvencia je korektné pravidlo.

Specialne pripady rezolvencie
Viacero pravidiel sa da chapat ako $peciilne pripady rezolvencie:

(=AVB) (=BVC) (A>B) (B—C)
AV O) A= 0) (HS)
(=AVB) A (A—=B) A
B B (MP)
(=AVB) -B (A= B) -B
_|A —|A (MT)
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Pozorovania o rezolvencii

« Rezolvencia s jednotkovou klauzulou skrati druhu klauzulu:

=B (AVBvV-(C)
(Av-0)

» Rezolvencia méze odvodit prazdnu klauzulu:

A A
D b
vtedy premisy nie su sticasne splnitelné
+ Nie kazdy logicky dosledok sa da odvodit rezolvenciou: {A, B} F (A vV
B)

Casta chyba pri rezolvencii
Niektoré dvojice klauztl moZno rezolvovat na viacerych literaloch:

(=pVvq) (pV-q) ) (=pVvq) (pV~—q)
(qVv-q) (7pVDp)

ale je chyba urobit to naraz:

Tpvg) (o)
= [x)

Toto nie je inStancia rezolvencie ani korektny usudok.

Preco?

Lebo {(-pVq),(pVv—q)}je ekvivalentna p < q a je splnitelna (v, = {p —
t,qth vy, ={p f,q+— f}),ale[]je nesplnitelna.

Rezolvencné odvodenie a problém
Opakovanim rezolvencie mdéZeme odvodzovat dalSie dosledky:

Priklad 15.3. Z mnoziny S = {(A V B),(mA Vv C),(wB V A),(~A Vv ~C)}
odvodime:
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(1) (A vV B) predpoklad z S

(2) (A vV C) predpoklad z S

(3) (=B V A) predpoklad z S

(4) (mA Vv =C) predpoklad z S
(5) (AvV A)rezolventa (3)a (1)
(6) (BV C)rezolventa (1)a (2)
(7) (BvV ~C)rezolventa (1) a (4)

(8) (BV B)rezolventa (6)a (7)

Problematické pripady

Odvodeniami v priklade dostaneme iba existujtice alebo nové dvojprv-
kové klauzuly ((A v A), (BV C), (B V B), ...) ale ziadnu jednotkovu, lebo
rezolventa ma m + n — 2 literalov.

S={(AVB),(mAVC),(=BV A),(mAV ~C)}je ale nesplniteln4, mali by
sme nejak odvodit prazdnu klauzulu.

To sa neda bez odvodenia nejakej jednotkovej klauzuly (napr. A).

Klauzula (A Vv A) je evidentne ekvivalentnd s A; A sa ale z mnoZiny S iba
rezolvenciou odvodit neda.

Potrebujeme eSte pravidlo idempotencie:

(KyVv--VLV--VLV---VK,)
(Ky VLV ---VK,)

Rezolvencné odvodenie a zamietnutie

Definicia15.4. Vyrokovologické rezolvencéné odvodenie z mnoziny klauzul S
je kazda (aj nekonec¢nd) postupnost klauzul C;, C,, ..., C,, ..., ktorej kazdy
¢len C; je:

« prvkom S alebo
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« rezolventou dvoch predchadzajicich klauzal C;aCy pre j <iak <1,
alebo

« zaverom pravidla idempotencie pre nejakd predchadzajicu klauzulu Cj,
Jj<i.
Zamietnutim (angl. refutation) mnoziny klauzul S je konecné rezolvencné

odvodenie, ktorého poslednym prvkom je prazdna klauzula [].

Rezolvencné zamientnutie

Priklad 15.5. NechS ={(AV B),(mAV C),(mBV A),(mA vV -C)}.
Kombindciou rezolvencie a idempotencie ndjdeme zamietnutie S:

(1) (A vV B) predpoklad z S

(2) (mA Vv C) predpoklad z S

(3) (#BV A) predpoklad z S

(4) (mA Vv ~C) predpoklad z S

(5) (AvV A)rezolventa (3)a (1)

(6) A idempotencia (5)

(7) C rezolvencia (6) a (2)

(8) —C rezolvencia (6) a (4)

(9) rezolvencia (7)a (8)
Korektnost a Gplnost rezolvencie

Mnozinu klauzul nazyvame aj klauzalna teéria.

Veta 15.6 (Korektnost a iplnost rezolvencie). Nech S je mnoZina klauzdlna
teoria. S je vyrokovologicky nesplnitelnd vit existuje zamietnutie S.
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Uz vieme, Ze ku kazdej formule (a tedrii) existuje ekvivalentna klauzalna
teoria (formula v CNF). Vyrokovologicka splnitelnost a vyplyvanie sa teda
daju rozhodnut pomocou rezolvencie.

Vyskusajte si 15.1
Dokazte nesplnitelnost S = {(AV BV —C),(mAV ~C),(AV -B),(mA V
C),(AvBvVC)

15.2 Prevod do klauzalnej tedrie a skolemizacia

Rezolvencia vs. prvoradové teodrie

Vyrokovologicka rezolvencia pracuje s klauzalnymi teériami.

Vyrokovologicku teériu lahko upravime na klauzalnu — ekvivalentnymi
upravami do CNF.

Ale ¢o s formulami v logike prvého radu, kde st spojky zloZito skombi-
nované s kvantifikdtormi?

Prvoradové klauzuly a klauzalne teérie
Ujasnime si najprv, aky tvar chceme dosiahnut.

Definicia 15.7. Nech £ je jazyk logiky prvého radu.

Literdl jeatomickaformulaP(ty,...,t,,)jazyka £ alebojejnegacia ~P(ty,...,t,,).

Klauzula je vSeobecny uzéaver disjunkcie literdlov, teda uzavretd formula
jazyka £ v tvare Vx; ---Vx,(Ly V --- V L,) kde Ly, ..., L, su literaly
axy,..., X, suvsetky volné premenné formuly L, Vv --- v L,,. Klauzula
moze byt aj jednotkovd (VX L) alebo prdzdna ([7).

Klauzdlna teéria je mnozina klauzul {Cy, ..., C,,}. M0Ze byt tvorend aj jedi-
nou klauzulou alebo byt prazdna.

Prvoradova ekvivalencia

Postupovat budeme podobne ako vo vyrokovologickom pripade: Postupne
odstranime z tedrie implikacie, negacie zloZzenych formul, existencné kvan-
tifikatory, disjunkcie konjunkcii, vnorené vSeobecné kvantifikatory.

Podla mozZnosti budeme pouZivat ekvivalentné upravy v prvoradovom
zmysle:
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Definicia 15.8 (Prvoradova ekvivalencia). Mnoziny formul S a T sa (prvo-
radovo) ekvivalentné (S < T) vtt pre kazdu Struktiru M a kazdé ohodnote-
nie e plati M E S[e] vtt M E T/e].

Tvrdenie 15.9 (Ekvivalentnd prava). Nech X, A, B sti formuly a nechfree(A) =
free(B). AkA < B, takX < X[ A | B].

Nahradenie implikacii
Rovnako ako vo vyrokovej logike moézeme kazdu formulu (A — B) ekvi-
valentne nahradit formulou (—A Vv B).

Priklad 15.10.
Vx(dobré(x) A dieta(x) — Jy(dostane(x, y) A darcek(y)))
< Vx(—=(dobré(x) A dieta(x)) v dy(dostane(x, y) A darcek(y)))

Vx(—~dobré(x) — —3y dostane(x, y))
< Vx(——dobré(x) v -3y dostane(x, y))

Konverzia do negaé¢ného normalneho tvaru (NNF)

Definicia 15.11. Formula X je v negac¢nom normdlnom tvare (NNF) vtt ne-
obsahuje implikaciu a pre kazdu jej podformulu —A plati, Ze A je atomicka
formula.

Formulu bez implikacii do NNF upravime pomocou
« de Morganovych zakonov pre spojky:

-(AAB) & -AV-B -(AVB)s -AA-B

« pravidla dvojitej negicie:

—AS A

 zovSeobecneni de Morganovych zakonov pre kvantifikatory:

—JdxA o Vx-A aVxA < dx-A
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Konverzia do NNF

Tvrdenie 15.12. Pre kaZdu formulu X existuje formula Y v NNF taka, Ze
X&eY.

Priklad 15.13.

Vx(—(dobré(x) A dieta(x)) v Ay(dostane(x, y) A darcek(y)))
< Vx((—~dobré(x) v dieta(x) ) v dy(dostane(x, y) A darcek(y)))

Vx(——dobré(x) v =3y dostane(x, y) )
< Vx(dobré(x) v Vy ~dostane(x, y) )

Skolemizacia

Skolemizdcia (podla noérskeho logika Thoralfa Skolema) je tiprava for-
muly X v NNF, ktorou nahradime existencné kvantifikatory novymi kon-
Stantami alebo funkénymi symbolmi.

Podoba4 sa pravidlu 6 v tablach, ale aplikuje sa naraz na vSetky existen¢né
kvantifikatory.

Vysledna formula je v novom, rozsirenom jazyku.

Nie je ekvivalentn4 s pdvodnou, ale je ekvisplnitelnd.

Definicia 15.14 (Prvorddova ekvisplnitelnost). Mnoziny formul S a T sa
(prvorddovo) rovnako splnitel'né (ekvisplnitelné, equisatisfiable) vtt S ma mo-
del vtt T ma model.

Skolemizacia — skolemovska konstanta

Lahky pripad (v podstate pravidlo 6):

Vo formule X sa vyskytuje 3y A mimo vSetkych oblasti platnosti v§eobec-
nych kvantifikatorov.

1. Priddme do jazyka novu, skolemovskii konstantu c¢ (nebola doteraz
v jazyku v ziadnej tlohe).

2. Kazdy vyskyt podformuly 3y A v X mimo vSetkych oblasti platnosti
vSeobecnych kvantifikdtorov nahradime formulou

Aly = ¢}

208



KonsStanta ¢ pomentiva objekt, ktory existuje podla Jy A.
Priklad 15.15.

dx (dobré(x) A dieta(x))
~ dobré( nejaké_dobré_dieta ) A dieta( nejaké_dobré_dieta )

Skolemizacia — skolemovska funkcia
Vo formule X sa vyskytuje 3y A v oblasti platnosti vS§eobecnych kvantifi-
katorov premennych x, ..., x,;:

1. Priddme do jazyka novy funkény symbol, skolemovskii funkciu f.

2. Kazdy vyskyt 3y A v X voblasti platnosti kvantifikatorov Vx, ..., Vx,
nahradime formulou

A{y = f(xl’ X2y uees xn)}

Funkcia f pomentiva priradenie objektu y objektom x, ..., X,,.
Priklad 15.16.

Vx(—~dobré(x) v ~dieta(x) v dy(dostane(x, y) A darcek(y)))
> Vx(—~dobré(x) v —dieta(x) v
(dostane(x, darcek_pre(x) ) A darcek( darcek_pre(x))))

Skolemizacia

Tvrdenie 15.17. Pre kaZdu uzavretu formulu X vjazyku £ existuje formula Y
vo vhodnom rozsireni £' jazyka £ takd, Ze Y neobsahuje existencné kvantifi-
katory a X a 'Y su ekvisplnitelné.

209



Priklad 15.18.
EIz(R(z, z) AVx(=R(x,z) V Ju(R(x,u) A R(u, 2))
Vv Vy Ju(=R(y,v) A R(x,))
v Jv Yw(R(x,v) A R(v, w))))
w~ R(¢,¢) AVX(=R(x,¢) V (R(x, f1(x)) A R(f1(x),¢))
\ Vy(—-R(y, F206,9) AR(x, fo(x, }’)))
VYW (=R(x, f3(0) A R(f3(x), w)))

Konverzia do PNF

Definicia 15.19. Formula X je v prenexnom normdlnom tvare (PNF) vtt ma
tvar Q,x; Q,X; -+ Q,x, A, kde Q; € {V, 3}, x; je premennd a A je formula
bez kvantifikatorov (matica formuly X).

Skolemizovant formulu v NNF upravime do PNF opakovanou aplika-
ciou nasledujucich transformaécii:

« ak x nemd volny vyskyt v B,

(VXAAB)< Vx(AAB) (BAVXxA) < Vx(BAA)
(VxAVB) < Vx(AVB) (BVVxA)< Vx(BVA)

+ ak sa x ma volny vyskyt v B a y je novd premenna,

(VxAAB)o (VyA{x — y}AB) (BAVxA) < (BAVyA{x — y})
(VxAvB)e (VyA{x—y}vB) (BVVxA)e (BVvVyA{xm—y})

Konverzia do PNF

Tvrdenie 15.20. Pre kazdu formulu X v NNF bez existencnych kvantifikato-
rov existuje ekvivalentnd formula Y v PNF a NNF.

Priklad 15.21.
Vx(dobré(x) v Vy ~dostane(x, y) )
< Vx Vy (dobré(x) v -dostane(x,y))
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Pozor! Pre ekvivalentnost prenexovania je nutné, aby boli premenné via-
zané roznymi kvantifikatormi rézne:

(Vx A(x) V Vx B(x)) = Vx (A(x) V B(x)) (%]
(Vx A(x) VVxB(x)) © Vx(A(x) vV VxB(x))
S VxVy (A(x) vV B(®Y))
Prenexujte po jednom alebo premenujte premenné (eSte pred skolemiza-

ciou)

Konverzia do CNF
Maticu (najvicsiu podformulu bez kvantifikatorov) formuly v PNF upra-
vime do CNF pomocou distributivnosti a komutativnosti disjunkcie:

AVXAY) e (AVXIAAVY))
(XAY) VA e (XVAAX VA)

Priklad 15.22.

Vx(—~dobré(x) v ~dieta(x) v
(dostane(x, darcek_pre(x)) A darcek(darcek_pre(x))))

< Vx((—dobré(x) v —dieta(x) Vv dostane(x, darcek_pre(x))) A
(—dobré(x) v —~dieta(x) Vv darcek(daréek_pre(x))))

Konverzia do klauzalnej tedrie
Formula, ktorej matica je v CNF, je ekvivalentnd s konjunkciou klauzul:

Vx(AAB) < (VxAAVXB)
a konjunkcia klauzul je ekvivalentnd s ich mnoZinou:

{(Vx AAVxB)} & {Vx A,Vx B}
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Priklad 15.23.
{Vx((~dobré(x) v —dieta(x) v dostane(x, darek_pre(x))) A
(—dobré(x) v —dieta(x) Vv darcek(darcek_pre(x))) )}

< {(Vx(—~dobré(x) v —dieta(x) v dostane(x, darcek_pre(x))) A
Vx(—dobré(x) v —dieta(x) v darcek(daréek_pre(x))) )}

< {Vx(—~dobré(x) v —dieta(x) v dostane(x, darek_pre(x))),
Vx(—~dobré(x) v —dieta(x) Vv darcek(daréek_pre(x)))}

Konverzia do klauzalnej tedrie

Veta 15.24. Ku kaZdej teérii T v jazyku logiky prvého radu L existuje ekvis-
plnitelnd klauzdlna teéria v nejakom rozsireni £’ jazyka £ o skolemovské
konstanty a funkcie.

Priklad 15.25.

Vx (dobré(x) A dieta(x) — Jy(dostane(x, y) A darcek(y))),
dx (dobré(x) A dieta(x)), w
Vx (—dobré(x) — -3y dostane(x, y))
Vx;(—~dobré(x;) v ~dieta(x;) v dostane(x;, darcek_pre(x,))),
Vx,(—~dobré(x,) v ~dieta(x,) Vv darcek(darcek_pre(x,))),
dobré(nejaké_dobré_dieta), dieta(nejaké_dobré_dieta),
Vx; Vy (dobré(x;) vV ~dostane(xs, y))

Konverzia do prvoradovej CNF

Dokaz/algoritmus
T1: Implikacie nahradime disjunkciami.
Tn: Negacny normdlny tvar (NNF): Presunieme negéacie k atdmom.

Ty: Premenujeme premenné tak, aby kazdy kvantifikator viazal int pre-
mennu ako ostatné kvantifikatory.
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Ts: Skolemizdcia: Existen¢né kvantifikatory nahradime substittiiciou nimi
viazanych premennych za skolemovské konstanty/aplikacie skolemov-
skych funkcii na prislu§né v§eobecne kvantifikované premenné.

Tp: Prenexny normdlny tvar (PNF): presunieme v§eobecné kvantifikatory
na zaciatok formuly.

Tp: Konjunktivny normalny tvar (CNF): distribuujeme disjunkcie do kon-
junkcii.

Tx: Odstranime konjunkcie rozdelenim konjunktov do samostatne kvan-
tifikovanych klauzal.

Skolemizacia vytvori ekvisplnitel'nt tedriu, ostatné tipravy su ekvivalentné.

15.3 Rezolvencia v logike prvého radu

Rezolvencia a skratenie zapisu

Prvoraddovou rezolvenciou budeme odvodzovat désledky klauzalnych te-
Orii.
Dohoda 15.26. Vseobecné kvantifikatory v zapise klauzul budeme zaned-
bavat.

Teda namiesto Vx; --- Vx,(L; V --- V L,,) piSeme iba L; V --- V L,,,.

Usudky s klauzulami

Priklad 15.27. Kazdého m4 niekto rad jeho najlepsi kamarét/najlepsia ka-
maratka (NK):
7y r(nk(y),y)

Kto ma rad Dadu, toho Edo nema rad:
Vx(=r(x, D) Vv =r(E, x)),
Teda aj Dadu m4 niekto rad:

r(nk(D), D)
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Ak Dadin NK ma rad Dadu, tak ho Edo nema rad:
=r(nk(D), D) v =r(E, nk(D)).
Preto (vyrokovou rezolvenciou):

r(nk(D), D)
(=r(nk(D), D) v =r(E, nk(D)))
=r(E, nk(D))

Usudky s klauzulami
Cely tisudok z prikladu aj s dosadeniami:

Vyr(nk(y), y)
Vx(=r( x, D)v-r(E x))
=r(E, nk(D))

Aby sme klauzuly mohli rezolvovat, potrebovali sme substittciu:
o ={x—nk(D),y — D}

Po substitucii 0 maju komplementarne literdly rovnaké argumenty predi-
katu:
r(nk(y), y )o = r(nk(D), D)
-r(  x, D)o =-r(nk(D),D)
Unifikatory

Definicia 15.28. Nech A, B st postupnosti symbolov, o je substittcia. Sub-
stitucia o je unifikatorom A a B vtt Ao = Bo.

Priklad 15.29.

« A; = r(filantrop, y), B; = r(x, D),
o, = {x — filantrop,y ~ D}

® AZ = r(nk(Y)’ Y)9 BZ = r(X9 D)’
g, = {x — nk(D),y — D}
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° A3 = r(nk(Y)7 Y)’ BS = r(E7 X);
o3 = 177 neexistuje!

® A4 = r(nk(Y)a Y)’ B4 = r(X’ X),
o4 = 777 neexistuje!

Skladanie substittcii, premenovanie premennych

Definicia 15.30. Necho ={x; — t1,...,x, > t,}a0 ={y; > $1,..., ¥,
S, } su substitucie. ZloZenim (kompogziciou) substitucii o a 6 je substitucia
00 = {x; & 4,6,...,x, & 1,0,y; = S, P oS b kde {y;, Ly ) =
{yh ’ym} \ {xh e xn}-

Priklad 15.31.
o ={xrnk(y), z~ y}

6 = {y — filantrop}

06 = {x — nk(filantrop),
z — filantrop, y — filantrop}

Unifikatory
Definicia 15.32. Nech A, B su postupnosti symbolov, o a 6 su substittcie.
o je vSeobecnejsia ako 6 vtt existuje subst. y taka, ze 6 = gy.

o je najvSeobecnejsim unifikatorom A a B vtt
+ 0 je unifikdtorom A a B a zaroven

« pre kazdy unifikator 6 A a B je o vSeobecnejsia ako 6.
Priklad 15.33. As = r(nk(x),y), Bs = r(u,v)

¢ 0517 = {u > nk(D),v — y,x = D} 085 = {u — nk(D),v — Biba,x —
D,y — Biba} ys; = {y — Biba}

¢ 05, ={u > nk(x),v = y}0s, = {u > nk(D),v - y,x = Dlys, = {x =
D}
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Unifikatory a rezolvencia
Priklad 15.34.

r(nk(y),y)o
(=r(x,D) v =r(E, x)o
=r(E, x)o
g ={x~ nk(D),y — D}
r(nk(D), D)
= r(nk(D), D)v-r(E, nk(D))
=r(E, nk(D))

Unifikatory a rezolvencia

Priklad 15.35. Rovnaké premenné v klauzuldch mézu zabranit unifikacii
literalov:

r(nk(x), x) —r(x, D) v =r(E, x)
Klauzuly su vSak vSeobecne kvantifikované nezdvisle od seba. Premenova-
nie premennych v jednej z nich nezmeni jej vyznam, ale umozni unifikaciu
(vid predchadzajuci priklad).

r(nk(y),y) —r(x, D) v =r(E, x)
Definicia 15.36. Premenovanim premennych je kazda substituciac = {x; —
Viss Xy = Y}, kKde yq, ..., Y, SU premenné.

Prvoradova rezolvencia — pravidla

Definicia 15.37. Nech C a D su prvoradové klauzuly, nech A a B su atéomy,
nech L a K su literaly.

Rezolvencia (angl. resolution) je odvodzovacie pravidlo

AvC -BvD
(COV D)o

o je unifikator A6 a B,
6 je premenovanie premennych.
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Faktorizdcia (angl. factoring) je odvodzovacie pravidlo

LvKvC

W O'je unifikator L a K.

Faktorizicia je zov§eobecnenie idempotencie pri vyrokovej rezolvencii.

Rezolvencia postupne
Rezolvenciu

—P(x) Vv Q(y,x) VR(f(x,y),y)  —R(x,¢)
=P(x) v =Q(c, x)

si mdZeme predstavit ako postupny proces:

=R(x, c)
premenovanie: L x—2z}
=P v =Q(y, %) V R(f(x, y),y) ~R(z, )
unifikacia: I {ymczefix,0} |

=P(x) v =Q(c, x) V R(f(x, c), ) =R(f(x, c), c)
=PO) Vv =Q(c, x)

Rezolvencné odvodenie a zamietnutie
Definicia 15.38. Nech T je klauzélna tedria.

Rezolvencnym odvodenim z T je kazda (aj nekonecnd) postupnost klauzul
Z =(C,Cy,...,Cph,...), kde kazda klauzula C;, 1 < i < n, je:
« prvkom T, alebo

« odvodena pravidlom rezolvencie z klauzil C; a Cy, ktoré sav 2
nachadzaju pred C; (teda j, k < i), alebo

« odvodend pravidlom faktorizacie z klauzuly C;, ktord sa v 2 na-
chadza pred C; (teda j < i).

Zamietnutim T (angl. refutation) je kazdé kone¢né rezolven¢né odvodenie
Z =(Cy,Cs,...,Cp), kde C, = [].
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Refutacna korektnost a uplnost rezolvencie

Veta 15.39 (Refutacna korektnost a tplnost rezolvencie). Nech T je klau-
zdlna tedria. Potom existuje zamietnutie T vit T je nesplnitel'nd.

Priklad 15.40. DokaZme nesplnitelnost:

Vx r(nk(x), x),
Vx Yy r(x, nk(y)),
Vx(=r(x, D) v =r(E, x))

Rezolvencia a vyplyvanie
PretoZe kazdu te6riu mdéZeme transformovat na ekvisplnitelnt klauzalnu
tedriu, dostavame:

Dosledok 15.41 (Uplnost rezolvencie). Nech T je teéria, nech X je uzavretd
formula. Nech T}, = {Cy, ..., Cp,} je klauzdlna tedria ekvisplnitelna s T U{-X}.
Potom z T vyplyva X vtt existuje zamietnutie TS(.
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