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1 Uvod

Prirodzené vychodisko pre stidium informatiky predstavuje matematicka logika, ktora
charakterizuje zo vSeobecného hladiska vyjadrovacie prostriedky a pracovné postupy
matematiky.

Jednou z charakteristickych stranok matematiky je praca s abstraktnymi objektami,
¢i uz su to cisla, funkcie, relacie, plochy, struktaty, pripadne nieco iné.

Matematicka logika ddva sktimaniu takychto objektov novy rozmer tym, ze studuje
jazyk matematiky, sposoby, akymi si abstraktné objekty definované a zakonitosti, kto-
rymi sa matematik riadi, pokial uvazuje o matematickych objektoch. Treba povedat, Ze
matematickd logika je v porovnani s inymi partiami matematiky pomerne mlada dis-
ciplina. Rok 1879, ked G. Frege publikoval svoj spis o predikatove] logike byva niekedy
spajany so zrodom tejto novej discipliny.

Poznamenévame, Ze by bolo nespravne sa domnievat, Ze az so vznikom matematicke;
logiky dostava matematika logicka vystavbu a pevné usporiadanie. Pojem dokazu, ktory
rozhodujicim spésobom ovplyvnil vystavbu matematiky, patri uz starovekej Gréckej
matematike. Znamenal vznik matematiky ako deduktivnej vedy. Pripomenime len zname
Euklidove knihy, kde je geometria budovand na zdklade niekolko postuldtov, z ktorych
st postupne odvodzované vsetky dalsie tvrdenia euklidovskej geometrie.

Kazd4 matematickd veta musi mat dokaz, ktory vychadza z explicitne vyjadrenych
predpokladov. Dokaz musi ukéazat, Ze veta je odvodend z predpokladov len rozumovou
(logickou) tivahou. Matematik (mlcky) predpokladd, ze rozumie pojmu dokaz a ze bude
schopny presved¢it sa o spravnosti kazdého kroku odvodenia. Ulohou rozhodcu v spor-
nych pripadoch od zaciatku hrala klasicka logika, ktorej koneénti podobu formuloval
Aristoteles. Matematické logika vznikd az neskor, v dobe, ked vrcholi snaha po presnom
vyjadreni zdkladov matematiky vyjadrenim pojmu ¢isla, funkcie a dalsich pojmov, ktoré
sa dostali do popredia zaujmu uz rozvinutej matematickej analyzy, algebry a geometrie.

Novy a ne¢akany impulz k rozvoju matematickej logiky dali objavy paradoxov tedrie
mnozin na prelome storocia. Otazku paradoxov, z ktorych menujeme aspon Russellov
paradox, uz nebolo mozné riesit prostriedkami klasickej logiky. Jedno z prvych rieseni
podal Russell sdm v ramci tzv. tedrie typov. Dnes najrozsirenejsim riesenim je axioma-
tickd vystavba tedérie mnozin na zaklade predikatovej logiky prvého radu.

Matematicka logika presla od pociatku minulého storocia rychlym vyvojom, rozvi-
nula mnoho u¢innych metdd, ktoré prispeli k vyjasneniu zakladov matematiky a na-
chadzaju svoje uplatnenie v réznych Castich matematiky, matematickej informatiky i v
technike. V stcasnom obdobi jazyku i metédam matematickej logiky venuju zvysentu
pozornost lingvisti, fyzioldgovia, ekonémovia i predstavitelia réznych dalsich vedeckych
disciplin.

V prednaske z matematickej logiky si kladieme ciel vhodnou formou vylozit pojmy a
metédy matematickej logiky, najméi syntax a sémantiku logiky prvého radu. Ukézeme
pouzitie predikatového poctu prvého radu na zapis vlastnosti matematickych struktir.

Predlozeny text vznikol prepisanim prednasok z logiky pre Studentov odboru infor-
matika. Aj touto cestou vyjadrujem srdeént vdaku Studentovi Martinovi Dzurenkovi,
ktory sa podujal tito pracu vykonat.

Bratislava, na Jozefa 2004 Eduard Toman



1.1 Jazyk logiky

Najprv budeme analyzovat jazyk matematiky, aby sme ukdzali na jeho podstatné sucasti,
ktoré musi logika zachytit, pokial chce k zdkladom matematiky nie¢o podstatné povedat.

V matematike pracujeme s mnozstvom roznych objektov, napriklad to moézu byt
¢isla, body, geometrické utvary, zobrazenia alebo zlozitejsie matematické Struktary. Nie-
ktoré objekty maji svoje vlastné mend, napriklad nula, imaginarna jednotka, identické
zobrazenie, Eulerove ¢islo, Ludolfovo ¢islo, ktoré oznacuju jeden celkom urcity mate-
maticky objekt. K oznaceniu tychto Specidlnych objektov sa casto pouzivaju ustélené
symboly, napriklad 0, i, ¢4, €, 7, ktorym hovorime konstanty.

V matematike taktiez pouzivame vSeobecné nazvy, ktoré urcuju povahu objektov,
napriklad ¢islo, bod, Stvorec, ale inak neurcuji, o ktoré ¢islo, bod a Stvorec sa jedna.
Také vSeobecné nazvy pouzivame aj v beznom jazyku. K oznaceniu takjch vseobecnych
nazvov sa v matematike pouzivaja symboly, ktorym hovorime premenné. Ide spravidla
o pismend z konca abecedy x,, z,... Pri praci s objektami v matematike pouzivame
operdcie, napriklad ak pracujeme s ¢islami, pouzivame operaciu suc¢tu, sucinu, rozdielu,
pripadne iné. Casto pouzivané operacie maju svoje zvlastne oznacenie, napriklad +, -, —.
Operacia (povedzme sucet) je vlastne zobrazenie, funkcia, ktord niekolkym objektom
(napriklad ¢islam) priraduje vysledok (ich stcet). Jazyk logiky bude teda obsahovat
symboly pre operécie, ktorym budeme hovorit funkéné symboly. Ku kazdému funkdé-
nému symbolu je dané prirodzené ¢&islo, ktoré vyjadruje drnost symbolu, teda pocet
argumentov, na ktoré je symbol aplikovany. Ak je arnost symbolu rovné prirodzenému
¢islu n, hovorime, ze symbol je n-arny. Pre n < 3 sa pouzivaju zauzivané nazvy: symboly
pre sucet a suéin su bindrne (maju arnost dva), stretdvame sa s undrnymi symbolmi
(maju arnost jedna), napriklad symbol S, ktory oznacuje funkciu, ktorej hodnota pre
dané prirodzené ¢islo x je nasledujice prirodzené ¢islo, teda S(z) = x + 1. Symboly,
ktoré maju arnost tri sa nazyvaju terndrne. Vo vSeobecnom pripade sa stretdvame s
n-arnymi symbolmi, ktoré oznac¢uju funkciu n premennych. Je prirodzené chapat kon-
Stanty, ktoré uréuju konkrétny objekt (nezavisly na inych objektoch) ako 0-arne funkéné
symboly, teda symboly, ktoré nevyzaduji ziadny argument.

V matematike vyjadrujeme taktiez vztahy medzi objektami, napriklad ”¢islo x je
rovné dvojndsobku y”, 7r je mensie ako 1”. Pre niektoré vzfahy sa pouzivaju ustélené
oznacenia, napriklad = alebo <. Vyrazy x = 2y a x < 1 st symbolickym vyjadrenim
vztahov medzi ¢islami x, y, ktorych slovnti podobu sme uviedli v uvodzovkéach.

Vsimnime si, ze kazdy z tychto vyrazov zastupuje jednoduchu vetu slovenského ja-
zyka. V danom pripade islo o vzfah medzi dvoma ¢islami, si moZné aj vSeobenejsie
vztahy, napriklad ”¢&islo x lezi medzi y a z”, ktory uréuje vztah medzi troma ¢islami.
Jazyk logiky teda bude obsahovat symboly, ktoré vyjadruju vztah medzi individuami.
Hovorime im predikdtove symboly. Ku kazdému predikatovému symbolu je dané priro-
dzené ¢islo, arnost symbolu, ktoré udéva pocet argumentov. Teda symboly = a < st
binarne, vyjadruju vztah medzi dvoma ¢islami, vo vSeobecnosti sa mozeme stretnit s
n-arnymi predikatovymi symbolmi pre n > 1. Obdobou 0-arnych funkénych symbo-
lov by mohli byt ”logické konsStanty” oznacujice pravdu a nepravdu, ale nebudeme ich
pouzivat.

Jazyk logiky bude tiez obsahovat symboly pre logické spojky, ktoré st obdobou spo-
jek v beznom jazyku a dovoluju spédjat jednoduché vyrazy do zlozitejsich. K logickym
spojkam patria symboly A pre kojunkciu, V pre disjunkciu, — pre implikiciu, < pre
ekvivalenciu a symbol —, ktory oznacuje negaciu.



Ak pouzijeme predoglé vyrazy, mozeme tlohu logickych spojok ilustrovat nasleduju-
cim prikladom:

-r =2y ¢itame “neplati x = 2y”

r=2yANz <1l C¢Citame "z=2yax<l’
r=2yVe<l C¢itame "z =2y alebox <1”

r=2y —x <1 C¢citame 7z =2y implikuje z <1”
x=2y<—x <1 Cd{itame 7x =2y prave vtedy, ked x < 1”

Matematika pouziva taktiez fomulacie "pre kazdé x plati ...” alebo "existuje x také,
Ze ...”. Také jazykové obraty budeme nazyvat kvantifikicia premennych: Jazyk logiky
bude obsahovat aj symboly V a 3, ktorym hovorime vs§eobecny (univerzalny alebo velky)
kvantifikitor a ezistenény (alebo maly) kvantifikator.

V jazyku logiky uplatiiujeme aj pomocné symboly, ktoré pouzivame k zlepSeniu
Citatelnosti vyrazov. Pomocné symboly st spravidla rézne druhy zatvoriek (,),[,],{, }
atd. Ak z je premennd, potom vyrazy

(Vx)(x < 1)  Citame “pre kazdé x plati z < 17
(3z)(x = 2y) Ccitame Zexistuje x také, ze x = 2y”

Ukazuje sa, ze vSetky dolezité obraty jazyka matematiky mozeme zachytit vhodnou
volbou odpovedajucich symbolov v umelom symbolickom jazyku. Matematické tvrdenia
su potom vyjadrené urcitymi vyrazmi tohoto symbolického jazyka. Pre potreby réoznych
matematickych tedrii je mozné zostrojif rozne formélne jazyky.

Predchadzajice ivahy mozeme zhrnit nasledujicou definiciou:

Definicia: Jazyk 1. rddu obsahuje tieto symboly:
1. premenné x1,x2,...,Yy1,Y2,... ktorych je nekonecne vela

2. funkéné symboly f, g, h, ... ku kazdému symbolu je priradené prirodzené ¢islo vic-
ie alebo rovné 0, ktoré vyjadruje jeho -drnost

3. predikdtové symboly P,Q, R, ... ku kaZdému symbolu je priraden€ prirodzené cislo
vicsie alebo rovné 1, ktoré vyjadruje jeho -drnost

4. logické spojky -, \,V,—, <, ktoré vyjadruji v uvedenom poradi negdciu, konjun-
kciu, disjunkciu, implikdciu o ekvivalenciu

5. kvantifikatory ¥, 3 — vSeobecny (velky, univerzdlny) kvantifikdtor, existencény (maly)
kvantifikdator

6. pomocné symboly — zatvorky

Niektoré symboly st spolo¢né pre vsetky formalne jazyky — takéto symboly nazyvame
logické — st to symboly pre premenné, logické spojky, kvantifikatory, pomocné symboly
a symbol =, ktory vyjadruje rovnost (pokial je v jazyku obsiahnuty).

Zostavajice symboly, teda symboly pre funkcie a predikaty (mimo =) nazjvame
$pecialne. Su to symboly, ktoré oznacuju Specidlne operéacie a vztahy v jednotlivych ob-
lastiach matematiky. Je zrejmé, ze jazyk je uréeny udanim svojich Specidlnych symbolov.



Pokial jazyk obsahuje symbol = pre predikat rovnosti, hovorime, Ze ide o jazyk s rov-
nostou. V opa¢nom pripade ide o jazyk bez rovnosti. Napriklad jazyk tedrie mnozin je
jazyk prvého rddu s rovnostou, ktory ma jediny Specidlny symbol €, bindrny predikitovy
symbol, ktory vyjadruje patri¢nost prvku do mnoziny.

Zo symbolov jazyka sa podla istych pravidiel tvoria termy a formuly. Zatial nebudeme
popisovat syntaktické pravidla pre termy alebo formuly. Obmedzime sa na konstatovanie,
ze termy zodpovedaju ”dobre uzatvorkovanym” vyrazom, ktoré oznacuju vysledok po
vykonani naznacenych operacii a formuly zodpovedaji matematickym tvrdeniam.

Napriklad vyraz f(g(x,y),h(z),x), kde x,y, s premenné a f,g,h st postupne v
uvedenom poradi ternarny, binarny a unarny funkény symbol, je term. Vyrazy = = 2y
a x < 1 st jednoduché formuly.

Jazyky, ktoré sme popisali sa nazyvaju jazyky prvého radu. Premenné jazyka prvého
radu st vSeobecné nazvy pre individua (napriklad ¢islo). Jazyk neobsahuje premenné
pre mnoziny individui (napriklad mnoziny ¢isel, zobrazeni, relacii a podobne). Kvanti-
fikovat mozeme teda len premenné pre individud. Tym sa jazyky prvého radu lisia od
jazykov vyssich radov, kde napriklad jazyky druhého radu obsahuji premenné pre mno-
ziny individui, jazyky tretieho rddu obsahuju premenné pre mnoziny mnozin individui
a dovoluju kvantifikovat napriklad relcie, zobrazenia a podobne.

Logika, ktora pracuje len s jazykmi prvého radu sa nazyva logika prvého rddu. Je
cely rad dovodov, pre ktoré mozno logiku prvého radu povazovat za zakladny jazyk ma-
tematiky. Vzhladom na logiky vys$ich rddov mé jednoduchsi jazyk, ktory sa neodvoléva
na pojem mnoziny. Preto logika prvého radu moze sluzit ako zakladna tedria aj pre
tedriu mnozin. Pokusime sa ilustrovat moznosti (i obmedzenia) logiky prvého radu na
niekolkych prikladoch z algebry a tedrie mnozin.

Na popisanie usporiadanych mnozin nam staci jeden Specidlny symbol <, binarny
predikatovy symbol pre usporiadanie. Pracujeme s jazykom s rovnostou, ktory obsahuje
symbol <. Ciastoéné usporiadanie je charakterizované formulami:

(Va)(=(z < z))

Vx)Vy)(V2)[(x <y ANy < z) =z < Z]

Prva z nich stanovuje, ze usporiadanie nie je reflexivne a druha vyjadruje tranzitiv-
nost usporiadania.

K studiu telies je mozno pouzif jazyk s rovnostou, ktory obsahuje $pecidlne sym-
boly 0,1,+, . Prvé dva z nich st konstanty oznacujtce nulu a jednotku, druhé dva su
binarne funkéné symboly oznacujice operécie sc¢itania a nasobenia. V tomto jazyku je
mozné vyjadrit obvyklé axiémy telesa; to nechdvam ¢itatelom ako cvicenie. Ak z je pre-
mennd, potom termy z,(x + z),x + (z + =),z + (z + (x + z)),... budeme oznacovat
I1xz,2x2,3x2,4Xx,...abudeme im hovorit prirodzené nésobky x, vyraz p x x, kde p
je prirodzené ¢&islo, zastupuje term, ktory moze byt dost dlhy. Pokial pre nejaké nenulové
prirodzené ¢islo p v uréitom telese plati formula px 1 = 0 hovorime, Ze teleso ma kone¢nt
charakteristiku. Najmensie ¢islo p, pre ktoré tento vztah plati je charakteristikou telesa.
Ak pre ziadne nenulové p vztah neplati hovorime, Ze teleso méa charakteristiku nula.
Ak pridame k axiémam telesa vSetky formuly tvaru p X 1 # 0 pre nenulové prirodzené
¢isla p, dostdvame axiémy telesa charakteristiky nula. Je prirodzené, ked si polozime
otdzku, ¢i telesd charakteristiky nula je mozné axiomatizovat koneénym poctom axidm.
Negativna odpoved je obsiahnuté v nasledovnom tvrdeni.



Tvrdenie 1: KazZdd konecnd mnozina formul, ktoré su splnené vo vsetkych telesdch
charakteristiky nula, plati aj vo vsetkych telesdch dost velkej koneénej charakteristiky.

Toto tvrdenie je jednoduchym désledkom vety o kompaktnosti predikatovej logiky pr-
vého radu. S vetou o kompaktnosti sa zoznamime neskor. Vratme sa este k prikladu
telies charakteristiky nula, vSimnime si, Ze tieto telesa je mozné charakterizovat jedinou
axiémou, ak zavedieme esSte jeden druh premennych pre prirodzené ¢isla a dovolime ich
kvantifikdciu. Ak p je premennéa pre prirodzené ¢isla, potom namiesto predoslych formul
vystacime s jedinou formulou (Vp)(p # 0 — p x 1 # 0).

Slaba logika druhého radu je teda silnejsia nez logika prvého radu. Z toho, ¢o sme
povedali o dékaze Tvrdenia 1 vyplyva, ze veta o kompaktnosti neplati pre slabt logiku
druhého radu. Zostaneme este v jazyku prvého radu tedrie telies. Poznamenavame, ze
niektoré vlastnosti, napriklad, Ze ide o teleso redlnych ¢isel, nie je mozné v tomto jazyku
vyjadrit ani nekoneénym pocétom formil. Dosledkom Léwenheim-Skolemovej vety je aj
nasledujice tvrdenie.

Tvrdenie 2: Ziadna mnozina formil jazyka prvého rddu tedrie telies neurcuje teleso
redlnych cisel jednoznacne aZ na izomorfizmus.

Uvedené vysledky so stupajicou gradaciou ukazuji na obmedzenia dané jazykom pr-
vého radu. Moze teda logika prvého radu vyhoviet vSsetkym poziadavkam tak, aby bola
spolahlivym vychodiskom k budovaniu matematiky? Prv nez odpovieme, vrafme sa k
uvedenym prikladom. V pripade telies charakteristiky nula spociva obtiaz v tom, ze
pouzity jazyk prvého radu mal premenné len pre prvky telesa a nie pre prirodzené
¢isla. V pripade telesa realnych ¢isel ide o to, Ze nemame moznost hovorif o mnozinach
readlnych ¢isel a vyjadrif tak vetu o supréme, ktora je dolezitou charakteristikou telesa
realnych cisel. Tieto obtiaze odpadnt, ak pouzijeme jazyk tedrie mnozin. V nom mézeme
pomocou jediného druhu premennych (pre mnoziny) popisovat jednotlivé ¢isla (prvky
telesa), mnoziny ¢isel a prirodzené ¢isla. Tym sa vraciame k nasej pociatocnej téze, ze
logika prvého rddu moze byt chapand ako zéklad k budovaniu matematiky. Téza je plne
opravnend, pokial budujeme matematiku na mnozinovom zéklade. Tento fakt poukazuje
na Specificki llohu tedrie mnozin v matematike. Predchadzajica tivaha naznacuje, ze
redukcia logickych systémov vyssieho rddu do logiky prvého radu je mozné prostrednic-
tvom tedrie mnozin.

1.2 Formalne systémy logiky

Popisali sme jazyk logiky prvého radu a zoznamili sme sa s jeho vyjadrovacimi moznos-
tami. Na vhodnom mieste podrobne popiSeme pravidla, ktorymi sa riadi syntax dvoch
dolezitych typov vyrazov - termov a formul. Zatial sa uspokojime s konStatovanim, Ze
termy oznacuju urcité individua, ktoré su vysledkom naznacenych operacii a formuly st
vyrazy, ktoré vyjadruji matematické tvrdenia. Povedali sme, Ze kazdé tvrdenie — veta,
musi mat dokaz, ktory je odvodeny z explicitne vyjadrenych predpokladov, len logickou
avahou. Takéto vymedzenie si kladie prinajmensom dve prirodzené otazky:

Je mozné pojem dokazu presne definovat?
Aké€ su logické pravidld, ktorymi sa riadi odvodzovanie?



Odpoved na prvi otézku je jednoduchsia, uz méme pripraveny jazyk logiky, v ktorom
bude mozné dokazy vyjadrovat. Ako sme uz prv ukazali jazyk prvého rddu je symbolicky
a matematické tvrdenia s vyjadrené koneénymi postupnostami symbolov — formulami.
Prirodzeny jazyk, v naSom pripade slovencina, ktorym o matematike hovorime, je odlisny
a zostava v ulohe metajazyka. Tym sa vyhneme nebezpeciu sémantickych paradoxov, ku
ktorym moze dojst, ak pouZivame prirodzeny jazyk v oboch rovinach teda ako jazyk
matematickej tedrie i ako metajazyk, ktorym o tedrii hovorime (paradox klaméara a iné).
Zvoleny pristup zdoraziiuje finitné hladisko, predmetom $tudia st formuly, teda konecné
postupnosti symbolov, ktoré mame (aspon v principe) plne pod kontrolou.

Dokaz mozno definovat ako koneénii postupnost formul, ktorej kazdy ¢len je bud
nejaké zakladné tvrdenie — axidma alebo je z niektorych predchadzajicich ¢lenov po-
stupnosti odvodend jednym z odvodzovacich pravidiel.

Definicia: Formadlny systém tvoria nasledovné zlozky:
1. jazyk, z ktorého symbolov vytvdrame konecné postupnosti, najmda termy a formuly
2. azxiomy — su isté formuly, ktoré pokladdme za zdkladné pravdivé tvrdenia

3. odvodzovacie pravidld — su to syntaktické pravidld, pomocou ktorych sa z jednej
alebo viacej formaul vytvdra dalsia odvodend formula

Definicia: Dokazom vo formdlnom systéme je koneénd postupnost formaiil, ktorej élenmi
st niektoré axiomy a formuly odvodené z predchddzajicich ¢lenov postupnosti podla od-
vodzovacich pravidiel

Definicia: Hovorime, Ze formula A je teorémou formdineho systému alebo Ze je od-
voditelnd vo formdlnom systéme, ak existuje jej dokaz; t.j. koneénd postupnost formail,
ktorej posledngym clenom je formula A (pocet clenov postupnosti sa nazjva dizka dokazu)

Uvedena definicia vcelku idedlne vyjadruje intuitivny pojem dokazu. Odvodzovanie vy-
chadza z predpokladov a postupuje podla presnych syntaktickych pravidiel, ktoré sa
kontrolovatelné v kazdom kroku.

Prejdime teraz k druhej otézke, aké sa logické pravidla, ktorymi sa riadi odvodzo-
vanie? Na rozdiel od prvej predstavuje druha otazka hlboky problém zakladov ma-
tematiky a ma i filozoficky rozmer. V intuitivhom pojati sa jednotlivé kroky doékazu
odvodzuju z predpokladov len rozumovou (logickou) tvahou. T4 je vo formélnom odvo-
dzovani zasttpend volbou odvodzovacich pravidiel a volbou niektorych axiém. Stojime
teda pred otézkou, aké axidmy logiky a aké odvodzovacie pravidla mame volit. Ich vol-
bou ovplyviiujeme triedu formil, ktoré je mozné v danom formélnom systéme odvodit.
V matematike najzauzivanejsia takzvana klasicka predikatova logika prvého radu riesi
tuto otazku odkazom na sémantiku. Logické axiéomy st ”univerzalne platné” formuly, to
znamenad formuly, ktoré si ”pravdivé” pri kazdej interpretacii symbolov jazyka a odvo-
dzovacie pravidla st "korektné” v tom zmysle, ze z pravdivej formuly odvodzuju vzdy
opit ”pravdivi” formulu. Je zrejmé, Ze za axiémy logiky nemusime brat vSetky ”univer-
zélne platné” formuly, pokial sa ndm z nich podari vybraf uréitt podmnozinu a zvolime
odvodzovacie pravidla tak, ze z vybranych formul mézeme vSetky ostatné ”univerzalne
platné” formuly dokazaft. formélny systém predikatovej logiky, ktory vznikne popisanym
spdsobom si vysluzil privlastok klasicky, pretoze je v istom zmysle rozsirenim klasickej
logiky.



Budovanie logiky je Ucelné rozdelit do niekolkych etdp, ktoré tvoria ucelené casti
logiky a maju aj svoje urcité nazvy. Najprv popiSeme axiémy a odvodzovacie pravidla,
ktoré urcuja vlastnosti logickych spojok. Odpovedajtci formalny systém sa nazyva vy-
rokovd logika. V dalSom pridame axiémy a odvodzovacie pravidla pre kvantifikitory,
¢im vznikne predikdtovd logika bez rovnosti. Nakoniec pridanim axiom pre predikat rov-
nosti je dana predikdtovd logika s rovnostou. V jednotlivych krokoch sa dozvieme, aky
obsah maji pojmy ”pravdivy”, "korektny” a dalSie pojmy, ktoré sme doposial pouzivali
v uvodzovkach. Adekvatnost formélneho systému na riesenie druhej otdzky bude vyjad-
rend vetou o uplnosti, ktora tvrdi, ze formalny systém logiky odvodzuje prave vSetky

”univerzalne platné” formuly.



2 Vyrokova logika

2.1 Syntax vyrokovej logiky

Pri stadiu vlastnosti logickych spojok odhliadneme od ostatnych symbolov, to znamena
od $pecialnych symbolov, kvantifikdtorov a symbolov pre rovnost. To ¢o robime pripo-
mina rozbor stuvetia, pri ktorom sa nepustame do rozboru jednotlivych viet. Jednotlivé
vety chapeme ako nedelitelny celok, ako zakladné komponenty suvetia. V jazyku vyro-
kovej logiky sa tento pristup prejavuje tym, ze je dand mnozina takzvanych prvotnych
formil, ktoré st zakladnymi zlozkami vSetkych ostatnych formal. Kazda formula vznikne
z konecného poctu prvotnych formul pouzitim logickych spojok.

Definicia: Nech P je neprdazdna mnoZina; jej prvky nazveme prvotné formuly. Mozu
to byt vety prirodzeného jazyka, slovd nejakého formdineho jazyka alebo len pismend

(p.q,7,...,p1,D2,--.)

Definicia: Jazyk L(P) vyrokovej logiky nad mnoZinou P obsahuje okrem prvkov mno-
Ziny P symboly pre logické spojky (—,\,V,—,« ), dalej pomocné symboly (rézne typy
zdtvoriek). Hovorime, Ze P je mnoZina prvotnych formail jazyka L(P) resp. Ly,

Definicia: Vyrokove formuly jazyka L, definujeme pomocou nasledujicich syntaktic-
kych pravidiel:

1. kaZda prvotnd formula p € P je vyrokovd formula

2. ak su vyrazy A, B vyrokové formuly, potom vyrazy —A,(A N B),(AV B),(A —
B), (A < B) su vyrokové formuly

3. kazda vyrokovd formula vznikne konecngm pouZitim pravidiel (1) a (2)

Poznamka: Iné vyrokové formuly vo vyrokovej logike neexistuju.

Uvedena definicia popisuje sposob, akym sa zlozitejsie formuly tvoria z jednoduch-
sich. Hovorime, ze ide o induktivnu definiciu. Formula je popisand ako vyraz, ktory
vznikne z kone¢ného poc¢tu prvotnych formil, symbolov pre logické spojky a pomocnych
symbolov podla pravidiel 1-—3. Toto pojatie zdoraziuje finitné hladisko. Kazda formula
je koneény objekt, ktory mame (aspon v principe) plne pod kontrolou. Mnozina formul,
pravdivost a dokézatelnost formil st predmetom Stidia.

Zo vSeobecného hladiska je toto vymedzenie prili§ Specidlne. Pri mnohych logickych
tvahach nezalezi na tom, ¢o vlastne formuly si. MdZeme pracovat namiesto vyrazov s
prirodzenymi ¢islami, ktoré st ich kédy a podobne. Zvolené pojatie sa neodvolava na
ziadne zlozitejsie Struktiry a plne vyhovuje poziadavkam presného vymedzenia zakladov
matematiky:.

Definicia: Nech A je formula L, vyrokovej logiky. Jej podformulou je:
1. ona sama; ak A je prvotnd formula jazyka L,
2. ona sama; a kaZdd podformula B, ak A = (—B)
3. ona sama; a kazdd podfomula formil B a C, ak A = (AANB), A = (AV B),
A= (A— B) alebo A= (A < B)
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4. Ziadnych ingch podformil okrem tych, co si opisané v bodoch 1—38 niet

Priklad: Ak P = {p,q,r,s}, potom p,q,r,s st formuly jazyka L, podla (1), vyrazy
(pVq) a (g Ar) sa formuly podla (2) a nakoniec vyraz ((p vV q) — (¢ Ar)) je taktiez
formula podla (3). Vsetky st zaroven podformuly formuly ((p V ¢) — (¢ A r)). Podobne
vyraz (p — (¢ — (t — s))) je vyrokova formula, ktorej podformuly okrem jej samej st
formuly p, q,r, s a formuly (r — s), ¢ — (r — s). Je zrejmé, ze vyrazy (— p), (—— p),
pg/\ nie st vyrokové formuly.

Poznamka: Pri zapise formul prihliadneme k tomu, Ze pomocné symboly (zatvorky)
maju predovsetkym zlepsit ¢itatelnost formul. Pri pisani zatvoriek dovolujeme uréiti vol-
nost, pokial to nie je na ujmu zrozumitelnosti. Je napriklad obvyklé vynechévat krajné
zatvorky, ktoré st definiciou formuly predpisané, ale v skuto¢nosti ni¢ neoddeluji. Pi-
seme napriklad p — (¢ — r) namiesto (p — (¢ — 7)). Podla potreby budeme zavadzat
dalsie podobné dohody.

2.2 Sémantika vyrokovej logiky

Dalsim nasim cielom je ukéazaf ako pravdivost formuly zavisi na pravdivosti jej prvot-
nych zloziek.

Definicia:

e Pravdivostné ohodnotenie (valudcia) prvotnych formil jazyka L, je kaZdé zobraze-
nie v: P — {0,1}, ktoré kaZdej prvotnej formule p € P priradi hodnotu 0 (nepravda)
alebo hodnotu 1 (pravda)

o Indukciou podla dizky formuly definujeme rozsirenie T zobrazenia v na mnoZine
vsetkych formal jazyka L,:

v(A) =v(4) ak A je prvotna formula

v(—A) =0 ak U(A) = ina¢ v(-A) =1
U(AANB)=1 ak9(4)=7(B)=1 inda¢ Tv(AAB)=0
9(AVB)=0 akv(A)=9(B)=0 ina¢ Tv(AVvB)=1
U(A—B)=0 akv(4A)=1a9(B)=0 indi¢ ©v(A—B)=1
(A~ B)=1 akv(4)=719(B) ind¢ v(A < B) =

e Hovorime, Ze T(A) je pravdivostnd hodnota formuly A pri ohodnoteni v. Formula
A je pravdiva pri ohodnotent v, ak (A) = 1, inak je formula A nepravdivd.

Definicia:
1. Vyrokovd formula A je tautologia, ak ©(A) =1 pre lub. ohodnotenie v.

2. Vyrokovd formula A je splnitelnd, ak 5(A) = 1 pre nejaké ohodnotenie v. Ohod-
notenie s touto vlastnostou nazjvame model formuly A.

3. Mnozina formul T je splnitelnda, ak existuje v také, Ze 5(A) = 1 pre lubovolni
formulu A € T. Takéto ohodnotenie v nazyvame model T.

4. T A (¢itame ”A je tautologicky dosledok T”), akv(A) = 1 pre kazdé ohodnotenie
v, ktoré je modelom T.
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Poznamka: Ak T je prazdna mnozina, tak namiesto T = A piSeme = A (t.j. 7(A) =1
pre Tubovolné ohodnotenie v prvotnych formal L)

Poznamka:

1. Modelom prazdnej mnoziny formil je lubovolné ohodnotenie. Preto = A < A je
tautoldgia.

2. Ak T nie je splnitelna (je nesplnitelnd), potom Iubovolna formula je jej tautolo-
gickym doésledkom.

3. Ak je Ty nesplnitelnd mnozina formul a Ty C T', potom aj T je nesplnitelna.

4. Dahko sa vidi, ze ak T F A — B a T | A, tak potom T |= B, $pecidlne ak
(A — B) =1=1(A), tak potom T(B) = 1.

Priklad: Zékladné tautoldgie:
o (AV —A) - zdkon vylicenia tretieho
o —<(AN—A) - zdkon vylicenia sporom
e -(ANB) < (mAV -B) - De Morganove pravidld
e (AV B) < (mAN-B) — De Morganove pravidla

e = A — A - zakon dvojitej negdcie

2.3 Veta o kompaktnosti

Lema: MnoZina vietkych vyrokovijch formal utvorenych zo spodéitatelnej mnoziny prvot-
nych formaul je spocitatelnd mnoZina.

Dokaz: Nech f je prosté zobrazenie mnoziny P vSetkych prvotnych formul na mnozinu
prirodzenych éisel. Definujme zobrazenie f’ na mnozine P’ = P U {—,A,V,—, <, (,)}.
Pre z € P nech f'(z) = f(z) 4+ 10, pre z ¢ P je funkcia dand tabulkou

x /\\/—><—>—|()
Fy 1213 [4 [56]7

Nech {g;}ien je nekoneéné rastica mnozina prvoéisel. Nech si, s9, ..., si je slovo z abe-
cedy P’. Definujme funkciu F nad vsetkymi slovami z abecedy P’ takto:

F(s182...5,) = ¢ (sl)qg (s2) q,{ ()

Téo funkcia je prostd, teda formul je najviac tolko ako prir. éisel. KedZze existuje neko-
necne vela formul, tak podla Cantor-Bernsteinovej vety je ich préve Rg.

Veta: MnoZina T formal vyrokovej logiky je splnitelnd prdve vtedy, ked lubovolnd ko-
necnd Ty C T je splnitelnd.

Dokaz: Nech T je splnitelnd, teda existuje aspoii jedno ohodnotenie v prvotnych formul
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jazyka Ly, ze VA € T : 1(A) = 1. Pre kazdt podmnozinu Ty C T to musi samozrejme
platit tieZ.

Obratene: Nech mnozina formal 7' mé model; teda Jv VA € T : 5(A) = 1. Nech
S ={B|B € L, N7(B) = 1}. Potom mnozina S ma tieto vlastnosti:

1. SOT
2. kazda podmnozina mnoziny S je splnitelné

3. pre Tubobolni formulu A uvazovaného jazyka L, je bud A € S alebo =A € S, ale
nikdy nie sticasne

Ak kazda podmnozina Tp mnoziny T je splnitelnd, tak je aj mnozina formil T splnitelna.
Dékaz rozdelime na 2 casti:

1. najprv sa presvedéime, ze ak existuje mnozina S s vlastnostami (1), (2) a (3)
potom pomocou nej Tahko mozno definovat model T

2. skonstruujeme takd mnozinu S

1. Nech v je ohodnotenie také, ze pre Iubovolnt prvotna formulu p plati v(p) = 1 «
p € S. Indukciou vzhladom na dizku konstrukcie formuly A ukazeme, Ze pre fubovolni
formulu A plati: 7(A) =1 — A € S (uvedomme si, Ze formula je kone¢ny objekt).

1. béza indukcie: plati vdaka vyberu v

2. indukény krok: kedZe spojky —, A tvoria tplny systém, sta¢i ndm uvaZzovat iba
formuly tvorené prave tymito spojkami

e Uvazujme —A.
Plati 5(—A) = 0, ak T(A) = 1 a zéroven v(—A) =1, ak (A4) = 0. S vyuzitim
indukéného predpokladuv(A) =1 < A € S dostavame v7(—A) =1+« —~A € S
e Uvazujme A; N As.
Nech 7(A; A Az) = 1. Potom 5(A4;) = 1 aj 7(Az) = 1. Podla IP teda A; € S
aj Ay € S. Chceme dokézat, ze aj Ay A Ay € S. Postupujme sporom: Nech
A1NAg ¢ S, teda (A1 A As) € S. Uvazujme mnozinu { A, Ag, 7(A1ANA2)} C
S. Tato mnoZina nie je splnitelnd, ¢o nam dava pozadovany spor.
Obratene nech AjAAy € S. Teda Ay € Sa Ay € S. PodlaIP teda©(A4;) = 1aj
(Az) = 1. Zo sémantickych vlastnosti spojky A teda dostavame v(A; A Ag) =
1.

Teda existuje model S, ktory je zarovenn modelom pre T'.

2. Na zdklade predoslej lemy vieme, ze formul vyrokovej logiky je spocitatelne vela
a teda sa daju zoradit do postupnosti. Nech je to postupnost {4;};cn. Zostrojme mno-
ziny S; nasledovne:
So=T
Sit1 =S U{A;} ak kazda kone¢nd podmnozina mnoziny
S; U{A;} je splnitelna
Sit1 = S;U{—-A;} v opacnom pripade

Potom mnozina S = |J;~¢ S; ma pozadované vlastnosti. &
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Désledok: Nech T je mnozina formil a A je formula vyrokovej logiky. Potom T =
A — T' = A plati pre nejaki konecni podmnoZinu T' C T.

Dokaz: Plati: T = A — T U {—-A} je nesplnitelnd. Z predoslej vety vyplyva, Ze musi
existovat kone¢na nesplnitelnd mnozina Ty C T U {—A}. Definujme 7" = Ty \ {—A4}.
Potom plati: Ty = T" U {—A} je nesplnitelnd — T' = A.

Priklad: Usporiadant dvojicu (V, R) nazveme neorientovany graf, ak R je symetricka
a antireflexivna reldcia na mnozine V, t.j. ak R spliia podmienky:

(Vo)(Vy)(eRy — yRz) o  (Vo)-(zRx)
Graf (V', R') je podgraf grafu (V| R), ak plati:
V' CVAR C{(x,y),z € V' Aye V' A(zRy)}
Funkcia h : V' — {1,2,...,n} je zafarbenie grafu (V, R) n-farbami, ak plati:

(Va)(Vy) (z Ry — h(z) # h(y))

Cisla 1,2, ..., n reprezentuju n-farieb. Zafarbenie je pridelenie farieb vrcholom grafu tak,
aby vrcholom, ktoré st spojené hranou nebola nikdy priradena té ista farba, teda ide o
regularne zafarbenie.

Uvazujme nasledujice tvrdenie: Ak pre kazdy kone¢ny podgraf grafu (V) R) existuje
jeho regularne zafarbenie n-farbami, potom aj pre cely graf (V, R) existuje jeho regularne
zafarbenie n-farbami.

Toto tvrdenie dokdZeme prevedenim na vetu o kompaktnosti. Nech graf G = (V, R)
je dany, mozeme zvolit mnozinu T vyrokovych formil a dokonca aj mnozinu P prvot-
nych formal. Zvolme ju takto: P = {py;,z € V A1 < i < n}. Kazda dvojica (z,17) je
také, ze x je vrchol grafu a farba ¢ ma v mnozine P prvotna formulu p; ;, ktora repre-
zentuje tvrdenie, Ze vrcholu z bola priradena farba ¢. Za mnozinu T zvolme zjednotenie
nasledujtcich troch mnozin vyrokovych formiul:

{Pz1Vpz2V...Vprn;x €V} <« kazdy vrchol mé nejaka farbu
{pei — Pz j;i#j} <« alelen jednu
{pz,; — —pyi;xRy} <« susedné vrcholy majia rézne farby

Nech v je TubovoIné pravdivostné ohodnotenie, ktoré je modelom pre mnozinu formil
T. Z ohodnotenia v mézeme zostrojit funkciu h takto: h(x) definujeme ako to i, pre
ktoré plati v(ps;) = 1. Je zrejmé, ze ¢islo i je jednoznacne urcené a ze h je zafarbenie
grafu (V, R). Zdovodnili sme, ze ak je T splnitelna, tak graf (V, R) je mozné zafarbit
n-farbami.

Podobne moézeme zddvodnit, Ze ak existuje pre Tubovolny konecny podgraf grafu
(V, R) regularne zafarbenie n-farbami, potom kazda kone¢na ¢ast F' mnoziny T je spl-
nitelna. NaSe tvrdenie teda vyplyva bezprostredne z vety o kompaktnosti.

Poznamka: Predpokladajme, Ze T je mnozina, ktorej prvky st uzavreté podmnoZiny
intervalu (0,1) chdpaného ako podmnozina mnoziny R vSetkych realnych ¢isel. Ak ma

kazdych konecne vela prvkov mnoziny 7' neprazdny prienik, t.j. plati (| F # () pre kazda
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kone¢nt podmnozinu F' C T, potom existuje aspon jedno realne ¢islo, ktoré je sticasne
prvkom vSetkych prvkov mnoziny T, t.j. plati 7T # 0.

Prave uvedené tvrdenie sa v topoldgii nazyva princip kompaktnosti, redlny inter-
val (0,1) z topologického hladiska je kompaktnou mnozinou. Ak nahradime v principe
kompaktnosti terminy podla nasledujicej tabulky dostdvame taktiez pravdivé tvrdenie,
ktoré sa nazyva vetou o kompaktnosti vo vyrokovej logike.

uzavretd podmnozina intervalu (0,1) —  vyrokova formula
mnozina uzavretych mnozin — mnozina vyrokovych formil
prienik mnoziny je neprazdny — mnozina je splnitelna

2.4 Formalny systém vyrokovej logiky

Existuju dva hlavné pristupy k forméalnemu systému logiky pomenované podla dvoch
vyznamnych matematikov Prvy pristup — Gentzenovsky — presadzuje mensi poéet

.....

.....

pravidiel. Na tejto prednaske sa budeme pridrziavat prave Hilbertovského pristupu.

Definicia:

1. Hovorime, Ze konecénd postupnost formil Ay, Ao, ..., Ay, je dokazom (odvodenim)
formuly A, ak A, je formula A a pre lubovolné i < nA; je bud axidma alebo vypljva
z predchddzajicich formul Aj,j < i podla niektorého z odvodzovacich pravidiel.

2. Ak existuje dokaz formuly A hovorime, Ze A je dokdzatelnd a piseme - A. Hovo-
rime taktiez, Ze A je teoréma (veta) formdlneho systému.

Definicia: Formadalny systém vijrokovej logiky pozostdva z nasledujicich zloZiek:

1. Jazyk tvoria mnozZina P prvotnych formil, symboly pre logické spojky a pomocné
symboly

2. Tri schémy aziom (Nech A, B, C su lubovolné formuly vyrokovej logiky):

(4= (B — 4)) (A1)
(A= (B—-C)—((A—=B)—(A—=0C))) (A2)
(wB — -A) - (A— B)) (A3)
3. Pravidlo odvodenia "modus ponens”:
A28 yp)

Slovom: z formil A, A — B odvod formulu B
Priklad: - A — A

Dokaz:
l.krok FA— ((A— A)— A) (A1)
2.krok FA—-(A—A) —-A4)—-(A—-(A—-A)—(A—-A4) (A2)
3. krok F(A—(A— A)— (A— A) (1, 2, MP)
4. krok F(A— (A— A)) (A1)
5. krok FA— A (3, 4, MP)
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Definicia: Nech T je mnozina formaul vyrokovej logiky a A, Ay, ..., Ay, st formuly vyro-
kovej logiky. Hovorime, Ze postupnost formil Ay,..., A, je dokazom (odvodenim) for-
muly A z predpokladov T, ak A,, je formula A a pre lubovolnéi < n je A; bud azioma vy-
rokovej logiky alebo formula z mnoZiny T alebo A; je odvodend z formul Ay, As, ..., A1
pomocou niektorého pravidla odvodenia. Hovorime, Ze formula A je odvoditelnd z pred-
pokladov T, ak existuje dokaz (odvodenie) A z predpokladov T a oznacujeme T+ A.

2.5 Veta o dedukcii
Veta: Nech T je mnozina formaul vyrokovej logiky; A, B su formuly. Potom

THA—- B~ T,A-B

Dodkaz:

Predpokladajme, ze plati T+ A — B. Teda existuje A;, Ag, ..., A,(A — B), ¢o je
dokaz formuly A — B. Rozsirme T o formulu A (T'U {A} =T, A). Pouzijeme pravidlo
modus ponens a dostavame T, A - B.

Predpokladajme, Ze plati T, A - B, chceme dokdzat T+ A — B. Pouzijeme mate-
maticki indukciu vzhladom na dizku odvodenia formuly B z predpokladov T, A.

e baza indukcie: n = 1
rozliSime 3 pripady:

1. formula B je totozna s formulou A
Plati - A — A teda bude platift aj TH A — A

2. formula B je axioma
Plati - B — (A — B) aj - B. Pomocou pravidla modus ponens odvodime
FA— B.AtedaajTHA— B.

3. formula B je niektora z formul z mnoziny T
Plati - B — (A — B) aj T + B. Pomocou pravidla modus ponens odvodime
THA-— B.

e indukény krok:
Prepokladajme, Ze tvrdenie vety plati pre kazdé s < n. Mame dokézat, Ze tvrdenie
plati aj pre n. Vieme, ze T, A F B, teda existuje postupnost Aj, Ag, ..., Ap(B) —
dokaz formuly B. Rozoberme moznosti ako sa do tejto postupnosti mohla dostat
posledné formula A,, = B:

. formula B je totozna s formulou A (uz sme dokazovali)
. formula B je axiéma (uz sme dokazovali)

1
2
3. formula B je niektora z formil z mnoziny 7' (uz sme dokazovali)
4

. formula B vznikla pouzitim pravidla modus ponens na niektoré dve formuly
Ai,Aj =A,— B (Z,j <n)
Z indukéného predpokladu dostdvame 7'+ A — A; a T'= A — A;. Pouzitim
schémy (A2) dostaneme + (A — (4; — B)) — (A — A;)) — (A — B).
Dvojnasobnym pouzitim pravidla modus ponens nakoniec dostéavame T
A—B. &
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2.6 Postove vety

Lema 1:

F-A— (A— B)
F-—A— A

FA——-A
F(A— B) — (=B — —A)
FA— (-B— —(A— B))
F(-A—A)— A

ANl

Dokaz: Prvé tvrdenie:

1. krok F-A— (—|B — —|A) (Al)
2. krok —AF (=B — —A) (VD)
4. krok —-AF (A— B) (2, 3, MP)
5. krok A — (A — B) (VD)

Aby som neporusil peknu tradiciu matfyzackych skript prenechavam zvy$né dékazy na
usilovného ¢iatetela.

Lema 2: (o neutrilnej formule) Nech T je mnozina formail vyrokovej logiky; A,
B st formuly; nech T, A+ B aT,-AF B. Potom T + B.

Dokaz:
1.krok T,-A+B (predpoklad)
2. krok TFH-A—B ( D)
3.krok TF-B———A (Lema 1(4.), MP)
4. krok T, -BF-—A ( )
5.krok T,-BF A (Lema 1(2.), MP)
6. krok T,A+FB (predpoklad)
7.krok THA—B (VD)
8. krok T,-Br B (5,7, MP)
9. krok T+ -B— B (VD)
10. krok + (=B — B) — B (Lema 1(6.))
11. krok T+ B (9, 10, MP)

Definicia: Nech B je formula vyrokovej logiky, nech v je ohodnotenie prvotngch formal.
B oznacuje formulu B, ak T(B) = 1 resp. formulu =B, ak v(B) = 0.

Lema 3: Nech v je valudcia prvotnych formil. Nech p1,po,...,pn St vsetky prvotnée
formuly, ktoré sa vyskytuji vo formule A. Potom

P1D3, - Py EAY
Doékaz: matematickou indukciou vzhladom na konstrukciu formuly A
1. baza indukcie: A je prvotné formula, teda p” - p¥

2. indukény krok:
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e formula A je tvaru -B a v(B) = 0:
Teda BY = =B = A, dalej plati AY = (=B)" a zarovenn v(—B) = 1, teda
AY = A. Z indukéného predpokladu pf,ps,...,pt F BY mdézme teda odvodit
PL,p3, - pp A

e formula A je tvaru =B a v(B) = 1:
Teda BY = B, dalej plati AY = (=B)" a zaroven v(—B) = 0, teda A” = —=—B.
Z indukcéného predpokladu py,ps,...,py = BY s pomocou teorémy - B —
——B mozme teda odvodit py,ps,...,pk F AY

e formula A je tvaru C — D av(C) =9(D) = 1:
Teda C¥ = C, D" = D, AY = C — D. Z indukéného predpokladu py, ps, ..., pp
DV s pomocou teorémy - D — (C' — D) modzme teda odvodit py, ps, ..., p" F
AU

e formula A je tvaru C — D a9(C) =1A9(D) =0:
Teda CY = C, DY = =D, A = -(C — D). Z indukéného predpokladov
Py, 8, ...,pb FCV apy,py,...,pY F DY s pomocou teorémy + C — (-D —
—(C — D)) moézme teda odvodit pf,ps,...,pr F AY

e formula A je tvaru C — D a 9(C) = 0:
Teda C¥ = —-C, AY = C — D. Opif z indukéného predpokladu py, p§,...,pk F
C" s pomocou teorémy - -C' — (C' — D) moézme teda odvodit py, ps, ..., p" F
AU

Veta: (slaba forma vety o tplnosti)
FAeEA

(: Pre vgrokovi formulu A vyrokovej logiky plati, Ze je dokdzatelnd prave vtedy, ked je
tautoldgia :)

Doékaz:

Implikéciu zlava doprava dokazeme tak, ze ukazeme, ze axiémy (Al), (A2) a (A3) st
tautolégie (napr. tabulkovou metédou alebo sporom) a dalej Ze pravidlo modus ponens
je korektné (t.j. aplikovanim na tautolégie dostaneme opét tautolégiu).

Implikéciu sprava dolava dokdzeme nasledovne:
7 lemy 3 vieme,ze
P1spys - Py AY
Kedze A je tautoldgia, tak AV = A, ¢ize
PPy, o FA
Uvazujme dve ohodnotenia vy a ve také, ze
v1(pn) = 1, v2(pn) = 0 @ vi(p;) = va(p;) prei <n

Dostavame
pqiuvpg)a e 7p7uL)—17pTL l_ A a’plluvpéva e 7p7uL)—17ﬁpn '_ A

7 toho na zéklade lemy 2 vieme, Ze

pqiv7pz2ua tee ,p$,1 HA
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Viacnasobnym aplikovanim tohto postupu sa dostaneme az k tvrdeniu - A. &

Definicia: Hovorime, Ze formdlny systém je sporny, ak kazdd jeho formula je dokd-
zatelnd. V opacénom pripade je formalny systém bezosporny.

Definicia: Ak T je mnoZina formil (nejakého formdlneho systému) hovorime, Ze T
je spornd, ak kaZdd formula je dokdzatelnd z predpokladov T. Inak hovorime, Ze mmno-
zina formul T je bezospornd.

Poznamka: Formélny systém je bezosporny, ak je bezosporna prazdna mnoZzina pred-
pokladov.

Definicia: Bezosporné formdlne systémy nazgvame konzistentné (sporné naopak in-
konzistentné).

Poznamka: Sémanticky ekvivalent bezospornej mnoziny formul 7" je jej splnitelnost.
Désledok: Mnozina formil vijrokovej logiky je bezospornd prdve vtedy, ked je splnitelnd.

Dokaz: Predpokladajme, Zze mnozina formil 7T je splnitelné — ukazeme, Ze je bezosporna.
Nech v je ohodnotenie prvotnych formul, ktoré je modelom 7' (VA € T 5(A) = 1). Ko-
rektnost pravidla modus ponens ndm zarucuje, ze neodvodime ziadnu formulu B takt,
ze 1(B) = 0.

Obréatene: predpokladajme, ze T je bezosporna — ukézeme, ze méa model (je splni-
telnd). Budeme postupovat sporom. Nech teda 7" nie je splnitelna. Potom podla dosledku
vety o kompaknosti uréite existuje koneénd podmnozina {Aj, Ag,..., Ay} C T, ktora
nie je splnitelné. Pre kazdé ohodnotenie v sa najde formula A;, ze plati v(A;) = 0, ¢ize
formula X = —A; V -4y V...V —A, je tautoldgia. Dalej plati T - A; pre i = 1,n.
Pouzitim vety T - AANT F B = T + A A B (ktort neskdr dokazeme!) dostdvame
THFA ANAyN...NA,, teda T F =X. CiZe je dokdzatelna formula X aj jej negécia.
Pouzitim tautolégie - =B — (B — C'), pri¢om za B dosadime X dostavame T' - C, kde
C je Tubovolné formula. A to je spor s bezospornostou. &

Veta: (silnd forma vety o uplnosti) Pre lubovolni mnoZinu formil T a formulu
A plati:
THFAe TEA

Doékaz: Implikéciu zlava doprava dokazeme rovnako ako pri slabej forme vety.
Obratene nech T' = A, podla désleku vety o kompaktnosti plati, Ze existuje koneéna
podmnozina Ty = {A1, Aa, ..., A} C T, ze plati Ty = A.
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ThFA << F Ai—-(A2—(A3—...(4, —A)..)
{ pomocou slabej formy vety o tplnosti
F A — (A2 — (A3 — ... (4, — A)..))
{f pomocou vety o dedukcii

ToH A — A, Ay ... JALFA
Z Ty B A uz trividlne vyplyva aj T+ A. &

2.7 Dalsie vety

Lema 4:
1. ANBFA
2. ANBF+FB

3. AABFAAB

Dokaz: Prvé tvrdenie:

1. krok F -4 — (A— -B) (Lema 1(1.))
2. krok F-4—(A— -B)— —-(A—-B)— 4 (Lema 1(4.))
3. krok (A — -B) — A (1, 2, MP)
4. krok —-—A— A (Lema 1(2.))
5. krok —(A— —-B)— A (3, 4, jednoduchy sylogizmus)
6. krok —(A— -B)F A (VD)
7.krok ANBFA (ANB < —(A— -B))

Dokaz dalsich tvrdeni uz prenechavam usilovnému ditatelovi.

Poznamka: Pravidlo jednoduchého sylogizmu:

AA—B,B—C
C

Poznamka: A < B je skrateny zapis pre (A — B) A (B — A).

Désledok:

1. A«B+HFA—-B

2. A« BFB— A

3. A= BAB—A+FA<B

4. aktF A« B, potom T F A prave vtedy, ked T + B

Dosledok:
1. F(AAB)«< (BAA)

2. F(AANB)ANC — AN(BAC)
3. FA44—-(A2—...(A,—B)...)— (A1NA2AN...NA,) — B
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Veta: Nech formula A’ vznikne z formuly A nahradenim niektorych podformail Ay, As, . ..
!/ A/
27 ceey n-

formulami A},

Ked plati = A; < Al i =1,n, potomt A — A.

Doékaz: matematickou indukciou vzhladom na konstrukciu formuly A

1. baza indukcie trivialne plati

2. indukény krok:

e nech A =-B
1. krok + B« B’ (indukény predpoklad)
2. krok + (B — B') — (=B’ — —B) (Lema 1(4.))
+(B"— B) - (=B — —~B’) (Lema 1(4.))
3. krok F —B' — -B (1, 2, MP)
--B — B (1, 2, MP)
4. krok F -B' < —-B (3)
5. krok FA— A (A=-B)
e nech A=(B— ()
1. krok + B < B’ (IP
FC (O (IP
2. krok B',B'— B,B—C,C—-CFC (sylogizmus
3. krok B'—-B,B—C,C—C'FB —C (VD
4. krok B'— B,C—-C'F(B—C)— (B — () (VD
5.krok F(B—C)— (B — () (1, 4, MP
6. krok symetricky dokdZeme opa¢nti implikéciu (—
7.krok FHA— A (5, 6

Lema 5: (De Morganove pravidla)

1. F=(AAB)«< (mAV-B)
2. F-(AVB)«< (mAN-B)
Doékaz:
F=(AAB) < —-—(A— —-B)
= (A= -B)
— (—|A\/—|B)
H —\(A\/B) — (—\A/\—\B)
> —\(—\A — B)
e ~(=A = —=B)
— —AN-B
Désledok:
1. FA— (AVB)
FB— (AV B)
2. F(AVB)«< (BVA)
3. F(AVB)VC < AV (BVC)
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Dokaz: Prenechidvam na ditatela.

Veta: (o dokaze rozborom pripadov) Nech T je mnozina formil vyrokovej logiky a
A, B, C siu formuly vyrokovej logiky. Potom plati

T,(AVB)F-C < T,A-C A T,B+C

Daokaz: Pri dokaze implikacie zlava doprava sta¢i vyuzit predosla vetu (resp. dosledok).
Obratena implikacia:

lL.krok T,AFC = THA—C (IP, VD
T,B-C = T+B—C (IP, VD

.krok TH-C—-A = T,-CF-A (1, Lema 1(4.), VD
TH-C—-B = T,-Ct+-B (1, Lema 1(4.), VD

)

[\

— N N N N N N N

3. krok T,-C+F—-AA-B (Lema 4(3

4. krok TF-C — (mAAN-B) (VD
5.krok TF —=(-AA-B)— —-=C (Lema 1(4.)
6. krok TF-—AV--B — -=C (Lema 5(1.)
7.krok THAVB—C (Lema 1(2.)
8. krok T,AVBFC (VD

Désledok: (distributivita konjunkcii a disjunkcii)

1. F(AV(BAQC)) < ((AVB)A(AV())
2. F(AN(BVCQC)) < ((ANB)V(ANC))

Dokaz: Prenechdvam na citatela (je trosku dlhsi, ale aspon ziskate prax).

2.8 Konjunktivny a disjunktivny normalny tvar

Definicia: Prvotné formuly a ich negdcie nazgvame literdly.

Veta: Kazdd formula A vyrokovej logiky je ekvivalentnd istej formule tvaru
AL NASN ... N Ay,

kde kazdd z formul A; 1 < i < n je disjunkciou literdlov. Tento tvar nazgvame konjunk-
tivny mormdlny tvar.
Formula A je takiez ekvivalentnd istej formule tvaru

Bi1VByV...VB,,

kde kazdd z formul B; 1 <1 < n je konjunkciou literdlov. Tento tvar nazgvame disjunk-
tivny normdlny tvar.

Dokaz: matematickou indukciou vzhladom na zlozitost formuly A

1. baza indukcie: ak A je prvotna formula, tak je automaticky v konjunktivnom aj
disjunktivnom norméalnom tvare

2. indukény krok:
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e nech A =-B
Podla IP existuju pre B formuly By (resp. By) v KNF (resp. DNF). Ked

tieto formuly znegujeme dostaneme formuly ekvivalentné s A v DNF (resp.
KNF).

e nech A=(B— ()
Plati - (B — C) < (=B V C). Dalej podla IP vieme, %e - B «» By at C «
Ci. Dosadenim B := By, C := C} do formuly =B V C sa B, po znegovani
zmeni na Bj, a vyuzitim distributivity konjunkcii a disjunkcii m6zme formulu
upravit na KNF.
Ak pouzijeme zvyS$né dve tvrdenia IP a dosadime B := B, C := C4 po
znegovani dostaneme priamo formulu B); vV Cy v DNF. &

Veta: Nech A, Ay, Ao, ... Ay, si formuly a p1,ps,...,pn SU navzdjom rozne prvotné for-
muly, ktoré sa vyskytuji v A. Nech formula A’ vznikne z formuly A nahradenim kazZdého
vyskytu p; formulou A; i = 1,n. Potom - A=+ A’

Doékaz: Ak je A dokdzatelnd formula, tak z Postovej vety vyplyva, Ze je tautoldgia.
A teda pre lubovolné ohodnotenie v prvotnych formil je 7(A) = 1. Ak budeme namiesto
v(p;) vo formule A uvazovat T(A;) vo formule A’ nemoze sa nijako zmenit pravdivostna
hodnota, pretoze struktira formuly zostala rovnaka a na ohodnoteni prvkov tejto Struk-
tury nezéalezi. Teda A’ je tautoldgia a opétovnym pouZitim Postovej vety dostavame, Ze
A’ je dokdzatelné. &
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3 Predikatova logika

3.1

Syntax predikatovej logiky

Vo vyrokovej logike sme detailne skiimali vlastnosti logickych spojok, teraz budeme
pracovat s jazykom logiky prvého radu, ktory okrem spojok obsahuje eSte premenné,
funkéné symboly a predikatové symboly.

Definicia: Jazyk 1. rddu obsahuje:

1.
2.

6.
7.

neohranicene vela symbolov pre premenné x1,x2,...,Y1,Y2,.. -

symboly pre logické spojky —, \,V,—, <

. symboly pre kvantifikdtory V, 3

predikatové symboly P, Q, R, ... ku kaZdému symbolu je priradené prirodzené cislo
vicsie alebo rovné 1, ktoré vyjadruje jeho -drnost

. funkéné symboly f, g, h, ... ku kaZdému symbolu je priradené prirodzené ¢islo vdic-

ie alebo rovné 0, ktoré vyjadruje jeho -drnost

pomocné symboly — zatvorky, ciarku, ...

”

Specidlny predikdt =" - bindrny predikdt pre rovnost

Poznamka: Symboly pre premenné, spojky a kvantifikitory nazyvame logické, ak ide
o jazyk s rovnostou, symbol predikatu rovnosti pocitame taktiez k logickym symbolom.
Symboly pre ostatné predikaty a symboly pre funkcie urcuju Specifiké jazyka a odrazaja
oblast, ktort jazyk moze popisovat, preto ich nazyvame Speciélne. Jazyk prvého radu je

dany vypoctom Specidlnych symbolov.

Vyrazy jazyka prvého radu, ktoré maji matematicky zmysel mozeme rozdelit do
dvoch hlavnych skupin: termy a formuly.

Priklad: (jazykov 1. radu)

1.

Jazyk tedrie ostrého usporiadania: je jazyk s rovnostou (kvoli trichotémii), ktory
obsahuje jediny $pecidlny symbol ” <” — binarny predikatovy symbol

. Jazyk tedrie grap: jazyk 1. rddu s rovnostou, ktory obsahuje dva $pecidlne symboly:

"1" — nuldrny funkény symbol pre jednotkovy prvok a “+” — bindrny funkény

symbol pre grupova operaciu

Jazyk tedrie telies: jazyk 1. radu s rovnostou, ktory obsahuje dva binarne funkéné
symboly: “+"” a ”.” (s¢itanie a nasobenie) a dva nuldrne funkéné symboly pre
nulovy a jednotkovy prvok: “0” a ”1”

Jazyk tedrie mnozin: jazyk 1. rddu s rovnostou, ktory obsahuje jediny $pecidlny
symbol ” €’ — bindrny predikidtovy symbol oznacujtci patri¢nost

. Jazyk elementéarnej aritmetiky: jazyk 1. rddu s rovnostou, obsahujtci ”0” — nularny

funkény symbol, S — undrny funkény symbol pre nasledovnika, ”+"” a ”-” — binarne
funkéné symboly pre sc¢itanie a nasobenie
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Definicia: (Term)

1. KaZdd premennd a konstanta (nuldrny funkény symbol) je term.

2. Ak vgrazyty, ta, ..., t, sitermy a f je n-arny funkényg symbol, potom f(ti,ta, ..., t,)
je term.

3. Kazdy term vznikne konecnym poctom pouZiti pravidiel (1) a (2).

Priklad: V jazyku elementarnej aritmetiky st nasledujice vyrazy termy: 0, S(x), S(S(0)).
U zauzivanych bindrnych symbolov +, - (pripadne inych) piSeme (z+y) namiesto +(x, y)
a (x -y) namiesto -(x,y). Preto taktiez ((z+y)-0), ((S(0)+ (z-y))-S(0)) st termy. Ak
je f n-drny funkény symbol, f((x-y),y1,...,yn—1) je taktiez term.

Z definicie termu vidime, Ze ide o vyrazy, ktoré pomocou funkénych symbolov po-
pisuju skladanie operacii. Termy jazyka elementarnej aritmetiky moézeme chapat ako
symbolicky zapis vysledkov naznacenych operacii. Iny charakter maja formuly.

Definicia: (Formula)

1. Nech P je n-arny predikdatovy symbol a nech ty,ta,...,t, su termy. Potom vyraz
P(ty,ta, ..., ty) je atomickd formula.

2. Nech A, B siu formuly, potom A, ANB,AV B,A — B, A« B st formuly.

3. Ak z je premennd, A je formula, potom (Vx) A, (3z) A si formuly

4. Kazdd formula vznikne koneéngm poctom pouZiti pravidiel (1), (2) a (3).
Definicia: (Podformula) Nech A je formula. Jej podformulou sa nazyjva:

1. len ona sama, ak A je atomickd formula

2. ona sama a kazdd podformula formuly B, ak A = (—B) alebo A = (Vx)B, A =
(3x)B

3. ona sama a kaZdd podformula formul B a C, ak A = (BANC), A = (BV (),
A= (B—C) alebo A= (B« (C)

4. Ziadne in€ podformuly okrem tychto nepozndme

Poznamka: Podobne ako v pripade bindrnych funkénych symbolov +, -, atd. budeme
pisat (x = y), (z < y) namiesto = (z,y),< (x,y). V tomto pripade piSeme = # y na-
miesto —(z = y).

Priklad:

S(0) = (0.z) + S(0) (1)

(Fz)(y = x.2) (2)

(Vz)(z # 0 — (Fy)(z = S(v) )
su formuly jazyka aritmetiky. Formula (1) je atomicka, formuly (2) a (3) nie st atomické.
Formula (3) vznikla z atomickych formul (z = 0), (x = S(x)) pouzitim zodpovedajtcich

pravidiel:
2
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Prave sme sa presved¢ili, ze formula (Vz)(z # 0 — (Jy)(z = S(y))) vznikla predpisanym
sposobom. Formuly, ktoré sme v priebehu konstrukcie zostrojili (vratane nej samej) sa
nazyvaju jej podformuly.

Z predchadzajuicich definicii je zrejmé, ze termy a formuly st isté koneéné postupnosti
symbolov daného jazyka zostavené podla pevnych syntaktickych pravidiel. Lubovolna
kone¢ni postupnost symbolov budeme v kratkosti nazyvat slovo alebo vyraz. Ak je
nejaky symbol s napisany na i-tom mieste v slove S, hovorime, Ze s sa vyskytuje v slove
S na i-tom mieste. V takom pripade i-ty symbol v slove S nazyvame vyskyt symbolu s v
slove S. Napriklad symbol ( sa v vyskytuje vo formule (1) vo vyssie uvedenom priklade
na druhom, Siestom a trindstom mieste, symbol x sa vyskytuje v tej istej formule na
desiatom mieste (poc¢itame zlava doprava).

Spojovanie slov, ktorému sa taktiez hovori zretazenie (konkatenicia) je najjedno-
duchsia operécia, ktord je mozné so slovami prevadzat. Poslizi nam k presnejSiemu
popisu dalsich syntaktickych pojmov, ktoré budeme zavadzaf.

Ak su A, B slova, potom vyrazom AB oznacime slovo, ktoré vznikne zo slov A, B
tak, ze najprv napiSeme slovo A a za posledny symbol slova A (bez medzery) pripojime
slovo B.

Napriklad slovo 112 vznikne spojenim slov 1, 12 alebo taktiez zo slov 11, 2. Slovo,

ktoré vznikne spojenim slov A1, Ao, ..., A, v uvedenom poradi budeme oznacovat A1 As ...

Hovorime, zZe slovo C je podslovom slova A, ak slovo A méa tvar BCD pre nejaké
slova B, D.

Priklad: Nech ¢ je term f(x,g(z,y)). Potom slova g(z,y) a g(z,y)) su podslova slova
t. Prvé z nich je taktiez termom, druhé termom nie je.

Podobne slovo (Vz) je podslovom formuly (Vz)(z # 0 — (Jy)(z = S(y))), ale samé
nie je formulou.

Definicia: Nech ¢ je term a A je formula.
1. Hovorime, Ze term s je podtermom termu t, ak s je podslovom slova t.
2. Hovorime, Ze formula B je podformulou formuly A, ak B je podslovom slova A.

3. Hovorime, Ze dany vyskyt premennej x vo formule A je viazany, ak je sucastou
nejakej jej podformuly tvaru (Vz)B alebo (3x)B. Ak nie je dany vyskyt premennej
x viazany, hovorime, Ze je volnj.

4. Hovorime, Ze premennd x je volnd vo formule A, ak tam md volny vyskyt. Hovo-
rime, Ze premennd z je viazand vo formule A, ak tam md viazany vyskyt. (Toto je
trosku volny sposob definicie, pripusta totiZ obidva interpretdcie — riesenie spociva
v tom, Ze viazan€ premenné moino premenovat.)

5. Hovorime, Ze formula A je otvorend, ak neobsahuje Ziadnu viazani premennii.
Hovorime, Ze formula A je uzavretd, ak neobsahuje Ziadnu volni premenni. V
oboch pripadoch A nazgyvame formulou s cistymi premenngyms.

Poznamka 1: Je zrejmé, Ze otvorend formula vznikne zo svojich atomickych podformiil
len pomocou logickjch spojok, neobsahuje teda ziadne kvantifikatory. Uzavreta formula
naopak viaze kazda premenni niektorym kvantifikdtorom.
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Poznamka 2: Je treba si uvedomit, Ze jedna a ta ist4 premennd moze byt v danej
formule stcasne volnd i viazana, napriklad (r = z) — (3z)(z = z), kde premenna x
mé volny i viazany vyskyt. Tato situdcia je umoznend volnostou v definicii formuly, v
matematickej praxi sa také formuly vicsinou neuvadzaju. Ako uvidime neskér, viazané
premenné je mozné zamenit a tak sa podobnej situcii mozeme vzdy vyhnat. V takomto
pripade ako sme uviedli v definicii, formuly u ktorych kazda premenna je bud volna (a
nie je viazand) alebo len viazané (a nie volnd) sa niekedy nazyvaji formuly s ¢istymi
premennymi.

3.2 Sémantika predikatovej logiky

Teraz uz mame k dispozicii zdkladné fakty a pojmy o syntaxi predikatovej logiky, zaviedli
sme pojem termu, formuly a viazanosti, ktorit moze mat premenné vo formule. MéZeme
sktimat otazku struktuar, ktoré realizuji symboly jazyka predikatovej logiky a najmé to,
ktoré formuly st pravdivé v danej realizacii. Ak chceme dat symbolom jazyka nejaki ma-
tematicku interpretaciu, je treba zacat najprv od premennych, musime vymedzit obor,
ktory bude uréovat mozné "hodnoty” premennych. Taky obor bude neprazdna mnozZina
M # 0, jej prvky budeme nazyvat individua. Ak je vymedzené minimum individui,
potom je prirodzené sa pytat ako s realizované operacie, ktoré st naznacené v jazyku
L funkénymi symbolmi. Napriklad sa mozeme pytat, ktoré individuum bude odpovedat
suctu alebo inej operacii z danych individui univerza. Funkény symbol f (n-arny) z ja-
zyka L bude realizovany zobrazenim fy; : M™ — M tak, ze rovnost fas(i1,ia,...,in) =7
preii,io,...,in,J € M znamena, ze individuum j bude vysledkom operacie f prevedenej
na individuach i1, 49, ...,4,. Nakoniec zostéavaju predikatové symboly. Ak mame napri-
klad realizovat binarny predikdtovy symbol <, ktory ”porovnéva” individud, pouZzijeme
binarnu reliciu <3;C M?2. Podobne n-arne relicie Py C M™ budi realizacie n-arnych
predikatovych symbolov P. PretoZe na tej istej mnozine M je mozné predikat P resp.
funkciu f realizovat viacerymi réznymi relaciami resp. operdciami je teda spravnejsie
pisat Pyg a faq namiesto Py a fir, kde M bude oznacovat realizédciu. Zvlastnu poziciu
tu ma symbol =, ktory pocitame k symbolom logickym a ktory by mal byt realizovany
tak, aby odpovedal nasim predstavam o rovnosti. Preto ho nerealizujeme inak, nez ako
identitu individui. V definicii pravdivosti sa to odraza zvlastnou klauzulou, ktora defi-
nuje spliiovanie atomickych formil s rovnostou. Ostatné logické symboly ako spojky a
kvantifikitory nemé zmysel realizovat. Popisany subor, ktory obsahuje univerzum M,
funkcie a relacie na tomto univerze sa nazyva rela¢na Struktura.

Definicia: Nech L je jazyk 1. rddu. Relacnd Struktira M, ktord obsahuje:
1. neprdzdnu mnozinu M (univerzum), ktorej prvky sa nazgvaji individud
2. zobrazenia fyr : M™ — M pre kazdy n-drny funkcény symbol f jazyka L

3. n-drnu reldciu Pyy € M™ pre kazdy n-drny predikdtovy symbol p € L okrem sym-
bolu pre rovnost.

sa nazyva realizdcia jazyka L.
Poznamka: Predikit rovnosti chdpeme ako rovnost individui.

Priklad:
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1. Struktira < N, N x N >, kde N je mnozina prirodzenych ¢isel je realizicia jazyka
tedrie usporiadania.

2. Struktara < {e},e,-e >, kde -e je binarne zobrazenie {e}? — {e} definované
jedinym moznym spésobom je realizicia jazyka tedrie grup.

3. N=< N*,0,5,®,® >, kde Nt = {1,2,...,n,...}, S je funkcia, ktord ¢islu n
priradi nasledujtce prirozené cislo a @, ® si obvyklé operacie sictu a sucinu;
je realizdciou jazyka elementarnej aritmetiky. Ak S nahradime nejakym ¢islom,
napriklad jednotkou, vznikne Strukttra, ktord je realizadciou jazyka tedrie telies
(to v8ak neznamena, zZe je telesom).

Definicia: Zobrazenie e, ktoré kazdej premennej x priradi nejoké individuum z univerza
M nazgvame ohodnotenie premennych. Ak t je term, potom zdpis tle] oznacuje realizd-
ciu termu t pri ohodnotent e v relacnej Struktire M.

Lema: Nech x1,xs,...x, st vSetky premenné, ktoré sa vyskytuji v terme t. Ak e a
e’ st dve ohodnotenia premennych také, Ze plati e(x;) = €'(x;) pre i = 1,n, potom
tle] = tle'].

Doékaz: matematickou indukciou vzhladom na t

l.t==x
e(x) =€(x) = tle] =t']e]

2. t= f(t1,ta,...,tn); t1,ta, ..., ty sU termy
tle] = f(tale], tale], ..., tnle])
tle'] = f(tale], ta[€’], . . ., tnle’])
Z indukéného predpokladu vyplyva, ze tle] = t'[e].

Teraz uz mozeme definovat, kedy je nejakd formula pravdivé pri danom ohodnotent,
to znamend pri pevne danom vyzname volnych premennych. Ak je tento pojem zave-
deny, mézeme uz prirodzenym postupom definovat spliiovanie danej formuly v Strukture.

Definicia: (Tarského definicia pravdivosti formuly) Nech M je realizacia jazyka
L, e je ohodnotenie premennigch formuly A. Indukciou podla zloZitosti formuly A budeme
definovat pravdivost formuly A v relacnej struktire M pri ohodnoteni e. Oznacujeme

M = Alel.

1. ak A je atomickd formula tvaru P(ty,ts, ..., t,), kde P je n-drny predikatovy sym-
bol rozny od ”="aty,ta, ..., t, sitermy. Potom M |= Ale], ak (t1]e], t2e], ..., tnle]) €
Py CM™

2. ak A je atomickd formula tvaru t; = ta, potom M = Ale], ak t1]e] = tale] (t.j. ak
oba termy su realizované tym istym individuom)

3. ak A je tvaru =B, potom M |= Ale|, ked M ~ Ble]

4. ak A je tvaru B — C, potom M = Ale], ked M = Ble] alebo M = Cle]

5. ak A je tvaru (Vx)B, potom M |= Ale], ak pre lubovolné individuum m € M plati
M = Ble(z/m)
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6. ak A je tvaru (3x)B, potom M = Ale], ak M |= Ble(x/m)] pre nejaké individuum
me M

Hovorime, Ze formula A je splnend v M a piseme M |= A, ak je pravdiva pre lubovolné
ohodnotenie e.

Poznamka: Bod ¢. 6 sme definovali ‘zbyto¢ne’, kedze plati (3z)B « —[(Vx)-B]. Z
rovnakého dévodu sme nedefinovali pravdivost pre spojky A, V, >, kedze spojky —, —
tvoria aplny systém.

Lema: Nech x1,x2,...,T, st vietky volné premenné formuly A. Ohodnotenia e, e’ také,
Ze e(x;) = €' (x;) pre i = 1,n. Potom M = Ale] & M | Al€].

Dokaz: Prenechdvam na citatela. (Néavod: pouzite matematickt indukciu na zlozitost
formuly A. V béze indukcie rozoberte pripad, ked A je atomické formula, v indukénom
kroku pripady, ked A=-B, A=B — C a A= (Vz)B.)

Poznamka: (k Tarského definicii pravdivosti) Ak je A tvaru (Vx)B, jej pravdi-
vost (M = Ale]) nezavisi od ohodnotenia x. Podobne aj pre existenény kvantifikator.
Teda, ak zistujeme, ¢i M |= A, staci zistit, ¢i M = Ale| plati aspoii pre jedno ohodno-
tenie e.

Poznamka: Ak uzavretd formula A je splnend v M, tak hovorime, Ze je pravdiva v

M.

Definicia: Nech x1,xs,...x, st vsetky volné premenné vo formule A. Potom formulu
A" = (Va1)(Va) . .. (Vo,) A nazgvame uzdver formule A.

Lema: Formula A je splnend v relacnej Struktire M prdve vtedy, ked A’ (jej uzdver) je
pravdivy v M.

Doékaz: Prenechidvam na ditatela.

3.3 Substiticia termov za premenné

V matematickej praxi je bezné dosadzovat za premenné termy a tym ziskavat Specidlne
pripady termov alebo formil. Z praktickych dévodov musime najprv definovat substi-
tuciu do termov.

Oznacdenie: ty, 4, o, [t1,t2,...,t,] — term, ktory vznikne tak, Ze kaZdy vyskyt x; na-
hradime t; (naraz!!) pre i < n.

Poznamka: Indukciou na zlozitost termu t mozme dokézaft, ze tz, zy.. 2. [t1,t2, -, tn]
je opét term.

Teraz mozeme prejst k formuldm. Ak A je formula, ¢ term, potom vyraz, potom vyraz,
ktory vznikne z formuly A nahradenim kazdého volného vyskytu premennej z termom

t oznacime A, [t].

29



Oznadenie: Ay, 4, . o, [t1,t2,...,t,] — formula, ktord vznikne tak, Ze kaZdy vyskyt x;
nahradime t; (naraz!!) pre i < n.

Poznamka: Indukciou na zlozitost formuly A mézme dokazat, ze Ay, 2o . 2. [t1,t2, ..., tn)]
je opét formula.

Zamyslime sa nad zmyslom substiticii. Ak je napriklad formula A tvaru x + x = z.x,
potom pre ¢ = sinz je A,[t] formula sinz + sin z = z.sin z, ktora je Specidlnym pripa-
dom (instanciou) formuly A. Nasim timyslom je, aby instancia A[t] "hovorila” o ¢t ”to
isté”, ¢o formula A ”hovori” o x, za ktoré bolo substituované. Ak budeme postupovat
pri substituovani bez akychkolvek obmedzeni, méZeme velmi rychlo prist o nis zamer.

Priklad: UvaZzujme formulu A na jazyku elementarnej aritmetiky, nech A je tvaru
(Fy)(z = y+y) a term ¢ v tvare y + 1. Po substiticii termu ¢ za = do A dostdvame
formulu A" tvaru (3y)(y+1 =y +v).

Ak sme formulu A jednoducho interpretovali ako tvrdenie ”x je parne” sme teraz na
rozpakoch ako interpretovat formulu A’. Len jedno je zrejmé, ze A’ nemozno chépat ako
7y+1 je parne”, pretoZze premennd y je vo formule A viazand. V tom je totizto hlavna
chyba uvedenej substittcie. Term, ktory bol substituovany za volny vyskyt premennej
x vo formule A, obsahuje premennt, ktord sa po substittcii termu do A stala viazanou.
Preto pri substittcii termov do formul sa tejto situacii vyhneme; vysledok nasej ivahy
zhrnieme v nasledujtcej definicii.

Definicia: Hovorime, Ze term t je substituovatelny za = do formuly A, ak pre kaZdi pre-
menni y obsiahnutid v t, Ziadna podformula tvaru (Vy)B, (Jy)B formuly A neobsahuje
(z hladiska formuly A) Ziaden volny vyskyt premennej z. V dalSom budeme oznacenie
Az[t] pouzivat len vtedy, ak je term t substituovatelny za = do formuly A.

Ihned Tahko rozpozndme dva pripady, ked substituovatelnost termu ¢ do formuly A
za premenni z je bez akychkolvek problémov.

Poznamka 1: Ak formula A je otvorend, tak potom za Tubovolnii premenni z, ktora
sa vyskytuje v A je substituovatelny lubovolny term t.

Poznamka 2: Ak Tubovolnd premennd y vyskytujica sa v terme ¢ vystupuje vo for-
mule A volne (nie je viazand v A), tak potom ¢ je substituovatelny za lubovolnt volna
premennil.

Tieto oba jednoduché pripady substituovatelnosti nevycerpavaju celi Sirku moznosti.
Priklad: Ak je z premenné, potom term tvaru z je substituovatelny za x do formuly

(z=0) = =(32)(z #0)

Substiticiu termov za premenné budeme pouzivat aj pre viacej premennych si-

dasne; ak je term ¢; substituovatelny za premennt xz; do formuly A pre i = 1,2,...,n
tak vyrazom Ay, 2, . [t1,--.,ts] budeme oznacovat formulu, ktora vznikne z formuly
A nahradenim kazdého voIného vyskytu premennej z; termom ¢; pre ¢ = 1,2,...,n.

Vysledni formulu nazyvame inStancia formuly A.
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Nasledujuci jednoduchy fakt je uzito¢ny pri skiimani pravdivosti inStancii formuly.

Lema: Nech M je realizdcia jazyka L; A je formula; t1,ts,...,t, su termy jazyka L
a e je ohodnotenie také, Ze tile] = m; (m; si individud) i = 1,n. Potom:

L.ty anltls ... ta]le] je individuum t(e(z1/ma,...,zn/my))
2. MEAy 2.t ..t & M E Ale(z1/ma, ..., zn/my)]

Dokaz: Prvé tvrdenie:

1. ¢’ nech oznacuje term ¢y, 4, [t1,...,tn]
a)t=xz xz&{r1,...,zn} = t' =t
b)t=z ze{xy,...,xn} = t =t

2. t= f(s1,---,5n)
Z ind. predpokladu: s;[t1, ..., t,][e] = sile(x1/m1, ..., xn/my)] i =1, n.
Teda t'le] = fa(sile(z1/ma, ..., xn/mn)], ..., snle(z1/ma, ... 2n/my)])

Druhé tvrdenie: matematickou indukciou vzhladom na zloZzitost formuly A

1. Nech A je atomicka formula P(s1,s2,...,Sy), S; SU termy.
Oznaéme A" = Ay, 4o an[t1sto, ... tn).
ME Ale] & (s1lt1,.-. talle], -, snlt1, ..., tn]le]) € Py <
& (sile(xi/ma, ..., xn/my)], ..., snle(z1/ma, ... 20 /my)]) € Py <

< M E Ale(z1/ma, ..., zn/my)]

Nech A je atomickd formula tvaru t = s.

Oznaéme A" =ty o [t1,. - o] = Sayanlti, - tn].
MEAle] & to, anltt,-- - talle] = ey an[t1, - t]le] <
& tle(zr/ma, ... xn/my)] = sle(x1/ma, ... x5 /my)] <

e M E Ale(zi/ma, ..., zn/my)]

2. Pripady, ked A = =B alebo A = B — C prenechavam na citatela. Rozoberieme
v8ak pripad, ked A = (Vx)B.

e Nech z je niektord z premennych x1,x9,...,z,. BUNV predpokladajme, ze
Z=x11.
MEAle] & Vke M : M By, a,lt2, ..., ta]le(z1/k)] <
& Vke M : M = Ble(z1/k,x2/ma, ..., xn/my)] <
e M E Ale(za/ma, ..., xn/my)] & M= Ale(z1/k, ..., x0/my)]
Posledné ekvivalencia vyplyva z toho, Ze pravdivost A v M od ohodnotenia
e nezavisi. Stadi teda dosadit k := m;.

e Nech z je rézna od z1,x3,...,T,
— postup je zjednodusenim predchadzajiceho pripadu &
3.4 Axiomy predikatovej logiky

Vyslovime teraz axiémy a odvodzovacie pravidla predikdtovej logiky, dost z nich uz
pozname; su to axiéomy, ktoré urcuju vlastnosti logickych spojok. Ukazeme, ze spolu s
nimi prechadza vo predikatovej logiky celd vyrokova logika pri vhodnej volbe mnozZiny
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prvotnych formul. Podobne ako vo vyrokovej logike budeme niektoré logické symboly
chéapat ako zékladné a iné ako odvodené. Z logickych spojok budu zdkladné spojky —
pre negaciu a pre implikiciu —, ostatné spojky budu definované zo zakladnych pomocou
skratiek rovnakym sposobom ako vo vyrokovej logike. Z oboch kvantifikatorov chapeme
symbol pre vleobecny (velky) kvantifikdtor V ako zdkladny a symbol 3 pre existenény
(maly) kvantifikdtor ako odvodeny. Zavedieme to nasledujticim spdsobom.

Dohoda: Ak A je formula, x premenné, potom vyraz (3z) A je skrateny zapis za formulu
—(Vx)-A.

Je zrejmé, Ze tymto spdosobom mozno kazda formulu jazyka L vyjadrif len pomocou
vSeobecného kvantifikdtora. Hlavnym zmyslom nasej dohody je redukovat pocet axiém
tym, ze vlastnosti existencného kvantifikatora budi odvodené z axiém pre vSeobecny
kvantifikdtor. Axiémy, ktoré uréuju vlastnosti logického symbolu pre rovnost zavedieme
neskor.

Najprv vyslovime axiéomy pre logické spojky.

Definicia: Nech L je jazyk prvého rddu a nech A, B,C st formuly jazyka L, potom
kazda formula tvaru

(A~ (B — A) (A1)
(A-(B—-C)—»((A—=B)—(A—=0C)) (A2
(wB — —-A) — (A — B)) (A3)

je axiéma predikatovej logiky.

Odvodzovacie pravidlo: ?modus ponens”

A, A— B
B

Uvedené axiémy odpovedaji schéme axiom vyrokovej logiky. Ak vezmeme za mno-
zinu P prvotnych formil vSetky formuly jazyka L, ktoré vo vyrokovej logike nemé6zeme
dalej rozkladat, to znamend, Zze P bude tvorend vSetkymi atomickymi formulami a vSet-
kymi formulami tvaru (Vz)B a (3x)B pre nejaka premenni = a [ubovolni formulu B,
potom kazdé formula jazyka L vznikne z prvotnych formual pomocou logickych spojok.
Vsetky uvedené axiémy preto sihlasia s axiémami vyrokovej logiky nad P. Pravidlo
odvodzovania vezmeme pravidlo modus ponens.

Vztah medzi vyrokovou logikou a predikatovou logikou je zhrnuty v nasledujicej vete.

Veta: Nech A je formula jazyka L predikdtovej logiky, nech P je mnoZina vSetkijch
atomickych formil jazyka L a vsetkych formul tvaru (3x)B a (VYx)B, kde z je nejakd
premennd jazyka L a B formula jazyka L. Ak A je tautoldgia vo vyrokovej logike nad P,
potom A je teorémou predikdtovej logiky.

Doékaz: Podla definicie mnoziny P kazd4 formula jazyka L nad P vznikne z formul
mnoziny P len pouzitim vjrokovych spojok. Axiémy vyrokovej logiky nad P preto si-
hlasia s odpovedajicimi axiomami predikatovej logiky a pravidlo modus ponens patri
k obom formélnym systémom. Ak je A tautoldgia, podla Postovej vety je odvoditelnd
vo vyrokovej logike nad P a jej dokaz (odvodenie) je taktiez odvodenim v predikatovej
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logike.

Poznamka: V dalsom budeme bezne pouzivat zname dokazové postupy vyrokovej lo-
giky. Aby sme zdoéraznili vyrokovy charakter nejakého dokazu, napriklad formuly B z
predpokladov A1, Ag, ..., A,, budeme hovorit, Ze B je tautologickym dosledkom forml
A1, Ao, ..., A,. Pri prenasani vyrokovych dékazov si v§imnime este jednu vec. Vyrokové
dokazy castokrat pouzivaju vetu o dedukcii vyrokovej logiky. Tento obrat sa prendsa len
pokial znak dokézatelnosti m4 rovnaky vyznam ako vo vyrokovej logike, teda dokaza-
telnost z ”vyrokovych axiém” pomocou jediného pravidla modus ponens. Predikdtova
logika ma taktiez svoju vetu o dedukcii, ale so silnejSimi poziadavkami na predpoklady.
K tomu sa vratime neskoér. Dalsie axiémy uréuja vlastnosti vieobecného kvantifikatora.
Vyjadrime ich v dvoch schémach.

Definicia: Schéma Specifikicie: Ak A je formula, x je premennd a ¢ je term (substi-
tuovatelny za premennt z do formuly A), potom formula

(V2)A — Aglt]  (Ad)

je axiéma predikatovej logiky.

Téato axiéma mé nazorny zmysel: Ak A plati pre "lubovolné” x, potom plati aj pre
kazdy Specidlny pripad A,[t].

Druhd schéma, ktorti vyslovime ma skor technicky raz a jej zmysel vynikne pri stidiu
tzv. prenexnych operacii.

Ak A, B st formuly a z je premennd, ktord nemé volny vyskyt v A, potom formula

(Vz)(A — B) — (A — (Vz)B) (Ab)

je axiéma predikatovej logiky.
Predikatova logika ma dve odvodzovacie pravidla; modus ponens a pravidlo (gene-
ralizicie) zovSeobectiovania, ktoré znie: Pre Tubovolni premenni z z formuly A odvod

formulu (Vx)A.
A x

(Vx)A

Zmysel pravidla zovSeobecnenia je viac menej nazorny a urcuje tlohu volnych premen-
nych v teorémach; ak formula A je dokadzatelnd a m& voln premennu z, potom je
dokézatelnd (odvoditelnd) aj formula ”pre kazdé x plati A”.

Uvedené axiéomy a odvodzovacie pravidla urc¢uju syntax predikatovej logiky bez rov-
nosti. Predikatova logika s rovnostou vznikne z popisaného formélneho systému uz iba
rozsirenim jazyka o predikidtovy symbol rovnosti a pridanim axiém pre tento predikéat.
Ziadne dalsie odvodzovacie pravidla sa nepridavaju. V dalsom texte bude symbol
oznacovat dokézatelnost (odvoditenost) z axiém predikétovej logiky a pripadne dalsich
formul pomocou oboch odvodzovacich pravidiel.

Teraz odvodime zakladné vety o vlastnostiach kvantifikdtorov. Postup, ktorym to
prevadzame je typicky pre podobné odvodzovanie aj v inych formalnych systémoch:
najprv odvodzujeme ”pomocné” odvodzovacie pravidla, ktoré rozsiruju paletu dokazo-
vych obratov a stibezne s tym sa odvodzuju rézne analdgie urcitych axiém motivovanych
bud ”symetriou” alebo istou ”dualitou” (napriklad medzi vSeobecnym a existenénym
kvantifikdtorom).
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Lema 1: Ak A — B a premennd x nemd volny vyskyt v A, potom - A — (Vx)B.

Doékaz: Ak je - A — B, potom pouzitim pravidla zovSeobecnenia plati, ze - (Vz)(A —
B). Pritom  (Vz)(A — B) — (A — (Vx)B) je axiéma (A5) predikatovej logiky. For-
mula A — (Vz)B sa odvodi z predchadzajtcich dvoch formil pravidlom modus ponens.

1. krok + (Vz)(A — B) (predpoklad, GEN)
2. krok + (Vz)(A — B) — (A — (Vz)B) (A5)
3. krok HA— (Vx)B (1, 2, MP)

Pomocné odvodzovacie pravidlo, ktoré sme prave dokdzali, budeme vdalsom beZne po-
uzivat.

Lema 2: Pre lubovolné formuly A, B a term t plati:
1. F At — (3n)A
2. ak+ A — B a premennd x nemd volny vyskyt v B, potom + (3x)A — B

Dokaz: Tvrdenie (1) je duédlna forma axiémy Specifikicie a (2) je duélna forma pravidla
zavedenia vSeobecného kvantifikdtora. Toto pomocné pravidlo budeme nazyvat pravidlo
zavedenia existenéného kvantifikatora.

1. krok F (Vz)-A — —AL[t] (A4)
2. krok F = (Vz)-A — (Vz)-A

3. krok + —(3z)A — (Vz)-A ((3x)A = —[(Vx)—-A4])
4. krok F —(3x)A — =AY (1, 3, sylogizmus)
5. krok F A.lt] — (Fz)A

1. krok + (A — B) — (-B — —A)

2. krok F (Vx)(—-B — —A) (1, predpoklad, MP, GEN)
3. krok + (Vz)(—=B — —A) — (=B — (Vx)—A) (Ab)
4. krok F B — (Vx)-A (2, 3, MP)
5. krok F =(Vz)-A — ——B

6. krok F (3x)A — B

Lema 3: Nech A’ je instancia formuly A (t.j. A’ je tvaru Ay, . g.[t1,...,tn]). Potom
kA, tak- A,

Dokaz: indukciou vhladom na n — pocet substituovanych termov

1. baza indukcie:

1. krok FA=F (Vz1)A (predpoklad, GEN)

2. krok F (Vx1)A — Ay, [ti] (A4)
3. krok + Ay, [t] (1, 2, MP)
2. indukény krok: Nech z1, ..., z, st premenné, ktoré sa nevyskytuju v A ani v ter-
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moch tq,...,t,. Potom modZme uplatnit postup z bazy indukcie nasledovne:

FA

- ALL’1 [21]

= AILOCQ [Zlv 22]

F Az, a2, 20
B

F B., [t1]

F B, 2t t2]

= B217~--,2n [tl, e ,tn] = A/

B

Priklad: Preco sme museli indukény krok v dékaze predchadzajicej vety tak skompli-
kovat? Uvazujme nasledujicu formulu: A =z < y.

e Spravme substiticiu A, [y, ], prifom vSetky premenné nahradime naraz! Dosté-
vame A,y ly, ] =y < x.

e Spravme substiticiu A, [y, ], pricom najprv nahradime x, potom y! Dostavame
Apyly, 2] =z < .

KedZe sme potrebovali prave postupnu substitiiciu museli sme si pomoct pomocnymi
premennymi.

Poznamka: Z lemy vyplyva, ze lubovolné volné premenné mozno premenovat.

Désledok: Nech x4, ..., x, st vietky volné premenné vyskytujice sa vo formule A. Nech
21,...,2p SU navzdjom rozne premenné také, Ze z; je substituovatelnd za x; i = 1,n vo
formule A. Ak A’ je inStancia tvaru Ag, .. z.[#1,--.,2n), potom akt A, tak + A’

Dodkaz: Vyplyva z lemy 3.

Lema 4: Pre lubovolnid formulu A, premenné x1,...,T, a termy t1,...,t, plati:
1. F (Vo) (Vao) ... (Vop)A — Az anltis - tal
2. F Agyanltls . tn] = (3z1)(3xe) ... (3zn)A

Doékaz:

1. Uvazujme Specidlny tvar axiémy Specifikicie: - (Vz)A — A. Z neho a z pra-
vidla jednoduchého sylogizmu mézme odvodit F (Vz1)...(Vz,)A — A. Formula
Fo(Var) (Vo) ... (Vo)A — Az z.(t1,-..,tn] je iba inStanciou tejto formuly,
takze na zaklade lemy 3 je dokéazatelna.

2. Analogicky postup s vyuzitim Specidlneho tvaru formuly z lemy 2:
FA— (Jz1)(3z2) ... (Fx,)A.

Poznamka: Z formul v predchadzajicom ddkaze mdzme pomocou pravidiel zavedenia
v8eobecného (Lema 1) a existenéného (Lema 2(2.)) kvantifikdtora dokézat tvrdenia:
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F(3z1) ... Fzn)A = () - - (Fzr(n))A

kde 7 je lubovolnd permutacia mnoziny {1,2,...,n}.

Definicia: Nech x1,...,x, su vsetky premenné s volngm vyskytom vo formule A v ne-
jakom usporiadani. Potom formulu (Vx1)(Vx2) ... (Vx,)A nazveme uzdver formuly A.

Veta (o uzavere): Nech A’ je uzdver A. Potomt+ A<+ A'.

Dokaz: Prvi implikdciu mdZzme dokézat pomocou pravidla zovSeobecnenia. Druhi im-
plikdciu pomocou lemy 4( jej prvej casti).

Poznamka: Veta o uzavere charakterizuje vlastnosti volnych premennych v dokaztel-
nych formuléch.

Lema 5 (o distribtucii kvantifikatorov): Ak je- A — B potom + (Vz)A — (Vx)B a
F (3x)A — (3z)B.

Dokaz: Pre vseobecny kvantifikator pouzijeme najprv axiému Specifikacie a nasledovne
pravidlo zavedenia vSeobecného kvantifikatora. Pre existencny kvantifikdtor pouzijeme
lemu 2 (najprv prvia a nasledne jej druhu cast).

Veta: (o ekvivalencii) Nech formula A’ vznikne z formuly A nahradenim vsetkych vy-
skytov podformail By, ... By, v uvedenom poradi formulami By, ..., B),. Ak plati - B; <
Bl pre i =1,n potom b+ A« A'.

Dokaz: Veta je obdobou tvrdenia vo vyrokovej logike, ktort sme uz dokazali. Este
si rozoberieme pripad, ked A = (Vz)B. Vtedy sta¢i pouzit indukény predpoklad a uplat-
nit na 1iho vetu o distribucii kvantifikatorov.

Definicia: Hovorime, Ze formula A’ je variantom formuly A, ak A’ vznikne z A po-
stupnygm nahradenim podformal tvaru (Qz)B formulami (Qy)Byy|, kde y nie je volnd
vo formule B a Q € {V,3}.

Veta: (o variantoch) Nech A’ je variant formuly A. Potom - A — A'.

Dokaz: Staci dokazaf, ze ak nahrddzame v A formulu typu (Qx)B formulou (Qy)Bz[y],
ziskame ekvivalentné formuly. Potom uz len aplikujeme vetu o ekvivalencii.

1. Q=V:

1. krok F (Vz)B — Byg[y] (A4)
. krok + (Vz)B — (Yy)Bg[y] (GEN)

[\)

. krok oznaéme B’ = B,[y]

. krok - (Vy)B' — B[] (A4)
. krok = (Vy)B' — (Vz)B,[z] (Lema 1)
.krok + (Yy)B' — (Vx)B

=W N

2. Q =3 analogicky
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3.5 Veta o dedukcii

Definicia: Nech A je niektord formula z mnoZiny T a mech Ai,...A, je lubovolné

odvodenie B z predpokladov (hypotéz) T. Hovorime, Ze formula A; je v tomto odvodent
zavisla od A, ak plati:

1. formula A; je A a objavila sa v odvodent ako prvok T

2. A; je formula, ktori sme dostali podla pravidla zovseobecnenia z A; (j < i) a
formula A; zavisi od A

3. formula A; vznikla odvodenim z formil Aj, Ay j,k < i pomocou pravidla MP a
aspon jedna z formul A;, Ay, zdvisi od A

4. A; je jedna zo schém axiom predikdtovej logiky a obsahuje aspori jednu podformulu,
ktord zdvisi od A

Veta: (o dedukcii) Nech T je mnoZina formil a A, B si formuly predikdtovej logiky.
1. AkT+A— B, potomT,A+ B

2. Ak T,A + B a existuje také odvodenie B z {T, A}, Ze sa v niom pri aplikdcii
pravidla zovseobecnenia na formuly, ktoré v tomto odvodeni zdvisia od A velkym
kvantifikdtorom neviaZe Ziadna premennd volnd v A, potom T - A — B.

Dokaz: Prvé tvrdenie sa dokazuje rovnako ako vo vyrokovej logike. Druhé tvrdenie
dokézeme indukciou na dlzku odvodenia B z {T', A}.

1. béaza indukcie: ako vo vyrokovej logike (3 pripady)

2. indukény krok: ako vo vyrokovej logike (4 pripady), avSak pribudne dalsi pripad
— ak sme formulu B(A,,) ziskali pouzitim pravidla zovSeobecnenia.

e Nech A; nezévisi od A

1. krok T+ A

2. krok T F (Vx)(4;) (GEN)
3. krok F (Vz)A; — (A — (Vo)A) (A1)
4. krok THA—B (B = (Vx)A;)

e Nech A neobsahuje x volne

1l.krok THA— A; (IP)
2. krok TF (Vz)(A — Aj) (GEN)
3. krok + (Va)(A — A;) — (A — (Va)A;) (A5)
4. krok THA— (V)4 (2, 3, MP)

Désledok 1: Z dokazu je vidiet, Ze staci, ak vieme, Ze v odvodeni formuly B z pred-
pokladov {T, A} nebolo pouzité pravidlo zovieobecnenia na Ziadnu premennd, ktord je
volnd v A, potom T+ A — B.

Dosledok 2: Ak T, A+ B a A je uzavretd, potom T+ A — B.
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Déosledok 3: Ak T, A+ B a existuje také odvodenie B z predpokladov {T, A}, Ze neap-
likujeme pravidlo zovseobecnenia, potom T+ A — B.

Veta: (o konstantach) Nech T je mnoZina formil jazyka L a nech A je formula jazyka
L. Nech jazyk L’ vznikne z L rozsirenim o nové konstanty (symboly pre konstanty). Nech
Cly ..., Cm SU Nové konstanty, potom T F Alcy,...,cn] < T A.

Dodkaz: Jedna implikacia vyplyva priamo z lemy 3. Druhti implikaciu dokézeme na-
sledovne: Nech A}, ..., Al je odvodenie formuly Alci,...,cn] z T. Nech yo, ..., ym st
premenné, ktoré sa nevyskytuju v A ani v ziadnej formule dékazu Af,..., A Nech A;
vznikne z A} tak, ze konstanty c¢; nahradime premennymi y; pre j = I, m. Tym dosta-
neme dokaz formuly Alyi,...,ym| z predpokladov T'. Kedze A je iba instanciou tejto
formuly, tak plati T+ A.

Poznamka: Uvazujme, Ze A nie je uzavretd (obsahuje volné premenné yi,...,ym).
Chceme dokézat T'+ A — B. Rozsirme teda L o nové konstanty ci, ..., ¢,. Podla vety
o konstantach a vety o dedukcii plati:

THA—-B & Tk Aler...c;] = Bler...em] < T,Alcr...om] F Bler...on)

Veta: (zovSeobecnenie vety o dedukcii) Ak A je formula a T, S si mnoziny formail,
potom T'US F A prdve vtedy, ked existuje prirodzené ¢islo n a formuly By, ..., B, také,
z ktorych kaZdd je uzdverom nejakej formuly z S, pricom plati:

THB — (Ba— (... (B, — A)...)

Dokaz: Ak formuly Bi, Bs,..., B, spliaji podmienky vety, potom S F B; pre i =
1,2,...,n a podla vety o uzavere vysledok dostavame niekolkondsobnym pouzitim pra-
vidla modus ponens.

Ak je A dokézatelnd z predpokladov T, S a nech Ay, As, ..., A, st vSetky formuly
z S pouzité v dokaze formuly A ako predpoklady. Ak B; je uzaverom formuly A; pre
1=1,2,...,n, potom T, B1,B,,...,B, b A, pretoze kazda z formil A; je dokdzatelna
z B; podla vety o uzavere. Nakoniec 7'+ By — (By — ...(B, — A)...) dostavame z
predchédzajtuceho tvrdenia podla vety odedukcii.

Poznamka: Predchadzajica veta ukazuje, ze dokazatelnost formuly z nejakej mnoziny
predpokladov je ekvivalentné dokazatelnosti inej formuly z redukovanej mnoziny pred-
pokladov. Je zrejmé, Ze rovnakym spdsobom by bolo mozné eliminovat i mnozinu 7" a
redukovat tak dokézatelnost formuly A na dokazatelnost inej formuly len v predikitove;
logike. Tento vysledok, ktory ukazuje vyznamné postavenie predikatovej logiky medzi
tedriami, nemé priamy prakticky vyznam, pretoze neddva névod ako zostrojit formulu
THB — (By—...(B,— A4)...)

Na zaver odvodime esSte jeden désledok vety o dedukcii. Pripominame, ze mnozina for-
mul T jazyka L je spornd, ak lubovolna formula jazyka L je odvoditelnd z T. Z teorémy
F—-A — (A — B) je zrejmé, Ze T je spornd prave vtedy, ked z T' je odvoditelnd nejaka

formula A a jej negacia —A.

Déosledok: (o ddékaze sporom) Nech A’ je uzdver formuly A, nech T je mnoZina
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formail. Tvrdime, 2e TH A <& T U{-A'} je spornd.

Dokaz: Nech T' - A. Potom podla vety o uzavere T + A’. Tedria T U {—A'} je
spornd, pretoze z - =A — (A — B) by sme vedeli dokdzat Tubovolni formulu. Ob-
ratene nech T'U {— A"} je sporné. Potom z nej mozno dokézat lubovolné tvrdenie, teda
aj T U{-A"} - A'. Z vety o dedukcii vyplyva T+ —A" — A’. Pouzitim tautoldgie
F (A" — A’) — A’ dostdvame pomocou pravidla MP tvrdenie T'+ A’. Z vety o uzavere
napokon vyplyva T F A.

Predchadzajtce tvrdenie ukazuje, ze dokaz nejakej formuly moZeme rovnocenne nahradit
dokazom spornosti nejakej mnoziny formul. Taky postup sa nazyva nepriamym dokazom
a je obvykly v matematickej praxi. PouZiva sa aj v niekolkych metddach dokazovania
viet pomocou pocitacov.

3.6 Prenexné tvary formul

Vo vyrokovej logike sme ukézali, ze ku kazdej formule méZeme zostrojit ekvivalentnt
formulu v jednom z dvoch syntaktickych tvarov: konjunktivnom alebo disjunktivnom. V
oboch tvaroch sa pouzivaju len spojky, ktoré vyjadruja negéaciu, konjunkciu a disjunkciu,
naviac len v urcitom poradi. V rovnakom duchuje aj definicia prenexného tvaru formul
predikatovej logiky, ktord pozaduje, aby sa kvantifikatory pri vystavbe formuly uplatnili
az nakoniec.

Prv nez vyslovime definiciu pripominame, ze formuly, ktoré neobsahuji ziadnu via-
zanu premennu nazyvame otvorené. To znamena, Ze otvorené su prave tie formuly, ktoré
vznikaju z atomickych podformul len pomocou logickych spojok.

Definicia: Hovorime, Ze formula A je v prenexnom tvare, ak md tvar:

(Q1$1)(Q2$2) cee (ann)Ba

kde n > 0 a pre kazdé i = 1,n je Q; € {V,3}, B je otvorena formula a z1,...,z, su
navzajom rozne premenné. B sa nazyva otvorené jadro formuly A a postupnost kvanti-
fikdtorov, ktoré jej predchadzaju je prefix.

Priklad: Formula (Vz)(Yy)(3z)(z = y + 2) je v prenexnom tvare. Otvorené jadro for-
muly z vysSie uvedenej definicie predstavuje jej najvicsiu otvorent podformulu a prefix
obsahuje vSetky jej kvantifikidtory. V pripade n = 0 prefix odpadd a prenexny tvar je
totozny s B. Poziadavka, aby vSetky premenné v prefixe boli rézne navzajom ma obme-
dzit zbytocné kvantifikacie.

Ukézeme, ze kazda formulu predikétovej logiky je mozné transformovat doprenexného
tvaru.

Veta: Ku kaZdej formule A predikdtovej logiky mozZme zostrojit formulu A’ v prenez-
nom tvare taku, e - A «— A'.

Dokaz: Uvedieme neskor.
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Poznamka: Formulu A’ ziskame z A pomocou prenexnych operacii (”vytahovanie kvan-
tifikdtorov pred zatvorku”).

Oznadenie: Ak () oznacuje vSeobecny kvantifikator, tak () oznacuje existenény a na-
opak.

Prenexné operacie:

1. podformulu B nahrad nejakym jej variantom B’ (premenovanie premennych)
2. podformulu —(Qx)B nahrad formulou (Qz)-B

3. ak premennd x nie je volna vo formule B, podformulu B — (Qx)C nahrad formulou

(Qz)(B — C)

4. ak premennd x nie je volna vo formule C, podformulu (Qz)B — C nahrad formulou
(Qz)(B — C)

5. ak symbol ¢ zastupuje symbol A alebo V a premenné z nie je volna vo formule B,
tak podformulu B ¢ (Qx)C nahrad formulou (Qzx)(B ¢ C)

Jadrom dékazu vysSie uvedenej vety je nasledujtce tvrdenie.

Lema: Pre lubovolné formuly B, C a kaZdu premennt z plati:
1. - (Qz)-B « =(Qz)B
2. F(Qz)(B — C) < (B — (Qz)C), ak x nie je volna v B
3. F ((Qz)(B — C) < ((Qz)B — C), ak x nie je volna v C
4. F (Qz)(BoC) <« ((Qz)B o (), ak = nie je volna v C (¢ € {A,V})

Prenexné operacie teda nahradzaju podformuly ekvivalentnymi formulami. Tvrdenie (4)
dava ekvivalenciu pre konjunkciu a disjunkciu, ak si uvedomime, ze obidve spojky st
"komutativne”. Dalej poznamenavame, 7e nahradenie podformuly nejakym jej varian-
tom je ekvivalentna operécia.

Dokaz: Ak v tvrdeni (1) zastupuje symbol ) kvantifikitor, potom - —(Vx) B « —(Vx)——B,
pretoze formuly B a ——B s ekvivalentné. Pritom formulu na pravej strane ekvivalencie
je mozné vyjadrit skratkou (3x)—B. Pripad, ked @ zastupuje existenény kvantifikator
je analogicky: - —(3z)B < —(3x)~—-B & (Vz)-B.

Teraz dokdZzeme tvrdenie (2), najprv predpokladajme, ze symbol @ zastupuje vse-
obecny kvantifikdtor. Pokial premennd z nie je volnd vo formule B , implikacia F
(Vx)(B — C) — (B — (Vz)C) je axiéma. Aby sme dokazali obratent implikéciu,
treba si uvedomit, ze formula B — C vznikne ”zlozenim” implikicii B — (Vz)C
a (Vx)C — C pomocou pravidla zdmeny predpokladov. Ak na tato ”zlozent” for-
mulu pouzijeme jednoduchy sylogizmus a pravidlo modus ponens, tak dostavame, Ze
F ((Vz)C — C) — ((B — (Vz)C) — (B — C)) je teoréma. Pouzitim pravidla mo-
dus ponens dostavame F (B — (Vz)C) — (B — () a odtial pravidlom zavedenia
v8eobecného kvantifikitora dostavame - (B — (Vx)C) — (Vx)(B — (), ¢o je obra-
tend implikicia a s uvedenou axiémou nam davaja tvrdenie (2) pre pripad, ked @ je
vSeobecny kvantifikator.
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Zostava nam pripad, Ze @ je existenény kvantifikator. Vieme, ze - C' — (3z)C — du-
alny tvar axiémy Specifikacie. Tak ako v predchadzajiucom pripade analogicky ziskavame
formulu B — (3z)C ”zlozenim” formil B — C a C — (3z)C, dalej pouzitim sylogizmu
dostavame + (C — (Jz)C — ((B — C) — (B — (3x)C)) a pouzitim modus ponens
dostavame - (B — C) — (B — (3x)C) a napokon + (3z)(B — C) — (B — (3x)C)
mozeme odvodif pravidlom zavedenia existen¢ného kvantifikatora, pretoze B — (3z)C
neobsahuje volne premenn x.

K dokazu obrétenej implikicie vyuzijeme fakt, Ze pre Tubovolné formuly D, E, F je
formula - (=D — F) - (FE — F) — ((D — E) — F)) tautolégia. Lahko sa o tom
mozno presved¢it na zéklade nasledujtcich tvah: z predpokladov

-D—-F,E—FD—EDFF

dalej z predpokladov
D—>FE—FD—E-DFF

na zaklade lemy o neutralnej formule
-D—-FFE—FD—FEFF

a pouzitim vety o dedukcii trikrat dostavame uvazované tvrdenie.
Dalej odvodime
F(3z)C — (3z)(B — C)

distribtciou kvantifikatora 3 a axiomy (Al). Vieme, zZe plati

F(B—C)— (3z)(B—C)

=B — (B — ().

Zlozenim tychto dvoch implikacii dostavame
F-B — (3z)(B — C)

ako tautologicky désledok. Ak nahradime B, (3z)C, (3z)(B — C) v uvedenom poradi
za D, E, F' do vyssie uvedenej teorémy, tak pouzitim pravidla modus ponens dostavame
obratenu implikaciu

F (B — (3x)C) — (3z)(B — C).

Dokaz 4. ekvivalencie pre pripad, ze ) zastupuje kvantifikator V je nasledujtci: mame
teda dokéazat, ze
F(3x)(B — C) < ((Vz)B — C).

Plati
F((Vx)B — C) < (-C — —~(Vx)B),

F((Vx)B — C) < (=C — —(Vx)-—B),
F((Vx)B — C) < (-C — (3z)—B).
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Dalej podla 3. ekvivalencie plati
F (3z)(—-C — =B) < (-C — (3z)—-B)

dalej plati
F (3z)(B — C) < (-C — (3z)-B)
a teda
F (3z)(B — C) < ((Vz)-=B — —==C).
Pripad, ked Q je 3 je analogicky.
Posledné tvrdenie lemy sa dokaze tak, Ze rozpiSeme spojku ¢ pomocou negacie a
implikacie a pouzijeme prenexné operacie 2 az 4.

Dokaz: (slibeny dokaz vety) Matematickou indukciou na zlozitost formuly A:
1. béaza indukcie: A je atomick4 formula a teda A = A’
2. indukény krok: rozoberieme 3 pripady

[ ] A = —|B
Na B sa vztahuje indukény predpoklad. Uplatnenim prenexnej operécie (2)
dostaneme formulu A v prenexnom tvare.

e A=B—-C
Na B a C sa vztahuje indukény predpoklad. Formulu B’ — C’ najprv upra-
vime pomocou operacie (1) tak, aby mali rozne premenné a potom pomocou
operacii (3) a (4) tak, aby sme dostali formulu v prenexnom tvare.

e A= (Vz)B
Podla IP vytvorime B’. Ak z nie je v prefixe B’, tak A’ = (Va)B’, inad¢
A= B

Definicia: Nech prefic uzavretej formuly A ma tvar (3x1) ... (3zk)(Vegsq) ... (VYa,), kde
k+ 1> 1. Potom hovorime, Ze formula A je vyjadrend v Skolemovom tvare.

Definicia: Hodnostou formuly A vyjadrenej v prenexnom tvare nazyjvame pocet vse-
obecnych kvantifikdtorov, ktoré v prefixe predchddzaju poslednému existencénému kvanti-
fikatoru (poéitame zlava).

Veta: Ku kaZdej formule A predikdtovej logiky mozno zostrojit formulu A’ vyjadrent
v Skolemovom tvare tak, Ze - A < A'.

Doékaz: Mozeme predpokladat, Ze formula A je uzavretd, pretoze - A prave vtedy,
ked jej uzaver je teorémou. Ak berieme do uvahy predchddzajticu vetu , mozeme pred-
pokladat, ze A je vyjadrend v prenexnom tvare. Hodnostou takej formuly nazyvame
pocet velkych kvantifikdtorov, ktoré v prefixe predchadzaju poslednému existenénému
kvantifikdtoru, poc¢itame zlava doprava. Ak hodnost formuly A je rovna nule, potom je
formula vyjadrend v Skolemovom tvare. Takymto sposobom béaza indukcie (pri dokaze
vety pomocou matematickej indukcie vzhladom na hodnost formuly) zrejme plati.
Induktivny krok: Predpokladajme, Ze vieme zostrojit Skolemovu formu pre formuly
hodnosti neprevySujucej m — 1. Ukdzeme ako mozno zostrojit Skolemovu formu pre
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formuly hodnosti rovnej m. Uvazujme Tubovolni formulu A hodnosti m. Nech m4 na-
sledujuci tvar:

A= (3x1)... Fzn)(Yy)B(x1,...,Tn,Y),

kde vo formule B st volnymi premennymi iba x1,...,Z,,y. Pretoze hodnost formuly
A je rovna m, tak vo formule B poslednému existen¢nému kvantifikitoru predchadza
rovno m—1 velkych kvantifikdtorov. Vezmime fubovolny (n+1)-arny predikatovy symbol
P(+1) ktory sa nevyskytuje vo formule A a uvazujme formulu A*:

A* = (3xy) ... (Fzn) [(Yy)(B(x1, ...y 20, y) — P(”+1)(:U1, e Ty Y)) — (Vy)P(”+1)(a:1, cey Ty YY)

Dokézeme, ze - A préave vtedy, ked - A*.
Nech je - A. Pretoze

(B — Pty (B — pt)
a vezmeme do avahy tautoldogiu
p—=(g—=r)—=(a—=@—r),
dostévame
F (B = PUY) = (B = POY) (B (B — PUY) — Py
pouzitim pravidla modus ponens dostavame:
- (B — (B — P"tY) — pivl)),
Ak budeme aplikovat pravidlo zovSeobecnenia (vzhladom na y) a teorému
F(Vz)(A — B) — ((Vz)A to(Vx)B)
dvakrat, dostavame:
= (V) B — ((#)(B — P" V) — (vy) POHD)),
Potom pouzijeme n-krat pravidlo zovSeobecnenia a n-krat teorému
F(Vz)(A — B) — ((3x)A — (3z)B),
dostavame:
F (F21) ... (Fea) (V) B — (3z1) ... (32,) (V) (B — PUT) — (vy) PUHY)

ak vezmeme do uvahy, Ze

A= (3x1)...(3x,)(Yy)B,

tak potom dostavame, ze - A*.

Predpokladajme teraz, 7e - A*, ak zamenime predikatovy symbol P("*D formulou
B (v niektorych axiomatickych systémoch pouzivaji pravidlo zdmeny formuly namiesto
predikatového symbolu ako jedno z odvodzovacich pravidiel), dostavame teorému:

= (321) ... Gan)((Vy)(B — B) — (Vy)B),
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ak uvazujeme teorému
- (3z)(A — B) — ((Vz)A — (3z)B)

a pouzijeme ju n-krat, tak dostévame:

- (3z1) ... Gzn) (Vy) (B — B) — (Vy)B) — (Vo1)... (Vo) (¥y)(B — B) — (3a1) ... (3a.)(Vy) B,

ak pouzijeme dvakrat pravidlo modus ponens, tak dostdvame F (3z1)...(3z,)(Vy)B,
teda, Ze - A.

VysSie sme teda dokazali, ze - A <+ A*. Pre dokoncenie dokazu vety vyjadrime v
$pecialnom tvare formulu A*. Nech teda B = (Q121) ... (Q121)C, kde C je formula bez
kvantifikatorov. Dostavame

A% o (@) (@) (W) [(@21) - (Qu)C — PUHD] — () PUr+D)

o (3x1) ... Bzn) (W) (Q121) . . . (Quz21)[C — P D] — () P D),

Pouzili sme [-krat tvrdenia - (Vz)(A — B) < ((3z)A — B) a (3z)(A — B) <
((Vx)A — B). Dalej dostéavame, ze

A" (F1) ... (Ban)((Fy)(Qrz1) - (Quz)[C — P — (vu) PUD),
Pouzili sme 1-krat (3z)(A — B) < (Vo)A — B, dalej
A" (3z1) ... Cen)(3y)(Q121) ... (Quz)([C — PP = (vu) POHD)

l-krat sme pouzili F (Vz)(A — B) < (3)A — B at (Jz)(A — B) < (Vx)A — B.
Nakoniec pouzitim tvrdenia b (Vz)(A — B) < (A — (Vz)B) dostédvame, ze

A* o (El.rl) .. (Hxn)(lel) ... (lel)([c N P(7L+1)] N P(n+1))'

Poznamenavame, ze v prefixe (Q121)...(Q;z) poslednému existenénému kvantifi-
katoru predchadza rovno m — 1 vSeobecnych kvantifikatorov. Takjymto spdsobom sme
dokézali platnost indukéného kroku. Veta je dokédzané. Na zéver uvddzame, Ze tvrdenia,
na platnost ktorych sa vo vete odvoldvame, vyplyvaji z platnosti prenexnych operécii,
st to ich $pecialne pripady. Dalej poznamenavame, ze C' : C(x1,...,Tn, Y, 21, -, 21);
P: PO (zy, .. .z, y) alebo POt (zy, ... 2, ).

3.7 Predikatova logika s rovnostou

Pri definicii spliiovania sme zdoéraznili zvlasStne postavenie predikatu rovnosti v séman-
tike jazyka s rovnostou. Axiémy rovnosti, ktoré syntakticky popisuju vlastnosti predi-
kétu rovnosti vyjadruji prirodzené poziadavky, ktoré matematika kladie na rovnost: aby
kazdé individuum bolo rovné samo sebe, teda aby rovnost bola reflexivna a aby sebe
rovné individua mali rovnaké vlastnosti voci kazdému predikatu jazyka a davali rovnaké
vysledky pri pouziti Tubovolnej operacie.

V dalsom budeme predpokladat, Ze jazyk, s ktorym pracujeme obsahuje predikatovy
symbol ”=" pre rovnost. Syntaktické vlastnosti tohoto predikatu su vyjadrené v troch
nasledujucich schémach axiém.

Definicia: Oznac¢me nasledujice aziomy (R1), (R2) a (R3):
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1. Ak x je premennd, potom formula x = x je axioma.

2. Ak xq,...,Zk5Y1,. ..,y SU premenné, a ak [ je k-arny funkény symbol, potom for-
mula (z1 =y2 — (2 =y2 — ... = (@ = yp — flz1,. . 2) = Yy, u) - 2)
je axioma.

3. Ak x1,..., %Y1, ..., Y SU premenné, a ak P je k-drny predikdtovy symbol, po-
tom formula (x1 = y2 — (v2 = y2 — ... — (xx = yp — (P(x1,...,25) —

P(y1,...,9k))--.) je azioma.

Axiéma (R1) poskytuje reflexivnost rovnosti, budeme ju nazyvat axiéma identity. Sy-
metriu a tranzitivnost je mozné odvodif z axiémy (R3) pre predikat rovnosti.

Lema: (symetria a tranzitivnost)
lL.a=y—y==x

2.x=y—-y=z—x=1=z

Dodkaz:
Fe=y—zx=x—z=x—>y==x (R3)
Fr=r—ozr=x—2x=y—y==x (VD)
Fe=y—y=u=x (R1, MP, MP)
Fy=r—z2z=2—-y=2—-a=2 (R3)
Fz=z—y=r—y=z—c=2 (VD)
Fy=x—y=z—ax=2 (R1, MP)
Fr=y—y=z—x=12 (symetria)

Veta: Nech ty,...,tn,51,...,5, st termy také, Ze plati - t; = s; pre i = 1,n. Potom

1. Ak t je term a s je term, ktory vznikne z t zamenou niektorych viyskytov t; zodpo-
vedajucimi termamsi s;, potom Ft = s.

2. Nech formula A’ vznikne z formuly A zdmenou niektorych vyskytov termov t; zod-
povedajucimi termami s; okrem pripadu, ked v t; je premennd z, ktord je sucastou
kvantifikdcie (Vx) alebo (3z). Potom b+ A — A’.

Dokaz: Prvé tvrdenie dokdzeme indukciou na zlozitost termu ¢. V béaze indukcie uvazu-
jeme dva pripady. Ak t je premennd, tak tvrdenie vyplyva z axiémy (R1), ak ¢ je niektory
z t;, tak tvrdenie je vlastne jeden z predpokladov. V indukénom kroku uvazujme ¢ v tvare
t = f(uy,...,ux), kde f je k-drny funkény symbol a uj,...,u; st termy, na ktoré sa
vztahuje indukény ppredpoklad. Substitiiciou nahrddzame tieto termy novymi, pri¢om
plati - u; = ug Uvazujme formulu:

Fup=u) —sug =ub — .. = up = up — f(u, .. ug) = ful, . ug),

ktora je instanciou axiémy (R2) — k-nasobnym pouzitim pravidla MP dostaneme po-
zadované tvrdenie.

Druhé tvrdenie: KedZe ziadne premenné, ktoré st sticastou kvantifikicie sa nenahra-
dzaju staci uvazovat nahrddzanie iba v atomickych podformulach. Dokaz rozdelime na
2 ¢asti. Najprv uvazujme podformuly tvaru P(ui,...,ux). InStancovanim axiémy (R3)
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a k-nasobnym pouzitim pravidla MP dostaneme jednu implikaciu pozadovanej ekviva-
lencie. S vyuzitim vlastnosti symetrie sa rovnakym postupom dopracujeme aj k druhej
implikdcii. Nakoniec uvazujme podformuly tvaru u; = ug. Vieme, Ze plati F u; = u}
aj F uy = ub. Pomocou vlastnosti tranzitivnosti dokdzeme obe implikicie dokazovanej
ekvivalencie. &

Veta: Ak su t,ty,...,tn,S1,...,8, termy a ak A je formula, potom plati
l.hti=s1—>ta=82— ... 5ty =58, = t[t1...ty] =t[s1...54]
2. Fti=s1—ta=83— ... >ty =5, — (A(t1...tn) < A(S1...5n))
Ak naviac premennd x nie je obsiahnutd v terme t, potom
1. FAgft] & (Vo)(x =t — A)
2. F ALt - (3Fz)(x=tNA)

Dékaz: Pokial termy t¢1,..., %y, S1,..., S, neobsahuji premenné, tak prva cast vety vy-
plyva priamo z predchadzajucej vety a vety o dedukcii. Ak tieto termy obsahuju pre-
menné, nahradime ich réznymi konstantami, pouzijeme vetu o konstantach, vetu o de-
dukcii a predchadzajicu vetu.

Teraz dokézeme druht ¢ast vety. Najprv uvazujme prvé tvrdenie.

F(Vz)(z=t— A) — (t =t — Alt]) (A4)
Fit=t)— ((Vx)(z =t — A) — Agt]) (VD)
F(Va)(z=t— A) — A.[t] (R1, MP)
Fo=t— (Ao ALt) (predosla veta)
Fax=t— (At] — A)

HALt] — (=t — A) (VD)
FAgt] = (Vo) (z =t — A) (GEN)

Druhé tvrdenie dokdZeme pomocou prvého nasledovne:

F(Va)(z =t — —A) < —ALt]
Fa(Ve)(z =t — —A) & == AL[t]
F(3z)(x =t — —A) « A;t]
F(3z)~(~(x =1t) V-A) « At]
F(3z)((x =t) N A) — Agt]
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