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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim 4 Kt zlozitost

age(x) = miny{2/(Pt : U(p) = x v priebehu t krokov}

Def. (Kt zlozitost)

UTS monotonne skenuje zaciatok p kym vypise x, t(p, x)je pocet krokov, kym vypisal x
Ktu(x) = ming{/(p) + log t(p, )}

T1, T2, ... enumeracia prefixnych TS, &1, ®,, ... prislusné Ciastocne rekurzivne funkcie.
® &iastocne rekurzivna a ®(y) = x potom y je svedok pre x
// h(®) - obor hodnét ®

Algoritmus A invertuje problém ® ak pre dané x € h(®) vypocita ® svedka y pre x a
overi, ze ®(y) = x. Pre x ¢ h(®) diverguje.

m splnite[na formula — chceme splhajiice priradenie
m k-zafarbitelny graf — chceme to zafarbenie
[ aaa
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim 4 Kt zlozitost

Lemma

Ak existuje algoritmus A, ktory invertuje ® v case t(n), potom existuje algoritmus, ktory
invertuje ® v case cat(n).

SIMPLE simuluje
m T; v kazdom druhom
m T> v kazdom druhom z toho, ¢o ostalo
m T3 v kazdom druhom z toho, ¢o ostalo

e
NN N C
e
wwlC[C
i
NN N C
i
S~ CCLC
H =R
NN N C
R R R
wwlCC
e
NN N C
e
I I I
i

Tk invertuje ® v Case t, potom SIMPLE to spravi v

2kt + 2/(71
k= 2k+1

O
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim 4 Kt zlozitost

Theorem
Ak existuje algoritmus A, ktory invertuje ® v ase t(n), potom metéda SEARCH
invertuje ® v ase cat(n).

Kt'(w|x, ®) = min{/(p) + log t(p, x)} — pre dané& x program p vypise w a otestuje,
¢i d(w) = x v ase t(p, x)

SEARCH —  univerzalny prefixovy U beZi postupne na programoch p dizky < i
pocas 2'27/(P) krokov a hlada ®(w) = x

Yw : Kt'(w|x, ®) < k sii testované v case 2<+1 —

— m = min{Kt'(w|x, ®) : w je D-svedok pre x, /(x) = n}.
< prefixny T invertuje ® v €ase t(n) m < Kt'(T|x, )
<+ SEARCH invertuje pogas 2™ krokov, Kt'(T|x,®) < K(T) + log t(n)
s 2K(M+1t(n) krokov

[
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim 4 Kt zlozitost

Vw : Kt'(w) < k st testované v Case 2K+1

u Kt/(W‘X,p) <i= /(p) + |0g t(p,X) <i—= t(p7x) < 2i—/(p)
m Kraft 327(P) <1

< Z Z 2i~I(p) < Z >—1(p) Z Di < pkt1

1<i<k 0<i—I(p) U(p)<oo 1<i<k

SEME

‘ D

Ty invertuje v Case t(n)

SIMPLE  2K*1t(n)
SEARCH 2K(M+0W¢(n) = O(k(log k)?)t(n)
ak K(Tx) = loglog k, c¢as pre SEARCH je len O((log k)t(n))
SEARCH ? SIMPLE
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Kolmogorovska zlozitost s ohrani¢enim 4  casovo ohranicené univerzalne rozdelenie

t(n) €asovo konstruovatelna v O(t(n))

m P*(x)= shcet pravdepodobnosti prvkov < x; pocitatelna v t(n) ak 3T : Vx, k
vypocita y v t(/(x) + k): |P*(x) —y| < 1/2k

B P(x)=P*(x)— P*(x—1)
B K'(x) = min{/(p) : U(p) = x v t(n) krokoch }
nmi(x) =275, mt(y) = 30 mt(x)

Theorem

Rozdelenie m* , kde t'(n) = O(nt(n)log(nt(n))), je univerzalne pre pravdepodobnostné
mass funkcie P v Ease t pocitatelného rozdelenia P*; mt multiplikativne dominuje P v
nasledujicom zmysle:

3¢, : com® (x) > P(x), pricom log c, = K (P*) + O(1) zavisi od P* ale nie t, x.

Tvrdenie Ak P* je poéitatelné v t(n), tak existuje cp
t/ 1
K" (x) <log = + logcp

P(x)
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m [0,) rozdelime na podintervaly tak, ze kéd c(x) zabera I, = [P*(x — 1), P*(x))
m binarny interval uréeny retazcom r je I, = 0.r,0.r +27/("
m ak [, je najvacsi binarny interval obsiahnuty v I, tak c(x) < r

M| > B — J(c(x)) < log 1/P(x) + 2

dekédovanie
k+1
doubling
repeat k < 2k until [c(x) C [P*(k — 1), P*(k))
I+ k/2; u+k
binarySearch
m<«— (u+1)/2
if [ C[P"(m—1),P*(m))
then x + m
u<m, Ty nalavo od P*(x — 1);
else N
<= m, T napravo od P"(x)

>2ito O(t(7)) = O(nt(n))
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Kolmogorovska zlozitost s ohrani¢enim 4  casovo ohranicené univerzalne rozdelenie

rekonstrukcia x
m diskusia O(1)
m program g na vypocet P*(x) v t(n)

m c(x)

Cas

O(nt(n)) //univerzalny TS v t'(n) = O(nt(n) log(nt(n)))

KZ

K (x) < I(c(x)) + I(q) + O(1)
log cp
K' (x) < log 1/P(x) + log cp
mgvt(n), g vt(n) I(q) <),
log cp = I(q') + O(1) = K* (P*) + O(1) O
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim 4 Logicka hibka

Logicka hibka — pocet krokov na ceste od pévodu k objektu «~ &as algoritmu na
generovanie objektu z kratSieho popisu

x* najkratsi samoodelujici popis

1 pocet krokov na vypocet x z x* nie je stabilné

par bitov navyse, podstatné znizenie Casu

2 relaxujeme na minimum ~~ skoro minimalny program
x ma hibku d s toleranciou 27° ak x vypocitame v d krokoch z p, |p| < |x*| + b
o~ 1(p)

2-K(x) =

—b

stabilné, nevyhovujice
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim 4 Logicka hibka

x) = =1(p) 0g = log —— = K(x
Qu(x) = >y (p)=x 2 log Qu(x) log m(x) Kx)

hibka retazca x na hladine vyznamnosti ¢ = 27° je

d
depth.(x) = min {d : 85%3 > s}

Qi (x) = 2 ud (p)=x 2-1P) Uq4(p) = x U po nanajvys d krokoch zastane.

x je (d,b)-deep, ak d = depth.(x), e =27°

b-nestlacitelny retazec: K(x) > I(x) — b

Retazec x je (d,b)-deep(b s presnostou K(d) + O(1)) <= d je minimalny pocet krokov
potrebny na generovanie x b-nestlacite/nym programom
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim 4 Logicka hibka

1 Qi(x) 1

chceme 2b+K(d)+0(1) \S,./ Qu(x) ~~ 2b-0(1)
— BN

d - &as potrebny na generovanie x b-nestlagitelnym programom

//menej ako d krokov, b-stlacitelny program p

Vp 3p': U(p') =p, I(p') < I(p) — b
q: U(p’) ~ p, U(p) ~ x

I(q) = I(p) — b+ O(1)

a = Qu(x) — ZU(q):x 2-a) > o

Qi(x) _ 2 yd(p2-le)
Qu(x) S W)

Zud(p)zfl(P)
- ZU(q):x 2—1(q)

Zud(p)zfl(l’) < 1
ZU(q):x 2—(I(p)=b+0(1)) — 2b-0(1)

IN
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim 4 Logicka hibka

<— SPORom

1
/] rrdriom > Qui)
m x*, d*
~~ vymenovavame A = samoodd. programy generujlce x v ¢ase max d
I(q) = K(x) + K(d) + O(1)
" Y pea2 P =Qf(x)

m plati Qu(x) = 2—K(x)+0(1)

Qu(x) _ 27KX+0Q) _ ,_ k(x)—b—K(d)—O(1
(*) Z 6A2 Qu(x)< 25+K&)+0(1)_2B+K(d)+o(1) =2 () () @

(**) B prefix-frees >° g 2-1(:)<2™™ " enumerovatelna programom s. Potom B
komprimovana o m — I(s) — O(1) bitov —

x B=As=q,m=K(x)+b+K(d)+0(1)  (*), (**)
Vp € A mdze byt komprimovany o K(x) + b+ K(d) + O(1) — I(q) — O(1) > b bitov
SPOR s x je (d, b)-deep
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim 4 Logicka hibka

B prefix-free s > g 27109<2™ " enumerovatelna programom s. B komprimovana o
m — I(s) — O(1) bitov

Sep2 /™2™ <1 ~s Shannon-Fano: [c(x)| < I(x) —m+2+ I(s)+ O(1)

retazec x je d-shallow ak nie je (d + 1, b)-deep. n+ O(1) shallow je shallow.
m nahodny retazec je shallow

m 17 je shallow
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim 4  derandomizacia

Nech R = {x : C(x) > I(x) — log® I(x)}. Potom BPPR =PR

konstrukcia x € R, I(x)=m //induktivne
X=¢

repeat Vy, /(y) = logm
if xy € R then x < xy
until /(x) > m'

y existuje

x € R, C(y|x) > I(y), potom symetria informacie:
Clxy) C(x)+ C(y[x)-clog(C(xy))

C(x)+C(y[x)-clog I(xy)

I(x)-log? 1(x)+1(y)-clog I(xy)

> (xy)-log® I(xy)

n? krat BPP vypocet dizky n + vicsina

~ pravdepodobnost chyby < 2e0(n%)

VIV IV IV

< 2M2=0(") yetazcov s chybou
n? < M < n® je pocet "chybnych" postupnosti

~~ KZ chybnych postupnost< M-0O(n?)
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Pouzitie metédy nestlacitelnosti 6  informacna vzdialenost a hranové farbenie grafov

Cag(x <> y)=min{|p| : A(p,y) = x, B(p,x) = y} informacna vzdialenost
m Cag(x <+ y) = max{C(x]y), C(y[x)} + O(logmax{C(xly), C(y[x)})

Dékaz pomocou online farbenia grafov (susediace hrany maja réznu farbu)

hra AaB

A generuje hrany pri zachovani d(G) < d

B urluje farby
greedy - najmensia mozna farba ~» 2d — 1 farieb staci
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Pouzitie metédy nestlacitelnosti 6  informacna vzdialenost a hranové farbenie grafov

konstrukcia grafu Gy pre k = max{C(x|y), C(y|x)}

vrcholy binarne retazce dizky max k
hrany (x,y) € E < (C(x]y) < kA Cy|x) < k)

pocet hran, d(Gy) < 2K*1 — 1, pocet farieb < 2%+2 — 3

algoritmus T: wvstup k, vystup: postupnost hran grafu G a ich farieb

algoritmus A
® pozna y, vstup ki
m simulacia T(k), vystup x :< (x,y),i > vo vystupe T

(x < y)< Caa(x < y) < |ki|=2logk +1+ k
= O(logmax{C(xly), C(y[x)} + max{C(x]y), C(y[x)})
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