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Algoritmicka pravdepodobnost Kolmogorovsky ndhodné neoéislované grafy

automorfizmus - permutacia vrcholov 7 taka, ze (w(u),7(v)) € E < (u,v) € E

m grupa (skladanie, identita)
m G,7(G) maja rovnaké standardné kédovanie E(G) = E(7(G))

rigid/stabilny graf  «~ jedinym automorfizmom je identita

g(n) pocet neocislovanych n-vrcholovych grafov

Gn trieda neorientovanych grafov na {0,1,...,n—1}
Gn = g,? @] gﬁ ugn v G sa kazdym automorfizmom pohne m vrcholov

S(n) grupa permutéacii n-prvkovej mnoziny
G trieda grafov izomorfnych s G

Aut(G) grupa automorfizmov grafu G
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Algoritmicka pravdepodobnost Kolmogorovsky ndhodné neoéislované grafy

Theorem

Pocet neocislovanych n-vrcholovych grafov g, ~

"gn= Y

GeEGn

lg,,:z

GeGn

n!
1 =\ _ d(sn) n!
d(G)’ €)= d(Aut(G)) ~ d(Aut(G))
d(AL:,t!(G))_{T)E"' En =3 ¢eg, Pr(G) (En>1,Gl=0

VG e g"’" d(AUt(G)) < ( )ml < nm _2m|ogn v

F2 Pr(G e GM) < 2-m(z =2 —2logn)

En =m0

Pr(G € G Avggegmd(Aut(G))< 1+ Y5, _, 2~ m(3 =% ~2logn)
<1+ 27n+4log n+2

(n)<2()<1+ )
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Algoritmicka pravdepodobnost

F2 Pr(G egGr) <2 mz—¢-len

m 7w, mvrcholov i1 < ...in sa pohne

m 7 ~ k cyklov velkosti ci, ...

m nezvoleny
— netreba hrany do stabilnych

— netreba niektoré hrany do nezvolenych

Z(C,—l(n—m—i—i)_(m k)(n —

mlognf(mfk)(nfLJrk):

(2013/14)

w(it), ..., 7

, Ck, v kazdom najmensi zvoleny

KZ

Kolmogorovsky ndhodné neoéislované grafy

mlogn

m+ k
2 )

//k=mj2
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Algoritmicka pravdepodobnost Kolmogorovsky ndhodné neoéislované grafy

efektivna enumeracia neocislovanych grafov

G+ 0
for all ocislované grafy G-binarne retazce do
if G nevieme ziskat premenovanim H € G then

G+~ GgugG

|} odhad g(n) + Stirling

C(E(G)|n) < (g) — nlogn+ O(n)

Theorem

Nech G je ocislovany n-vrcholovy, Gy jeho neocislovana verzia. Potom
existuji graf G' a permutacia 7 tak, ze G' = w(G) a (az na konstanty)

C(E(G")) = C(E(Go)) C(E(G)In) = C(E(Go), [n)

(2013/14) KZ 14.11.2013 5/ 28



Algoritmicka pravdepodobnost Kolmogorovsky ndhodné neoéislované grafy

ROUTOVANIE po najkratsich cestiach v O(log n)-nahodnych grafoch/sietach sa da spravit s
lokélnou paméatou 6n, celkovou 6n? bitov.

® nanajvys dizka 2; u ~~ v cez log n najmensich susedov u O(nlog log n)

® Vj,...,Vm je O(logn) najmensich susedov u; cv

n A de:f{w € Ao — U:;ll As i (ve,w) € E}

m mo =d(Ag), myy1 = me — d(Aes1)
m Nech ¢ je min. také, ze my < n/loglogn

m konstrukcia lokalnej routovacej funkcie F(u)

m tabulka pre Ap:
el ;As  unarne v0: (u,v) € E,(v,w) € E

¢Us1As 0

m zvySok (0 v prvej tab) - nanajvys m; < n/ loglog n explicitne binarne

pre w
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Algoritmicka pravdepodobnost Kolmogorovsky ndhodné neoéislované grafy

O(log n)-nahodny graf
Vi, ..., Vm je O(logn) najmensich susedov u;

Ao C V nesusedia u; At pd {we A — U;;ll As: (ve,w) € E}
mg =d(Ao), M1 = me — d(Aes1)

Nech ¢ je min. také, ze my < n/loglogn. Potom d(A:) > me—1/3 pre 1 <t < ¢

Sporom — AK 3t, |d(A¢) — me—1/2| > me_1/6 POTOM kratky popis G

+ u, v 2logn
+ charakteristické postupnosti Ao, ..., Ar—1 r=n—14---+n—(t—1)
+ samoodelujico A v Ag — U:;ll As Mme_1 — %(1/6)2mt_1 log e + O(log m:—1)
- netreba hrany {v:} x (Ao — Ui_] As) —me_1
- netreba hrany incidentné s u,vi,..., v —r

n(n—1)/2— O(logn) < C(E(G)) < n(n—1)/24 O(log n) + me_1 — %(1/6)2mt_1 loge—m;_1
me—1 < O(logn) /\ m¢_1 > n/loglogn

o
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Algoritmicka pravdepodobnost Kolmogorovsky ndhodné neoéislované grafy

Ao C V nesusedia u; Ay = {w € Ap — U;;ll As i (ve,w) € E}
£ je min. také, ze my < n/loglogn, d(A¢) > me_1/3 prel <t <{

konstrukcia lokalnej routovacej fcie F(u)
m tabulka pre Ao:

{ €Ul ,As  unarne v0: (u,v) € E,(v,w) € E
pre w
¢ U:_l A57 O

N+ 3 (3) <+ X2 5 (3)7 s <an

m zvysok (0 v prvej tab) - nanajvys m; < n/ loglog n explicitne binarne

log log n + O(n) bitov na uréenie poradia (mimo vi,..., vm) 2n

|F(u)] < 6n
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Algoritmicka pravdepodobnost Kolmogorovsky ndhodné neoéislované grafy

Theorem

Routovanie po najkratsich cestach v o(n)-nahodnych grafoch/sietach VYZADUJE
lokalnu pamat n/2 — o(n), celkovo n®/2 — o(n?) bitov.

Uvazujme nasledujici popis
+ u log n
+ samooddelujiaco F(u) (F(u)) + 2log(d(F(u)))
+ hrany medzi u a zvyskom
— odstranime (v,w) € E, ked F(u,w) =v

|d — @\ = 0(/(6(n) + log n)n) uetrime aspoh n/2 — o(n)

n(n—1)
2

+0(1)+Olog n) + 2log(d(F(w))) +a(F(u)~ -+o(n) > C(E(6) > "1 —o(n)

O(log n)

d(F(u) = 2 — o(n)
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim

KZ s ohrani¢enim
model TS— read-only vstup, write-only vystup, viacpaskovy
&4, Py, ... enumeracia rekurzivnych fcii To - TS, kt. pocita ¢

Co*(xly) = min{l(p) : "*(p,y) = x} ak y = ¢, potom Cy*(x)
— TS podita v €ase t(n) a priestore s(n)

Theorem (invariance theorem)

Existuje univerzélna éiastoéne rekurzivna funkcia ®¢ taka, Ze V Ciastoéne rekurzivnu fciu
& existuje konstanta c,c = c(®), pricom Cdc,zl°gt’cs(x|y) < CoE(xly)

m Ty, To,...; ;- PRE fcia, kt. pocita T;,

u — k UTS s dvomi paskami; U(y, (i, p)) = Ti(y,p)
a Tily,p) = x, t(n), s(n)

prechod na dve pasky c'tlogt,c’s

tahanie kédu, c”’
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim

zlozitostné triedy

m C™*(x|y) = min{l(p) : U({y,p)) = x v Ease t(n) a priestore s(n)}
m predikat — fcia s hodnotami 0,1
Wi, Wy, ... PRF enumericia; Ty(x) € {0,1}; Ty~
m x,y,p € N; W PRF predikat; CD-zlozitost x vzhladom k Wy
CDL*(x|y) = min{l(p) : Yv¥**(v,p,y) = 1iff v = x}
m SCN, C"(x|S), CD**(x|S) TS s ordkulom S
m zloZitostné triedy

Colf(n), t(n),s(n)] = {x: Cg°(x) < f(n),n=1(x)}
CDo[f(n), t(n),s(n)] = {x: CD‘;’S(X) < f(n),n=1(x)}
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim

Theorem (vztah CP — CDY, KP — KD9)

Nech p, q sii polynémy, A € NPU.
(i) ¥p 3g CDY(x) < CP(x) + O(1)
(ii.) ¥p 3q C9(x|A) < CDP(x) + O(1)
Dékaz
(1i.) vygeneruj a porovnaj v’
(ii.) postupne generujeme bity X1, X2, ..., Xn, X = X1 ... Xp
TS T, T(v) = 1iff x = v v &ase p(n). K nemu skonstruujeme T

X1 Xi  ~ X1 ... XiXit1 7akceptuje T slovo s prefixom x ... x;07

{T,y,15,1": T axceptuje yz v €ase t pre z : I(yz) = n)} € NP

analogicky pre K, KD%*
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim

majorant KZ  co-enumerovatelna funkcia ® taka, ze C(x) < ®(x)+ ¢ Vx; ¢ =c(P)

Ak t je totalna rekurzivna, potom C*! je totalny rekurzivny majorant C.

m UTS bezi na programoch dizky nanajvys /(x) + c, pricom spravi nanajvys t(/(x))
krokov
C*(x) — dlzka najkratsieho, ktory vygeneruje x C*(x) > C(x) — O(1)

m je to totalne rekurzivne

C(x), C*(x) sa mbézu exponencialne lisit

Theorem (blow-up)

Existuje RE mnozina A s charakteristickou postupnostou x, Ze pre kazdi totalne
rekurzivnu t a¥n C*(x1:n|n) > cen; 0 < ¢ < 1.

//Barzdinova lema: Ak A je rekurzivne enumerovatelna, potom C(x1:n|n) < logn+ O(1)
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim

m Standardné Cislovanie Ty, To,... zmenime na M = My, My, ... tak, ze
M= Ty, i=2x14p2kvk>1j>0 k max.také, ze 2571 deli /
1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 1 3 1 2 1 5
1 1 1 1 1 1 1 1 21
2 2 2 2 22

m konstrukcia A, resp. x diagonalizaciou
i=1x1=0
for all / > 1 do dovetail nasledujice vypocty
. k
n< 271 n’ « 22" n pre M; = T
if M;(n’) zastane s vystupom t(n’) then
UTS simuluje V programy p, /(p) < n — 1 pocas t(n’) krokov
zvolime Xn+1:2n tak, Ze nie je na vystupe ziadneho z tych programov
else xp+1.20n = 0"

Fakt (<)

ACN, x € A& xx = 1. Potom A je RE.

X je nestlaéitelna pre (wlog) monotdnne rastiicu totélnu rekurzivnu funkciu t

k
ct = 1/2%"+1 pre index stroja k, kt. pocita t
k
Ct(n)(Xl:n) > n/22 +1 O
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Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim

ACN, xe€ A& xx = 1. Potom A je RE.

Vx dovetail
monaidii: n+1<x<2n, n=2-1

B vypo&itaj Xn+1.2n simulaciou M;(n')

if M;(n') nezastane then 112, =0",x ¢ A & M;(n') = oo
else x € Aiff xyx =1

X je nestlaéitelna pre (wlog) monoténne rastacu totalnu rekurzivnu fciu t
Bt= T, Mg : ko = 2k=1 po prvykrat a potom stale dalej
I ={ko,ko+2K ko+2-25 ke +3-2%,...}, S={n n=2"1iel}
. N k . .
m pre dost velké n € S existuje m € S: n/2% << m < n/2, pricom ziaden z
- k
programov dizky m — 1 neda ako vystup x1.2m v Case t(m’) = t(22 m) > t(n)
C(xa2m) = m *)
k
= pre SPOR C"(x1.4|n) < n/22+1
ak pozname n, v €ase t(n) <« t(m’) vypocitame 1., z programu dizky max m/2
pridame log m bitov a vieme m, x1.2m v linedrnom €ase — spor s (*)

[
(2013/14) KZ 14.11.2013 15 / 28



Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim

Theoem

Nech t, f sii neohranicené totalne rekurzivne fcie. Potom existuje rekurzivna postupnost
X takd, Ze C*(x1:n|n) > n — f(n) nekonecne vela krat.

//analogicky pre K

(wlog)f(n) < n, limy_oe f(n) = 00. x skonstruujeme diagonalizaciou

g(l)=1, g(n+1)=min{m: f(m) > g(n)}

g total. rekurzivna, neklesajica, neohranic¢ena

mx1=0
forall n=2,3,... do vypocitaj Xg(n—1)+1:¢(n) takto:

simuluj V programy dizky < g(n) — g(n — 1) pocas krokov
Xeg(n—1)+1:g(n) ZVolime tak, Ze x1.4(n) sa nevyskytuje ako prefix ziadneho
z vystupov

C*(X1:4(n)l8(n)) = g(n) — g(n—1) }

Ct(xrnln) > n— F(n)
f(g(n)) > g(n—1)

O
(2013/14) KZ 14.11.2013 16 / 28



Kolmogorovska zlozitost s ohraniéenim

Nech x je rekurzivna, t(n) = Q(n) neohraniceny totalne rekurzivny ¢as.
Potom existuje neohranicens totalna f taka, ze C*(x1:n|n) < n— f(n)

m x rekurzivna — T : T(n) = xn
m kratky program g pre UTS U((q, n)) = x1:n

simuluje T so vstupom 0,1,... v celkovom Case n krokov;
nech dopodital T(0), T(1),..., T(m) ~ U pozna x1.m
povieme X m+1:n max n — m+ 1 bitov
m/(gg<n—-m+1+c ¢ je popis stroja (1-2)

m U pocita v linedrnom case

O
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Vztahy tried KZ

Theorem (hierarchia ohraniéenej KZ)

Nech f, g st neohrani¢ené totalne rekurzivne funkcie také, ze f(n) + g(n) < n a Vk
vieme vypocitat najmensie n také, ze f(n) = k v priestore s(n) > log n a case t(n) — n.
Potom pre dostatocne velké n

C[f(n) + &(n), t(n), s(n)] — C[f(n), 00, 00] # O

Ukazeme, ze VUTS U Jc = c(U), C[f(n) + c, t(n),s(n)] — C[f(n), 00, c0] # @

A B
Vezmeme . Ukazeme, ze cA—-B
(€ A) program p = gx pocita x0"~'*):
m najde najmensie n: f(n)+c > I(p) €(n) — n. s(n)
m vypise x0" /) cas n — I(x)
I(p) = 10x) + 01 + ()< () + ¢

(¢ B) SPOROM - nech by x0"~'™) € C[f(n), o0, oc]. Potom rekonstrukcia x
m x0""'™) programom dlzky f(n)
m oddelenie x: /(x) = f(n) + c/2, f(n) pozname, program dizky d vypoéita n
I(programu) = f(n) +2logc+d+1 < f(n)+c/2
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Vztahy tried KZ
Theorem

s'(n) > 2n+ s(n) + ¢, s(n) neklesajiica, pocitatelna v priestore s'(n),
f(n) < n neohranicen4 neklesajiica pocitatelna v priestore s'(n) — log n. Pre velké n

C[f(n),o0,s"(n)] — C[n—1,00,s(n)] #

Budeme hladat prvy retazec, ktory nepatri do C[n — 1, 00, s(n)]

P
m p vypocita najmensie n: f(n) > I(p) priestor s'(n) = (s’(n) — log n)+ log n
m vyhradenie priestoru s(n) v s'(n) vypoéitame s(n)

m Vq dizky /(q) < n — 1 simuluje UTS(q); x je lexikograficky najmensi dizky n, kt.
Ziaden z nich nevygeneroval // diagonalizacia

staci priestor s'(n) > 2n+s(n) 4+ c  program p ma dizku /(p) < f(n)
€ C[f(n),00,s'(n)] ale ¢ C[n—1,00,5s(n)]
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Vztahy tried KZ

Theorem (kompresia pasky)

K lubovolnej totalne rekurzivne g(n) > n existuje totalne rekurzivna s(n) taka, Ze
Vf(n) < n a dost velké n

C[f(n), 00,s(n)] = C[f(n), o0, g(s(n))]

m s(n) je minimalne i také, ze —3p, I(p) < n — 1, ktory pouzije priestor s :
i+1<s,<g(i) //vieme to pocitat

m x € C[f(n),o0,g(s(n))] ~ p vypiSe x v priestore g(s(n))

m f(n) <n, ts(n)+1< s, < g(s(n))
I

p spotrebuje priestor nanajvys s(n)

d
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Vztahy tried KZ

@ — mnozina podmnozin mnoziny {0,1}*. Mnozina A je Q-imanna, ak je nekonecna a
Ziadna jej nekonec¢na podmnozina nepatri do Q

Lemma

f(n) < n je neohranien3 totalna rekurzivna funkcia. Potom {0,1}" — C[f(n), 0o, o] je

X
RE-imdnna.

NECH 3 nekonecnd RE mnozina akceptovana TS T.
Uvazujme TS T’
m T’ simuluje T a vymenovava prvky mnoziny X;
hl'ada x aby f(/(x)) > I(T")
x €X, x € C[f(n),00,00] a sagasne X C (C[f(n), o0, 0])¢
SPOR
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Kolmogorovska zlozitost s ohranicenim Vztahy tried KZ
Theorem

Nech limp—, s(n)/s'(n) — 0, U je UTS, s'(n) > n neklesajica. Nech f(n) je
neohrani¢end neklesajiica pocitatelna v priestore s(n). Potom

{0,1}* — C[f(n), o0, s'(n)] je DSPACE(s(n))-imtnna

NECH
m nekonena A € DSPACE(s(n))({{0,1}* — C[f(n), 00, s'(n)]}
m Ta akceptuje A v priestore O(s(n))

Majme program p pre UTS, ktory

m najde najmensie i také, ze f(i) > I(p) v s(n)
m najde prvé x € A také, ze A nekonecna
x € A a stcasne x € C[f(n), oo, ] spor
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti 3

(priemerny) heapsort

A[l..n] ~» halda-otec vacsi ako synovia  ~> triedenie ~» A[l] < ...A[n]
Heapify
for i = [n/2] downto 1 do
klaé pévodne A[i] pada na svoje miesto cez vacsieho syna

Sort

for i = n downto 2 do
vymen k; = A[1] <> A[i] = k a preusporiadaj A[l..i — 1] na haldu

(bez vymeny) na miesto j, ktoré treba vymenit s korenom (A[j] < k); vymena a posun
vietkych na ceste z j do korena o 1 hore
d+2§;6 =logn—d
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti 3

Heapsort robi v priemere
presunov: nlogn+ O(n)
porovnani: Wiliams 2nlogn— O(n)
Floyd nlogn+ O(n)

n klacov, n! listov /] n"e="\/2rn
existuje permutacia p: C(p|n) > nlogn —2n *)

Nech h je halda po Heapify pri vstupe p podla (*). Potom
C(h|n) > nlogn —6n

(SPOROM) Nech by C(h|n) < nlogn— 6n. Kratky popis p:

m popis Heapify, kt. z p vyrobi h - popis cesty na svoje miesto

log n

n|0g3z i/2'.+'. < 2nlog3

i=1

m C(p|n) < C(h|n)+2nlog3+ O(1)< nlogn—6n+2nlog3+ O(1) < nlogn—2no
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti 3

H popis Cinnosti v Casti sort:
nova pozicia "korena" - cesta v strome: s; H zretazenie s;
— samooddelujico §; = logn — I(s;) a za to s; I(si) + 2 log é;

< h vieme zrekonstruovat z H
(reverznym postupom zrekonsStruujem alebo pri dostatku ¢asu najdem permutaciu p)

o
C(h|n) < I(H)+ O(1)
nlogn—6n< C(hln)< I(H) + O(1) = \ I(H) > nlogn—6n
I(H) = Z(/(s,-) +2logd;) = Z logn — 2(6; —2logdi) > nlogn—6n
i=1 i=1 i=1
>, 8i = O(n) = sacet priemernych ciest je nlogn — nc // # presunov v sort

= # porovnani Williams 2nlogn— O(n)
= # porovnani Floyd nlogn+ O(n)d
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti 3

NajdIhsi spoloény podretazec
HS=5S5...S,t=ti...ty

s je podretazec t ak existuje i1 < ... < im: S = ti;

S-mnozina retazcov
m SCS(S) - najkratsi retazec s: Vs’ € S s’ je podretazec s

[ - najdlhsi retazec, ktory je podretazcom kazdého z S
Y ={a1,...,a}, -dizka LCS(S), SC x*

Algoritmus Long-Run
najdi maximalne m také, ze (pre nejaké a € ) a™ je podretazec s Vs € S

return 3™

Theorem

Nech S je n-prvkova mnozina retazcov dizky n. Algoritmus Long-Run vypoéita spoloény
podretazec dlzky lcs(S) — O(les(S)/?t¢) pre aspon (1 — 1/n%)-tinu vstupov, a teda v
priemere.
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Pouzitie metédy nestlacitel'nosti 3

Algoritmus Long-Run
najdi maximalne m také, ze (pre nejaké a € ) a™ je podretazec s Vs € S
return a™

Algoritmus Long-Run vypocita spoloény podretazec dizky lcs(S) — O(les(S)1/2+€) pre aspoit
(1 — 1/n?)-tinu vstupov

S={xt,...,xn} ~ x=x1...xn: C(x) > (n?—2logn)logk

Ak |#a(x;) — n/k| > n'/2t€, tak existuje § > O tak, Ze
C(xi|k) < (n— 6n?)log k

//ak C(x) > n— 5(n) tak [#y(x) — pnl < v/aBa, a = (K(yIn) +log/(y) +5(n) + )31/ loge
resp. index do mnoziny velkosti ([)(k —1)"~™

les(S) < g + nl/2te

les(S) < n/k + n*/?*< a

< kazdé a € ¥ v kazdom x; aspon (n/k) — O(n/?*<)

< a™ dlzky (n/k) — O(n*/?"¢) je spoloény podretazec

< Ies(S) — I(m) = O(n'/2*)  I(m) = les(S) — O(les(S))Y/ >+
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S={xt,...,xn} ~ x=x1...%: C(x)>(n*—2logn)logk

s = lcs(S), kvdli sporu /(s) > 2 + n*/? //chceme lcs(S) < % + nt/2te
kratky popis x :

B S=5...5,S € X, fixujme x;

m vlozime s do x; tak, ze volime najlavejsi mozny vyskyt; x; = Q151282 ... QpSp Z

y
= Qj € (Z—Sj)*

m zamefme Vv y s; — a3 a vyskyt ax v o nahradime s;

y' = ajakabag ... ahak #a, (y') > (n/k) + nt/2te

n #ak(y') > (n/k) + n'/2*¢ preto C(y'|k) < (I(y') — 6n*) log k
m C(xi|k,s) < (n—&n*)log k + O(log n)
m C(x|k) <> C(xilk,s)+1(s)+ nlogn
N——"
oddelovaée

m C(x|k)/logk < n* —2logn spor ¢
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