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Algoritmicka zlozitost

Theorem (C nie je rekurzivna...)

Funkcia C(x) nie je rekurzivna. Navyse, neexistuje Ciastocne rekurzivna
fcia ® definovana na nekone¢nej mnozine, ktora je na celom svojom
definiénom obore s C(x) totozna.

SPORom

m ® PRF definovana na nekonecnej mnozine, A nekonecna rekurzivna
podmnozina D(®)
m V(m) = min{x: C(x) > m,x € A} je totalna rekurzivna
//®(x) = C(x) na A
]
m C(W(m)) < Go(W(m) +cv,  Co(W(m)) < I(m)
[/V(m)=x:C(x)>m
m < C(V(m)) < Cy(V(m)) + cw< I(m) + cw

O



Algoritmicka zlozitost

Theorem (C sa da aproximovat..)

Existuje totalna rekurzivna fcia ®(t,x) monoténne klesajica v t
taka, ze lim_oo ®(t,x) = C(x)

m C(x) <I(x)+c

m kazdy program p, /(p) < /(x) + ¢ nechame bezat t
krokov a definujme
[ min{l(p) : p zastal a vygeneroval x}, ak existuje
®(t,x) = { I(x)+ ¢ inak

Pre dané x,t NEVIEME rozhodnit, ci ®(t,x) = C(x)



Algoritmicka zlozitost

Def. (limita ®(t, x))

Nech g = g1, 8, ... je postupnost funkcii. Funkcia f je limitou
postupnosti g ak f(x) = lim¢_o0 8e(X)

Limita je rekurzivne uniformna, ak 3 totalna rekurzivna fcia t(e)

[F(x) — 8e(e) (X)[ < € Vx
U=V Uy ... Wix)=P(t, x)
m C(x) JE limitou W
m C(x) NIE JE rekurzivnou limitou ¥

lebo z problému zastavenia
Ve, t existuje nekonecne vela x : |C(x) — W(x)| > €



Algoritmicka zlozitost

vlastnosti C

C je "spojita" dc: |C(x) — C(x L+ h)| <2I(h)+c
— ak mame program pre x, stai povedat +h

C je "logaritmicka"
— C(x) <I(x)+c
< Vk je pocet x dizky n's C(x) < log x — k nanajvys 2"k
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"fluktuacia" C

Vx dxq,x2 ¢ |x; — x| < /X, pricom
1. C(x1) > 1(x)/2—c
2. C(x2) <I(x)/2+c
2. nestlacitelné x = x""x"; I(x") =1(xX') =n/2 ~
X9 = X//On/2
C(x) < I(x)/2+c~ C(x)/2

1. stlacitelné x; C(x) = o(/(x)) ~» spodné bity nahradi
nestlacitelny y = y1 ...y,
x1 =x"y Cly) 2 l(y)+c=1(x)/2+c



Algoritmicka zlozitost

Co vieme o dlhych zlozitych behoch...

Vc3d : neexistuje d po sebe idacich c-nestlacitelnych cisel

Vddc : existuje d po sebe idacich c-nestlacitelnych cisel




Algoritmicka zlozitost

Vcad : neexistuje d po sebe idicich c-nestlacitelnych cisel

Majme x ¢ — nestlacitelné  C(x) > I(x) — ¢
uvazujme x,x + 1,. .., x + A, X+A:I0....OZ
J
Cx+A) <I()+1(j)+c

I(i) + I(j) + const < I(x) — ¢ } staci /(j) + const < ¢
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Lemma
Vddc : existuje d po sebe idicich c-nestlacitelnych cisel

zoberme k-nestlacitelné x C(x) > /(x) — k
zo spojitosti: Vix —y| < k: |C(x) — C(y)| < 2l(k)+ ¢

C(x) —21(k) =5 < C(y) V Cly)—2I(k) -5 < C(x)
I(x) — (k + 21(k) + 8) < C(y)
—_—

c



N&ahodné koneéné postupnosti
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Test nahodnosti

ked' nahodne zvolime objekt ocakavame, ze ma "typické" vlastnosti

S - priestor
P - pravdepodobnostné rozdelenie/distribucia

test - predpis, kt. na hladine vyznamnosti ¢ hovori, pre kt. x € S hypotézu "x

je typicky" zamietame
kritické regidny
e=2""m=12,..., VCNxS
Vim={x: (m,x) eV}
Vm 2 Vm+1
S {P(X[I(x) =n) : x € Vi) < &

//ak x € Vi, tak x nepreslo testom na hladine vyznamnosti ¢

komplement V,,, je 1 — ¢ interval spolahlivosti
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Test nahodnosti

x = 0.x1...x, s nulami na zaciatku nie je ndhodny:

x=3x2""

x=0...0%ns1...-Xn € (0,27™)
neprejde testom na hladine vyznamnosti ¢ = 277 o
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Test nahodnosti

X = X1...X, - v ndhodnom retazci je pocet 0 a 1 "podobny"

fo =211
g(n,m) = g, pricom g je najmensie také, aby # binarnych
retazcov, pre ktoré to plati, bol nanajvys

2nfm
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Test nahodnosti

Definition (Efektivny test ndhodnosti?)

Nech P je rekurzivne rozdelenie pravdepodobnosti na priestore N.
Totalna funkcia § : N — N je P-test(Martin-Lof), ak

V ={(m,x): §(x) > m} je rekurzivne vycislitelna

S {P(xlI(x) = n), 6(x) = m} <2°™ Vi

< kritické regiény Vi, = {x : §(x) > m} si vnorené a enumerovatelné

rovnomerné rozdelenie
L(X) — 2-2I(x)-1

2 I(x)=n
Ln(x) = { 0 inak

2.~

ZXEVm L”(X) <27 ~ d({X : /(X) =nxec Vm}) < 2n—m
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Test nahodnosti

X =1xlxlxg ...

max{i:x1 =x3=x5s =...=xej_1 =1}, x1 #0
6(x) =

0, x1=0
0 je TEST:

J je rekurzivne vycislitelna
kriticky regién je maly (2=™)

ak §(x) = m,I(x) = n>2m — 1, tak mame

2m-1 moznosti (2m-1)dlhého prefixu
2n=@m=1) " 7yyskov

d({x: 6(x) > m, I(x) = n}) = 2m~1.n=(2m=1) _ on=m
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univerzalny P-test

univerzalny P-test je test dg(-|P) taky, ze ku kazdému P-testu &
existuje konstanta cp taka, ze Vx dg(x|P) > d(x) — cp

binarny retazec je ndhodny vzhladom k univerzalnemu P-testu, ak je
(az na pér vynimiek) nahodny vzhladom k [ubovolnému testu

do(:|P) U }(m ,x) : do(x|P) > m}

(m,x) - 6(x) = m}

Vm+c g Um

0

Ukazeme, ze univerzalny test existuje
P-testy vieme enumerovat

iterativna definicia univerzalneho P-testu



N&ahodné koneéné postupnosti

00000000
univerzalny P-test
P-testy vieme enumerovat
zmena enumeracie 1, ®», ... PRF na enumeraciu 01, 92, ... P-testov

m & ~» W(indexy vynechané)

&, W maji rovnaké obory hodnét
ak je W, def ~ Wy, ..., WV, ; tiez def

"dovetail" - postupné simulovanie ®(1), ®(2),...
o(1)
o(1) @(2)
(1) *(2) *(3)

V(1) = ®(ir), kde ®(i1) je prvy vypocet, kt. zastal

V(j) = ®(ij), kde ®(i2) je j-ty vypocet, kt. zastal

m pomocou W definujeme test § aproximovanim zospodu
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univerzalny P-test
pomocou V definujeme test § aproximovanim zospodu
d[1..00] - pole aktualnych hodnét 0(1),46(2),...
d[x] =0 Vx; i« 0;
i < i+ 1; vypoéitaj W(i), nech V(i) = (m, x);

if 6(x) > m then goto 2 else §[x] < m;

if ke {1,2,...,m}  SH{P(y|I(y) = I(x)): 6(y) > k} > 27k
then §[x] < 0; halt
else goto 2.
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univerzalny P-test

d[x] =0 Vx; i+ 0;

i < i+ 1; vypocitaj W(i), nech V(i) = (x, m);

if 6(x) > m then goto 2 else §[x] + m;

if SS{P(y|I(y) = I(x)) : 6(y) > k} > 27 pre nejaké k =1,2,...,m
then 0[x] « 0; halt
else goto 2.

m ak je oborom hodnét W test ~» neskoncime, ale zospodu
ho aproximujeme

m ak V diverguje~> neskonci a nemeni vypocitané (je to
enumerovatelna mn.)

m ak oborom hodnét nie je test ~ podmienka v kroku 4. sa
niekedy splni a kon¢ime

Ak zbehneme na V &1, ®,, ..., "dostaneme" P-testy d1, 0o, . ..
o
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univerzalny P-test

Theorem (univerzalny P-test)

Nech 61,62, ... je enumeracia P-testov. Potom
do(x|P) = max{dy(x) —y : y > 1} je univerzalny P-test

do(x|P) je totalna
V = {(m,x) : do(x|P) > m} je enumerovatelna
kritické regiony si dost malé

> {P(xII(x) = n) : o(x|P) > m}
I(x)=n

<Y D A{PKXI(x) = n) : 6,(x) = m+y}

y=1I(x)=n

< iz—m—y =2
y=1

0o majorizuje aditivne
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univerzalny P-test

Theorem (konkrétny univerzalny test)

do(x|L) = I(x) — C(x|I(x)) — 1 je univerzélny L-test pre
rovnomerné rozdelenie L.

Ze je to test

m {(m,x) : do(x|L) > m} je enumerovatelna
m d({x: do(x|L) > m}) < 2/0)=m _ 1

Ze je univerzalny
m YV Jc do(x|L) > 6(x) — ¢
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univerzalny P-test

ze 0p(x|L) = I(x) — C(x|I(x)) — 1 je univerzalny
A={z: 6(z) >(x)} x¢€A(fix); 6 =, v standardnom enumerovani

(] ~» vieme enumerovat prvky z A

m plus j-index x vA ~» mame x /i < 1(d(A)) < I(x) — §(x)
s=0...01j, |s|=1I(x)—d(x)

m /(x),/(s) ~ vieme §(x)

CxI(x) < I(x) — 6(x) +21(y) +1  c=2l(y)+2 O
I(s) y
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univerzalny P-test

Definition

Vezmime dg(x|L) = I(x) — C(x|/(x)) — 1 ako referencny
univerzalny test vzhladom k uniformnej distribiicii L. Retazec
nazveme c-nahodny, ak do(x|L) < ¢

CxII(x)) < C(x) < CxI(x)) + 2C(I(x) — C(xlI(x))) + O(1)
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Statistické vlastnosti kone&nych retazcov

Nekonecna postupnost € {0, 1}* je normalna, ak Vk je frekvencia
vyskytu bloku y dizky k v limite 2%

m normalna postupnost nie je nutne ndhodna — Champernow
12345678910111213. ..

m nahodna postupnost je normalna

v konecénom pripade — kazdy blok malej velkosti sa v hiom
vyskytuje priblizne rovnako
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Statistické vlastnosti kone&nych retazcov

K() - prefixna KZ; nateraz

C(xly) < K(xly) < C(xy) + 2log(C(x|y)) + 1

Trieda deficiency funkcii § : N — N takych, ze

K(n,d(n)n —d(n)) <

m n — 0(n) vieme rozobrat na n,d(n) ale aj n, 5(n) vieme
zakédovat do n — d(n)

m fixneme c; tak, aby vyhovovalo pre bezné deficiency:
log n, loglog n,/n, ...
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Statistické vlastnosti kone&nych retazcov

Bloky v retazcoch
Theorem 3 konstanta c taka, ze V deficiency funkciu d, Vn a x € {0,1}"
ak C(x)>n—4(n) tak [#i(x)— 3] < /3C0en

loge

Theorem 3 konstanta c taka, ze Vn a x € {0,1}"
ak  |#1(x) - 8] <27°™=</n tak  C(x) < n—d(n)

Theorem 3 konstanta c taka, ze Vna x € {0,1}"

Theorem  Nech /(y) = ¢, £ < log n. 3 konstanta c tak, ze VnVx € {0,1}"
ak  C(x) >n—4d(n) potom |#y(x) —pn| < /apn
kde o = [K(y|n) + log £ + d(n) + c|3¢/ log e
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Statistické vlastnosti kone&nych retazcov

3 konstanta c taka, ze ¥ deficiency funkciu §, Vn a x € {0,1}"
ak C(x)>n-—4(n) tak |#1(x)—3| < %(6(")“)"

loge

Chernoff  Pr(|Sn — pn| > m) < 2e~™"/3n //mince p=1/2
m A={x€{0,1}": |#i(x) — n/2| > m}, d(A) <2mte 2m /3
m zvolime m tak, aby % =d(n)+c
m popis x
- selfdelimiting n—4(n) ~ d(n),n
-ijeindex x v A
(i) < logd(A) < (n+1) — (2m*loge)/3n=n+1—-8(n) — ¢
0...0sii=n+1-4d(n)—c+a
Cx) < Cr(x)+cr<n+1-6(n)—c+c1+cr
prec=c1+cr+2 C(x)<n—d(n)Spor] |#1(x) = n/2| <m O
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Statistické vlastnosti kone&nych retazcov

3 konstanta c taka, Zze Vn a x € {0,1}"

ak #0327 VA tak C(x) <n—d(n)

m Zvolime m=2-9M-¢/n

B A={xe€{0,1}": |#1(x) —n/2| < m}
(m+ 1)(n72) < Stirling n! = v/27n(n/e)"

mijeindexxv A
urcenie A: n,m,6(n) ~ n—4(n),c

Cr(x) =log(d(A)) +c1 =n—48(n) —c1 + log ez
Cx) < Cr(x)+cr <n—4(n)
&
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Statistické vlastnosti kone&nych retazcov

Existuje konstanta c taka, ze Vn a x € {0,1}"

B A={xe€{0,1}": |#1(x) — n/2| =}

= 2 (n72) <

mijeindex x v A
—enumeracia A~ j, n,

Cr(x|n) < + K(jln) < n—1/2logn + log c3 + K(j|n)
C(x|n) < Cr(x|n) +cr < n—1/2logn+ K(j|n) + ¢
0
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Statistické vlastnosti kone&nych retazcov

Nech I(y) = £, £ < log n. Existuje konstanta c tak, ze Vnvx € {0,1}"
ak C(x) >n—4(n) potom |#y(x)—pn| <  /apn
kde a = [K(y|n) + log £ + (n) + c|3¢/ log e
Nech dizka x, /(x) = n, je nasobkom dizky y, /(y) = £ n=N/
m x ako cyklicky kruh, ¢ réznych deleni neprekryvajice sa vyskyty
m A= {xe{0,1}": [#,(x, i) — pN|>m}
m d(A) < ontlg—m?/3pN
zvolime m tak aby % = K((y,i}|n) +(n) + ¢
L] i?y7 m ~

m index / prvku x v A
log d(A) < log(2"" e~ /3N )=n41-m21o8e < 1 — K((y,i)|n) — 6(n) — ¢

Cx)<Cr(x)+cr<n+1-4d(n—c+a+cr
prec=c+cr+2 C(x)<n—4§(n) |#y(x,i) — pN| < m
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Statistické vlastnosti kone&nych retazcov

[y (1) = pN| < m I — K({y,i)|n) + 6(n) + ¢

m [ (6, ) — p| < /KBSt 3y

m K({y,i)|n) < K(y|n) 4+ K(iln)+ O(1); K(iln) <logt+ O(1)

= [#(x) — pnl = S0 [y (x, 1) — pN| < £/ Kl tesliie 35

|#y(x) — pn| < /apn, o = [K(y|n) + log £ + §(n) +c]3¢/loge O
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