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Kolmogorovska zlozitost s ohrani¢enim2 Kompresia jazykov

kompresia jazykov

m Y ={0,1}. f:X* — X* je kompresia jazyka L C X* ak je one-to-one
na L a az na koneéne vela x € L plati /(f(x)) < I(x)

m Funkcia f, f71: f(L) — L pricom Vx € L f71(f(x)) = x. Jazyk je
komprimovatelny v ¢ase T(n), ak existuje kompresia f pre L
pocitatelna v case T(n) ktorej inverzna f 1 je tiez pocitatelna v T(n)

m Kompresia f optimalne komprimuje L ak Vx € L dlzky n,

I(f(x)) < [log Y d(L™)]
i=0

m prirodzena kompresia — ranking

n:L—N VxeL:rn(x)= index xv L
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Nech A mnozina. Potom existuje konstanta ¢ a polyném p tak, ze
Vx € A" CDP(x|A™") < 2log d(A™") +2logn+c

A d = d(A™")

Nech S = {x1,...,xa} C{0,...,2" —1}. Potom Vx; € S existuje prvocislo p; < 2dn
tak, ze Vj # i xi # x; mod p;. —

m A=S, Vx € Amame px
m CD program p pre x
vstup y
if y ¢ A7" reject y else if y = x mod px then accept y else reject y
I(p) = I(px) + I(x mod py) + O(1)
p <2logd(A™") +2logn+ O(1) rovnako dlhé px,x mod px

akceptuje len x Thm.

Désledok

A € P. Potom existuje polyném p Vx € A="
CDP(x|n) < 2log d(A™") + 2log n + O(1)
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S={x1,...,xq} €{0,...,2"-1}. Vx; € S existuje prvocislo p; < 2dn tak, ze Vj # i
xj # xj mod p;.

m N=2"

m Vx; # x; € S existuje nanajvys log. N = log N/ log ¢ réznych prvocisel p takych, ze
c<p<2cax;=x; modp

(d—1)log N

m len d — 1 dvojic obsahuje x;, preto medzi oz c

Vj, i #j, xi #x; mod p;

+ 1 prvocislami 3p;, ze

m PrimesNumberThm: m(n) «

Inn'

resp. 7(n) = % + G T (|§|:)3 + |3|,, + O(mmp)

nn)?

— medzi ¢, 2c je aspon l— prvocisel

— ak ¢ > (d — 1) log N tak p; < 2dlog N = 2dn O
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Theorem
3 polyném p(n) taky, ze VA a dostatoéne velké n € N, ak x € A=", tak

CDP(x|A™",s) < logd(A™") + loglog d(A~") + O(1)

pricom A=" je dané ako orékulum, dizka s ~ nlog d(A=")

h:X" — X™ linedrna transformacia dana nahodnou binarnou maticou R = {r; ;}
Vx€X" Rx=y€eX™: yi=(3;r,x) mod2

H..mnozina kédovacich funkcii.
m Nech B,C C X" x € ¥". hseparuje x v B ak Vy € B,y # x, h(y) # h(x)
m h separuje C v B ak Vy € C h separuje y v B
m H separuje C v B ak Vx € C 3h € H tak, ze h separuje x v B.

Lemma (o kédovani)

B C X" d(B)=k,m=1+ [logk]|. Existuje mnozina H m nahodnych linearnych
transformacii ¥" — ¥ takych, Ze H separuje B v B.
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B Cx" d(B)=k,m=1+ [logk]. Existuje mnozina H m nahodnych linearnych
transformacii ¥ — X takych, ze H separuje B v B

fixneme nahodny retazec s dizky nm? : C(s|B, P, m, n) > I(s),

P program na popis s; //s reprezentuje H
H separuje B v B SPOROM: xy,
dx € B ze ziadne h € H neseparuje x v B: <...1j.’..)

Ay1,...,¥m € B hi(x) = hi(y;) = hi(x—y;)=0

kratky popis s

m index x v B log k \_¢
m indexy y1,...,Ym m[log k] Popiseme pomocou ostatnyeh
m hi,..., hm bez "redundantnych" stipcov

nm? — m?

C(s|B,P,m,n) <m*n— m* + m[log k] + [log k] < m*n—1
o
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3 polyném p(n) taky, ze VA a dostatoéne velké n € N, ak x € A=", tak

CDP(x|A=",s) < log d(A=") + loglog d(A=") + O(1)
pricom A=" je dané ako ordkulum, dlzka s ~ nlog d(A=")

— H z kédovacej lemy, s popisuje H; m =1+ [log d(A=")]
— Vz € A="3h; € H separujice z v A="
— program, kt. z ih;(z) akceptuje z A=" s pozname
m over, Ci x € A="
m ak x € A=", ihi(z) ~ i, hi(z), najde h;
m vypodita h;(x)
m akceptuje z < hi(x) = hi(2)

CDP(z|AT",s) < m+logm+ O(1) = log d(A™") + loglog d(A™") + O(1)
O
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Existuje polyném p, Ze VA a dostatocne velké n ak x € A=", tak
CP(x|A=", s, NP?) < log d(A=") + loglog d(A=") 4+ O(1)
CP(x|A=", 25" < log d(A™") + log log d(A=") + O(1)

ked A=", NP”-iGplnd mn., Zg’A-ap/né mn. st ordkula, s je retazec dlzky ~ nlog d(A=")

= NP
= NpPMP }: P
P, = NPT
1) CHIATS NP S D%+ 0()
' CDP(x|A™",s) < log d(A™") + loglog d(A™") + O(1)

(2.) pomocou orakula generujeme s
je s1...s;1 prefix H kt. separuje A=™" v A™" ?
O
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riedka mnozina A — d(A™") < n+ ¢

Existuje riedky jazyk L taky, ze ak L skomprimujeme pomocou pravdepodobnostného
polynomialneho stroja s ordkulom pre L, tak kompresna funkcia mapuje retazce dizky n
na retazce dizky n — O(log n).

- 2
m L obsahuje jediné nestlacitelné slovo dizky 22, I(x) < C(x)

m T pravdepodobnostny orakulovsky stroj, kt. rozpoznava L v Ease n*

m kvoli SPORu: existuje kompresia f : /(f(x)) < n—c1 — (k4 c1) log n. Ukazeme,
ze T nemdze zrekonstruovat x z f(x) s pravdep. aspon 1/2

Ak ano:

k
— R je mnozina rozhodnuti korektnej odpovede 1/2z2"
-reRs existuje!

— C(x) > I(x), C(r) < I(r) 4+ O(1), symetria KZ
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kratky popis x|r

informacia potrebna pre odpovede orakula ked T poéita pri vstupe f(x)
(k+2)logn+c
simulacia T so vstupom f(x) pri znalosti vysledkov hadzania r

m diskusia
m 2log n bitov pre slova dlizky < n

m T sapyta ?x € L? - klog n bitov na urcenie €asu, ked sa to pyta

C(x|r) < c +2logn+ klogn+ I(f(x))
pre ¢; > ¢ + 2 dostaneme spor  //I(f(x)) <n—c — (k+c1)logn
(]
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Ak L € 1DLOG, potom rp mézme vypocitat v P.

m T rozpoznava L
mL,={yel:y<x} zrejme ri(x) =d(Lx)

m x do vnatornej paméte a rozpoznavame L, jednosmerne v DLOG s
polynomialnym poctom stavov — Ty

m G, = (Vi, Ex) — graf konfiguracii pre Ty;
Vi = {[hlava, stav, paskal }
E,— zachytava mozné prechody

— ri(x) je pocet akceptujicich ciest v Gy
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Nech L C X* je regularny, Ly = {y |xy € L}. Potom existuje konstanta c, ze Vx : ak y
je n-té slovo v Ly, tak C(y) g C(n)+

m stav DKA po doditani x
mn

m diskusia <

T ={y,y2... 5
pre LCY* x € ¥* je X = X1 Xz... charakteristicka postup. Ly: X; =1< xy; € L.

Nech L C ¥*. Existuje konstanta c,, Ze nasledujice podmienky si ekvivalentné

L je regularny
H VxeX'VneN: C(X1.nln)
E VxeX'Vne N: C(Xl_n)§CL+C(n)
Vx € TVneN: C(X1.,)
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Ak Vx € X*Vn € N: C(Xi..n) <logn+ ¢ tak L je regularny

Lemma

Ve existuje konecne vela postupnosti w € {0,1}* takych, Ze
Vn C(wi..n) <logn+c

< prava kongruencia koneéného indexu ~ x ~x' & X=X’
< konecny automat O

k dékazu lemy:

m Ap={x€{0,1}": C(x) < logn+ c};
A={w €{0,1}*° :Vn C(w1..n) <logn+c}

m ak d(An) < ¢’ pre nekoneéne vela n, tak d(A) < ¢’
m fixnime £ € N:ydizky 20 +c+1, C(y) >20+c+1

m vezmime i maximalne také, ze y = mn, I(m) =i, m < d(An)
nechy =sr, I(s)=i+1

m pomocou programov /(p) < log n vymenovavanie An; yo- m-ty v Ap;
rekonstrukcia y = mnz yo < n=1(ym),m: Yo = ym

I(n)+1I(m)=2+c+1<C(y) < C(y)+O(1) <logn+c+ O(1)
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on-line TS - pred pohybom hlavy na vstupe akcept/reject na prislusny prefix

L:{Y#Xl*xz*...xk: Hiy:uxiRV}

Viacpaskovy TS akceptuje L online v ¢ase Q(n?/ log n)

Lemma

Nech n = I(x), p program. Ak C(x|n,p) > n, potom Ziaden podretazec dizky > 2logn sa v x
nevyskytuje viac ako raz.

Ak sa v retazci neopakuje retazec dlzky m, tak je jednoznacne uréeny mnozinou svojich
podretazcov dizky m + 1.

— m=3logn I(x)=m

< prey, I(y) =n, C(y) > n vyrobime vstup taky, Ze Ziadne x; nie je reverzom podretazca v
y ale jeho spracovanie vyzaduje ne krokov;
pre k = Q(n/ log n) vynatime Q(n?/ log n) krokov
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Nech n = I(x), p program. Ak C(x|n,p) > n, potom ziaden podretazec dlzky > 2logn
sa v x nevyskytuje viac ako raz.
m x =uvw, I(v) >logn, vsav uv vyskytuje presne dvakrat
m povieme i, j— indexy zaciatku v v x 2logn
m povieme uw  //I(v) =n—I(uw)// I(uw)
C(x|p,n) < n—2logn+logn(n—1) <n

Ak sa v retazci neopakuje retazec dizky m, tak je jednoznaéne uréeny mnozinou Sy mi1
svojich podretazcov dizky m + 1.
a,be {0,1},u,v,w € {0,1}*

m prefix ua je jednoznaéne uréeny podmienkou Vb, bu ¢ Se mi1

m V prefix v, /(w) = m existuje prave jedno b € {0,1} : wb € Sy mi1 a vwb je
prefix x

— rekonstrukcia x zo znalosti Sk m41
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m=23logn I(x;) =m; prey, I(y)=n, C(y) > n vyrobime vstup taky, ze ziadne x,
nie je reverzom podretazca v y ale jeho spracovanie vyzaduje ne krokov
majme to po y#X1 * ... % Xj_1%

aki—1=k Vv

ak také x; neexistuje, vyrobime kratky popis na generovanie Sy m+1 //ateda y

m diskusia 0o(1)
m obsah pracovnych pasok do vzdialenosti ne od hlav v ¢ase to, ked T
ukonéil spracovanie prefixu y#xy % ... x_1% O(ne)
m polohy hlav v Case tg O(log ne)
m popis T,n,stav v Case ty O(1) + log n

C(y) < O(1) + O(ne) 4+ O(log ne) + logn< n
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Pre FA je (k + 1) hlav viac ako k
* k
Ly = {mi#t - #wpdtHwp# - #w1 | w; € {0,1}7}, b= <2> +1

1. Ly € (k+1)DFA
2. L, ¢ (k)NFA SPOROM:

— vezmeme nestlaéitelné w, C(w) > I(w), [(w) >> log I(w)
- w=wi...wp ~> korektny vstup /

- ak sucasne jedna hlava na lavej a jedna na pravej képii w;

M musi skontrolovat kazdé w;

m [q,p(h1),...,p(h«)] — postupnost hlavovych konfiguracii v okamihoch, ked' jedna
z hlav prvykrat prichadza na p O(klog(I(1)) + I(M)) = O(log I(w))
m r;, r-L a R pozicia pravej képie w;, p(r), p(rr) prislusné prechodové postupnosti
— rekonstrukcia w; z
— popis W — w;
— popis p(r), p(rr)
C(w) < + O(log I(w))< I(w)
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